Aufgabe U19 (Kanten in Multi-Merkmalsbildern)

Ein Bild sei nicht durch eine skalare Grauwertfunktion gegeben, sondern durch cine vektorwertige
Funktion
my (xl y)

"‘2(":!/)

(X, Y)
(zB. Multispcktralbild). Es sei hier der Fallzw cier kontimuierlicher Variablen X, y angenommen. Man
bestimme zu einem gegebenen Punkt (Xo, Yo) dicjenige Richtung a (Winkel zur X-Achse), in der sich
#it am stirksten andert (als Maf der Anderung soll der Betrag der Richtungsableitung diencn):

= (x,y) =

a) allgemein,
b) fur m(x, y) = (2xy; 1), (xo;v0) = (1;2).

Lésung U19
a) normalisierter Richtungsvektor 7 mit Richtung @ in der xy-Ebene:

Y tan(a) =

= cos(a))
sin(a)
Richtungsableitung von it bzgl 7:
cos(a) + % + sin(a) a;._; ;ﬂ %"
dih _ | cos(a) -%" + sin(a) -% _ %" % cos(@)) _ . -
an : 17 : i *\sin(a) =Jn
cos(a) » B sin(a) + . o o
Ix dy ax  dy
] Jakobimatrix (Funktionalmatrix von (x, ¥) (a, b) = Skalarprodukt

"%ll:mnﬁllz:(I-ﬁ,]nﬁ)=q.ﬁ)T.qnﬁ):ﬁT.IT.I,ﬁ=ﬁT.M.ﬁ
mit . .
i ™ Tm X mgm,
M=I’°I=($“ My :Mx). : 23 -|.A =4 iy =(,Bq g)
iy My - M) | Mgy 2 mmy, 2"’?,
=1 =1
M ist symmetrisch

||§||2 = (cos(a) sin(a)) » 'g g) . (cos(a)) = Acos?(a) +2Boos(a)sin(a) + Csin(a)

sin(a)



SRI2
fla)=||F|| = +M7t - max
Extremmaproblem unter Nebenbedingung |[f[|2 = 77 +7 = 1, aquivalent zu Extremmaproblem chne
Nebenbedingung:

RE) = ’_",’i—»mx(wegmxm R(ce¥) fiir c # 0)

R(%) heifit Raylcight-Quoticnt.

Aus der Lin. Algebra: Die Extremwerte von R sind dic Eigenwerte von M, die Eigenvektoren von M
l6sen die Extremwertanfgabe
Eigenwerte (EW) von M:

A-A B 2 2 2
det(M - Al) = B C-A =(A-A)(C-A)-B*=A?-(A+CA +AC-B*=0

’ 2
—D/‘L2= A—;ct (—A;C +m

b) Zahlenbeispicl
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anderStelle Xo=1, yp=2: M= (16 8)

EW:/\;;:?t\’(%)‘fﬁ:lo:f:Vlw:lOth - A1=20,A,=0

Eiemekirn a1z () e ket (5 5)+(3)= ()

o £ n-nmorthogonalzu( )scm,alsO(i) Probe: (16 8) (§)=(§4g =2°'(%)

-1

[ F] :‘::EZ; ay = arctan(2), 1y = [g = ap = arctan(-1/2)
5

M-Ax; =0 ]|;t]F:(2,1)(§)= 4+1=5

Wo ist das Max. der Richtungsableitung? — bei 1Ty (Wert 20)
Probe:



2
55| = 16cos%(@n) + 2+ 8+ costan i) + dsin(ar) = 52+ T+ £ =

100
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Aufgabe U20 (punktbasierte Segmentierung)

Es sci cine Menge von Punkten in der Ebene gegeben: P = {py, pa, Pa, .., pn}. Ein auf P definierter
Graph st cin in dic Ebene eingebetteter Graph mit Knotenmenge P, dessen Kanten Geradenstiicken
entsprechen, die je 2 Punkte aus P verbinden. Ein minimaler aufspannender Baum (minimal spanning
tree, MST) ist cin auf P definierter Graph mit minimaler (cuklidischer) Kantenlingensumme. Der
relative Nachbarschaftsgraph (relative neighbourhood graph, RNG) ist cin auf P def. Graph, der
genau dann cine Kante zwischen p und g hat, wenn p und g relative Nachbarn bzgl. P sind, d.h. fiir
die cuklidischen Abstinde d gilt:

Vre P:d(r,p) > d(p,q) oder d(r,q) > d(p,q),
d.h. kein Punkt r liegt innerhalb des von p und g definierten Kreiszweiecks.

+ "Greedy-Algorithmus” zur Bestimmung cines MST:
1. Verbinde cin Punktcpaar aus P mit kiirzestem Abstand.

2. Sei T dic Menge der schon verbundenen Punkte. Suche cinen Punkt p aus P\T und cinen
Punkt g aus T, so dass der Abstand unter allen solchen Punktepaaren am kiirzesten ist,
und verbinde p mit .

3. Wiederhole (2), bis keine isolierten Punkte mehr tibrig sind.

« Algorithmus zur Bestimmung des RNG:
Priife fir jede mégliche Kante pg, ob sic Kante des RNG ist. (Verfahren wird deutlich effizienter,
wenn durch a-priori-Wissen fest steht, dass Kanten, deren Langen oberhalb eines bestimmten Schwel-
lenwertes liegen, nicht zum RNG gehoren.)

a) Man zeige, dass der Greedy-Algorithmus tatsichlich einen MST erzeugt.

b) Man wende den Algorithmus an, um den MST und den RNG des folgenden Punktmusters zu
bestimmen.



Anmerkung: Es gilt P € MST € RNG < DT, dabei ist DT die Delaunay-Triangulicrung von P
(siche Skript zur Computergrafik, Kapitel 8c).

Losung U20
a) Greedy-Algorithmus:
+ Greedy-Prinzip: “Lokales Optimum fiihrt zu globalen Optimum”
+ Greedy-Algorithmen sind meist schnell, 16sen vicle Probleme aber nicht optimal.

B
1) Sei B ein MST Q
Sei pq Punktepaar mit kiirzesten Abstand.
Annahme: pq gehort nicht zu einem MST. P

Verbinde pq in B. es entstcht cin Kreis
entferne cine andere Kante aus dem Kreis
— ncuer Graph ist MST, Widerspruch!

2) T sei schon mit dem Algorithmus erzeugt und Subgraph eines MST B.
P9 sci Punktepaar gemafl Schritt 2. P
Annahme: pq gehért zu cinem MST.

Wie in 1):

verbinde pg in B, entferne andere Verbindungskante zwischen T und B\T
aus B

— entstchender Baum ist MST n. enthalt pg, Widerspruch!

Mit Induktion tiber |T| folgt die Bchauptung.

b)
« siche dazu Algorithmus von Prim

» Schrittweise Erweiterung der bereits konstruierten Teilknotenmenge



Lésung nicht cindeutig!
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