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1 Einleitung

Diese Ausarbeitung zum Thema ,,.Das L;-Medialskelett einer Punktwolke* im Seminar ,,Compu-
tergrafik* orientiert sich an dem Paper [HWCO™ 13]. Falls nicht anders angegeben, so stammen
alle Erkenntnisse und Grafiken aus diesem Paper oder der Website der Autoren.

1.1 L;-Medialskelett

Wir fiithren das Li-Medialskelett als Linien-Skelettdarstellung fiir 3D Punktwolken ein.

Der Lj-Median ist ein robuster globaler Mittelpunkt von beliebigen Mengen von Punkten. Siehe
dazu Abbildung 1.1.
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Abbildung 1.1: Mediane zweier Punktmengen

Durch eine Lokalisation des Li-Medians ist es somit moglich ein eindimensionales Linien-Skelett
von geometrischen Formen zu erhalten. Im Folgenden wird eine lokalisierte Variante des Li-
Medians mit konditioneller Regularisierung eingefiihrt.



1 Einleitung

Definition 1.1 (L;-Medialskelett):
Gegeben sei ein unorganisiertes und unorientiertes Set von Punkten Q = {q.,-}j e C R3. Wir defi-

nieren das L;-Medialskelett als Punkte MS = {x;},., C R3, sodass

MS =argmin)_ Y ||xi—q;]| 6 (||xi — ;) + R(X), (1.1)
X el jeJ

wobei 0 (r) =e™" */(h/2)* eine schnell fallende, glatte Funktion mit Supportradius 4 ist und £ die
GroBe der lokalen Nachbarschaft definiert.

Analysieren wir das L;-Medialskelett.

argminy" ¥ [|xi — q;| € (|}xi —q,]) + R(X)
X icljer

Anmerkung:

Der erste Term ist die Definition des lokalisierten Li-Medians. Der zweite Term, die Regulari-
sierung, sorgt dafiir, dass Clusterbildung innerhalb der Menge X verhindert wird. Die einzelnen
Punkte in X werden durch die Regularisierung ,,auseinander gedriickt®. Insgesamt erreichen wir
hiermit, dass es keinen einzelnen Punkt (globaler Median) sondern mehrere lokale Punkte existie-
ren, die ein Linien-Skelett beschreiben.

Die Vorteile dieses Ansatzes gegeniiber anderen aktuellen Methoden sind zum Einem die sehr
geringen Anforderungen an die Input-Daten. Diese Methode kann direkt auf Rohdaten von 3D
Scannern angewendet werden. Zum Anderen werden wir in der spéteren Analyse sehen, dass das
L;-Medialskelett zum Grofteil bessere Ergebnisse liefert als der Algorithmus ROSA [TZCO09]
und zudem auch noch eine wesentlich schnellere Rechenzeit ausweist.



2 Algorithmus

In diesem Kapitel wird ein Algorithmus présentiert, der mit Hilfe des Li-Medialskelettes von be-
liebigen Punktwolken Q ein eindimensionales Linien-Skelett von der Q zugrundeliegenden geo-
metrischen Form berechnet.

2.1 Ubersicht

Die Eingabe fiir den Algorithmus ist eine unorganisierte Menge an Punkten Q = {g;}jc; C R3.
Typischerweise ist diese Menge unorientiert, ungleich verteilt und enthélt Ausreiler und Messfeh-
ler. Als Ausgabe erhalten wir ein Linien-Skelett, welches ein eindimensionales lokales Zentrum
der Q zugrundeliegenden geometrischen Form beschreibt. Die Hauptschritte sind wie folgt:

Es wird eine zufillige Teilmenge von Punkten X C Q ausgewihlt.

Jeder dieser Punkte wird iterativ projiziert und somit neu im Zentrum seiner lokalen Nach-
barschaft ausgerichtet.

Die GrofB3e der lokalen Nachbarschaft wird schrittweise reduziert um auch feinere Strukturen
abbilden zu konnen.

Wenn die Eingabedaten stark verzerrt sind, so ist es auch das Ergebnis des Algorithmus.
Daher wird in dem Abschnitt 2.5 auf weitere Verbesserungen eingegangen.

2.2 Regularisierung

In der Definition 1.1 haben wir eine Regularisierung eingefiihrt welche verhindern soll, dass wir
als Losung des argmin Operators eine Menge erhalten, die nur aus einem oder sehr wenigen ver-
schiedenen Punkten besteht. Siehe dazu Abbildung 2.1.



2 Algorithmus

(a) Eingabedaten Q mit X (rot) (b) Ausgabe (rot)

Abbildung 2.1: Beispiel fiir L;-Medialskelett ohne Regularisierung

Wir benutzen fiir die Regularisierung eine Modifikation der Hauptkomponentenanalyse [Li09].
Die Hauptkomponentenanalyse, auch bekannt als Hauptachsentransformation oder Singulidrwert-
zerlegung oder englisch Principal Component Analysis (PCA) ist ein Verfahren der multivariaten
Statistik. Dieses dient dazu, umfangreiche Datensitze zu strukturieren, zu vereinfachen und zu
veranschaulichen, indem eine Vielzahl statistischer Variablen durch eine geringere Zahl moglichst
aussagekriftiger Linearkombinationen, den sogenannten ,,Hauptkomponenten* angenihert wer-
den.

In Abbildung 2.2 ist ein Beispiel in dem zu einer Menge von Punkten die zwei Haupteffekte, die
dieser Menge zugrunde liegen, angegeben sind.

Abbildung 2.2: Hauptkomponentenanalyse [Wik14]



2.2 Regularisierung

Wir benutzen nun die klassisch gewichtete Hauptkomponentenanalyse um die Zweige unseres
Skelettes zu erkennen. Dazu bendtigen wir die gewichtete Covarianzmatrix.

Definition 2.1 (gewichtete Covarianzmatrix):
Sei X{x;}ier C R3. Fiir jeden Punkt x; ist die gewichtete Covarianzmatrix definiert durch

Ci= Z 0 (||x; —xi]) (i —xir) (x; —x,v)T,
e}

Fiir jeden Punkt x; berechnen wir die gewichtete Covarianzmatrix, sowie die Eigenwerte 1) <
Al < A? der Eigenvektoren ¥ < v! <v?. Diese Eigenvektoren bilden eine Orthonormalbasis,
die sogenannten Hauptkomponenten. Mit den Eigenvektoren definieren wir den Biindelungsgrad
(directionality degree).

Definition 2.2 (Biindelungsgrad):
Sei X {x;}ic; C R3. Fiir jeden Punkt x; seien A? < 4! < A? die Eigenwerte der gewichteten Cova-
rianzmatrix C;. Der Biindelungsgrad fiir jedes x; ist definiert durch

22
0= o) = A A

Anmerkung:
Je ndher o; an 1 ist, desto kleiner sind kio und ),il in Relation zu kiz und desto néher liegen die
Punkte um x; entlang eines Pfades.

Mithilfe des Biindelungsgrades definieren wir unsere Regularisierung, die sogenannte Abstoungs-
kraft.

Definition 2.3 (AbstoBungskraft):
Sei X{x;}ier C R3. Die konditionale Regularisierung (AbstoBungskraft) ist definiert durch

0 (|lx; — x|
o [lxi — x|’

RX)=Y7rv )

iel  iel\{i}

wobei {7 }.., wihlbare balancierungs Konstanten sind.

icl



2 Algorithmus

2.3 Operatorgleichung

Nun stellt sich die Fragen, wie wir das L;-Medialskelett von einer beliebigen Menge Q = {q j }j e C

R3 effizient bestimmen.

Hierzu wird in [HWCO™ 13] und [LCOLTEO7] eine Projektion definiert, zu derer das L|-Medialskelett
ein Fixpunkt ist. AnschlieBend wird durch Fixpunktiteration das L;-Medialskelett bestimmt. Die-
ses Verfahren werden wir in diesem Abschnitt aufgreifen.

2.3.1 Projektion

Definition 2.4 (Lokal Optimaler Projektionsoperator):
Sei C = {c;}ic; C R? eine beliebige Punktmenge. Wir definieren den Projektionsoperator G durch

6 (llci—crll)

oillci—xi|

G(C) = argmin } |} |[xi =g, 0 ([lei—asl) + L% X

X={xi}ier il jeJ i€l iel\{i}
Lemma 2.5:

Sei MS das Li-Medialskelett und G unser Lokal Optimaler Projektionsoperator. Dann gilt

MS = G(MS).

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus der Definition des L;-Medialskeletts,

0 (||x; — x|
o; [|x; — x|

MS = argmin}, Y [|lxi —q;[| 6 (|xi —asll) + X% X

iel jeJ iel  iel\{i}



2.3 Operatorgleichung

2.3.2 Fixpunktiteration

Im Folgenden werden wir die Fixpunktiteration zur Bestimmung des L;-Medialskeletts herleiten.
Wir werden an dieser Stelle nur auf die Ideen und wichtigen Erkenntnisse eingehen. Fiir alle
technischen Details z.B. fiir Konvergenzraten der Iteration sei auf [LCOLTEO7] und [HWCO™"13]
verwiesen.

Satz 2.6 (Fixpunktgleichung):

Sei MS = {x;};c; C R? das L;-Medialskelett und G unser Lokal Optimaler Projektionsoperator.
Dann gilt

Z(Xi_Qj)M—% y (i —xpy S =) g g @.1)

jed [[xi — 4] eni) o; |lx; — x|

Beweis. Sei C = {c;}ic; C R? eine beliebige Punktmenge. Dann erfiillt ¥ = G(C) die folgende
Gleichung.

va(zw o (la—al)+Xn ¥ '“‘”>)=o

iel jeJ i€l el\{i} o ||ci — xz||
9 g C
@ZZM—%)M—Z% y (Q-W)MZ
i€l jeJ H)’i - qu el irel\{i} Oi||ci — yr||
@Z(yi_qj)w_% y (ci—yi/)M—O Viel
jel HYi—QjH i'el\{i} G,HCI Yit H
Einsetzen von C =Y = MS leifert die Behauptung. O

Mit der Fixpunktgleichung kdnnen wir nun eine Iterationsvorschrift angeben.

Satz 2.7 (Iteration):
Sei Xk = {x Yier, k=0,1,... der aktuelle Zustand, X 0— zufillige Teilmenge von Q. Dann finden
wir mit folgender Iterationsvorschrift eine Losung MS von Y = G(Y).

Yoengy (5 —xb) By

. k
k+1 ZJEJQJ ij

x; +po(xf
Yjes 0 Ho(x) Yoen (i B

mit ch:M, L]E/_H)Ci_x’ 1elfo,1/2)
T w—al [k — |




2 Algorithmus

Beweis. Wir definieren

_ 0(xi—ail)

6 (llxi —xv 1))
o =
T =l

’ Bii’ = 7
i = x|

Unsere Balancierungs-Konstanten wihlen wir so, dass

_ YiXien iy Bir

Vi eI firein p € [0,1/2).
07 Ljes

Wir werden mit diesen Definitionen die Fixpunktgleichung aus Satz 2.6 weiter umformen.

¥ (- g Ui 4il) (i —25¢) 0 ([ —xv])

— Y 3 =0 Viel
jel [xi =] vergny Ol —x|
@Z(x,-—qj)a,-j—yi Z m:o Viel
jer el\{i} Gi
_ (xi —xi) Bir .
@xiZa,-j_quoc,-j+y,- Z — Viel
jel jed i'el\{i} Oi
i ren gy (X —xi) Bir
&x = ZJEJ qjtij + iZl el\{i} ( i i )ﬁn viel
Yjcs Oij Oi Y jes Oij
Wenn wir nun die Definition von u einsetzen erhalten wir
. a . . x_x/ .y
= Z]GJ q;%ij +[JG,'ZZ el\{i} ( i i )ﬁu Viel 2.2)
Yjcs Oij Yien{i} Bir

Eine hinreichende Bedingung an die Gleichung 2.2 ist, dass 0 < po; < 1/2. Dies erreichen wir,
wenn i € [0,1/2). Wenn wir nun eine Fixpunktiteration anwenden zeigen wir die Behauptung.
Fiir weitere technische Details sei auf [LCOLTE07] und [HWCO™ 13] verwiesen.

O

Bevor wir die nachsten Schritte des Algorithmus weiter definieren sei schon mal auf Abbildung
2.3 verwiesen, in der die Ergebnisse fiir verschiedene Wahlen von u dargestellt sind. Hierbei
stimmt die Fixpunktiteration mit 4 = 0 mit der Fixpunktiteration ohne Regularisierung iiberein.
Im folgenden wird fiir 4 der Wert 0,35 angenommen.



2.4 Iterative Kontraktion

(a) Eingabedaten byu=0 ©)u=0,1 (d) u=0,35

Abbildung 2.3: Beispiel fiir L;-Medialskelett mit verscheidenen L.

2.4 Iterative Kontraktion

Nun haben wir eine Fixpunktiteration und konnten so das L;-Medialskelett bestimmen. Allerdings
haben wir in der Funktion 0 einen weiteren Parameter /4. Dieser definiert die Grof3e unserer lokalen
Nachbarschaft. Daher miissen wir uns auch hier Gedanken machen, wie 4 gewéhlt werden soll. In
Abbildung 2.4 sind einige Beispiele fiir die Wahl von /. Hierbei sei hy = 2dp;/ \3/m mit dp, als
Diagonale von Q’s Einhiillender Box.

(a) Eingabedaten (b) h=hy (¢) h=2hy (d) h =3hy

Abbildung 2.4: Ausgabe mit verschiedenen &

Wie aus Abbildung 2.4 ersichtlich wird, kann ein festes £ nicht fiir alle Formen ideal sein! Da-
her farben wir nach einer Fixpunktiteration die Punkte griin, blau oder rot und wiederholen an-
schlieBend die Fixpunktiteration mit groBeren £, aber lassen die griin gefdrbten Punkte fix. Hierzu
definieren wir

hi+1 :hi+0,5h0 fﬁri:(),l,...

und wihlen wir fiir die i-te Fixpunktiteration /; als Groe der lokalen Nachbarschaft. In den fol-
genden drei Abschnitten definieren wir die Regeln zum Férben.



2 Algorithmus

2.4.1 Griunfirbung

Wir suchen in den noch zu firbenden Punkten Zweige mit geringer Kriimmung. Dazu benétigen
wir noch folgende Definition.

Definition 2.8 (Geglittetes 0):

oK)= Y ol)/K

JEKnn(i)

wobei Knn(i) die K ndchsten Nachbarn von x; sind, wobei x; € Knn(i).

Anmerkung:
Man sieht leicht ein, dass
Gl(xl'> = G(X,‘) Viel

Fiir unsere Griinfiarbung kommen nur Punkte x; in Frage fiir die gilt 6% (xo) > 0,9. Alle anderen
Punkte farben wir rot und betrachten sie nicht mehr in der Griinfarbephase. Um Zweige zu finden
bendtigen wir einen Startpunkt, die Saat. Die Saat ist der Punkt mit dem hochsten oX. Wenn
wir keine Saat finden, so beginnen wir mit der Blaufirbung. Wenn wir eine Saat xp haben so
versuchen wir nun von diesem Punkt aus einen Zweig mit geringer Kriimmung geméf Definition
2.9 zu finden.

Definition 2.9 (Zweigidentifikation / Bilden eines Zweiges um x):
Sei domPCA der Eigenvektor der gewichteten Covarianzmatrix Cy von xp mit dem gréBten Eigen-
wert. Der zweite Punkt eines Zweig um xg ist definiert durch

x) = argmax cos(Z(domPCA, xgy)) (2.3)
yEKnn(0)

Falls es keinen Punkt gibt, der Gleichung 2.3 erfiillt, so firbe x( rot und beginne mit einer neuen
Saat.

Seien nun x;_1,x; in unserem Zweig. Dann erweitern wir den Zweig um

Xir1 = argmax cos(Z (x;21x;,X7y)) (2.4)
yeKnn(i)
wenn gilt
Cos(L(xiflxi,xif{H)) > 0,9. (25)

10



2.4 Iterative Kontraktion

Aquivalent erweitern wir den Zweig in die andere Richtung. Dies machen wir solange, bis es keine
Punkte in der lokalen Nachbarschaft (Radius /#) mehr gibt, die die Bedingung 2.5 erfiillen.

Wenn nun die Lénge des Zweiges kleiner als fiinf ist, so farben wir alle Punkte rot, ansonsten griin.

2.4.2 Blaufirbung

Zu jedem Endpunkt e eines Zweiges suchen wir einen Briickenpunkt b aus der Menge aller Punk-
ten und férben diesen blau, wenn er existiert.

Definition 2.10 (Briickenpunkt):

b = argmin { lle—b] ’4 (Zweigrichtung,gb) <90°, le—b|| < h} 2.6)

Diese Briickenpunkte sollen sicherstellen, dass unser L;-Medialskelett nicht durch die Fixierung
griine Punkte in Gruppen zerfillt.

2.4.3 Weitere Regeln

Weiterhin benutzen wir die folgenden Regeln.

e Zwei oder mehr Briickenpunkte in einer lokale Nachbarschaft werden auf einen Punkt kon-
trahiert und griin geférbt.

e Rote Punkte werden entfernt, wenn sie nah an aber nicht entlang eines Zweiges liegen oder
wenn es keine Punkte in deren Nachbarschaft gibt.

e Nachdem alle Punkte griin sind, wird down-sampling und Glitten durchgefiihrt.
Fiir weitere Details sei auch hier wieder auf [LCOLTEO07] und [HWCO™ 13] verwiesen.

Auch wenn wir, wie in Abbildung 2.5 zu sehen, mit unserem bisherigen Erkenntnissen gute Re-
sultate erzielen konnen, so gibt es doch noch Spezialfille die wir nicht gut rekonstruieren kénnen.
Dazu finden wir im nichsten Abschnitt zwei Verbesserungen fiir den Algorithmus.

11



2 Algorithmus

(e) hy =2ho (f) h3 =2,5ho

(g) ha =3hy (h) L;-Medialskelett

Abbildung 2.5: Iterative Kontraktion und Zweigidentifikation mit steigender Nachbarschaftsgro-
Be hg bis h4 (blauer Ball). X ist eine zuféllige Auswahl von 5% der Eingabedaten.

12



2.5 Verbesserungen

2.5 Verbesserungen

In diesen Abschnitt werden kurz zwei Moglichkeiten angegeben, das Ergebnis der iterativen Kon-
traktion weiter zu verbessern.

2.5.1 Dichtebasierte Gewichtung

Wenn die Eingabedaten sich in irgendwelchen Bereichen haufen, dann werden sich auch die Punk-
te des L-Medialskelett in diesen Bereichen hdufen. Daher kann es passieren, dass wir das eigent-
liche Skelett nicht rekonstruieren konnen. Eine Moglichkeit mit diesem Féllen umzugehen ist das
Einfiihren von dichtebasierten Gewichten in der Iterationsvorschrift. Dazu beachte man die Defi-
nitionen 2.11 und 2.12. Das Ergebnis konnen wir in Abbildung 2.6 betrachten.

Definition 2.11 (Dichte):
Gegeben sei ein unorganisiertes und unorientiertes Set von Punkten Q = {q J}j e C IR3. Fiir jedes
J € J definieren wir die Dichte durch

di=1+ ) 60(lagj—a;|)
Je\{j}

mit 0 (r) = e "/ 1alD* = g 2.

Definition 2.12 (Iterationsvorschrift):

Sei Xk = {xﬁ-‘}iel, k=0,1,... der aktuelle Zustand, X° = zufillige Teilmenge von Q und {dj}jej
Dichten gemal Definition 2.11. Dann finden wir mit folgender Iterationsvorschrift eine Losung
MSvonY =G(Y).

Yoengy (6 —xb) By

k
e Yjerq;0;/d;

i - +Huo f
Yjes ofi/d; o) Lren (i By
: 0 (Il —aill) pe _ O (i —x])
t(xf:li, ii/:%’ €[0,1/2
mit oy Hx{_{_qu fo‘—xf‘, > M [0,1/2)

13



2 Algorithmus

(a) Ungewichted (b) Mit dichtebasierten Gewichten

Abbildung 2.6: Beispiel dichtebasierter Gewichtung

2.5.2 Rezentrierung

Durch die Konstruktion geht das L;-Medialskelett durch den Median der lokalen Nachbarschaft
der Eingabedaten. Fiir sehr viele natiirliche Formen gilt, dass die Querschnitte ellipsenformig sind.
In diesem Fall kann am Anschluss noch ein Rezentrierungs-Schritt durchgefiihrt werden. Dazu sei
auf Abbildung 2.7 verwiesen.

Abbildung 2.7: L-Medialskelett: Rezentrierung mit Ellipsen

14



3 Ergebnisse

In diesem Kapitel soll ein kurzer Vergleich zu dem ROSA Algorithmus gegeben werden, welcher
in [TZCOOQ9] prisentiert wurde. Dazu ist in Tabelle 3.1 angegeben, wie die Parameter fiir die
Iterative Kontraktion gesetzt sind.

Parameter u ho Ah hy
Standardwert | 0,35 | 2dp,/</|J| | ho/2 | ho/2 | 5

Tabelle 3.1: Standardwerte der einzelnen Parameter

In der Abbildung 3.1 kann man erkennten, dass nicht alle Objekte topologisch korrekt rekonstruiert
werden. Allerdings werden wir im nédchsten Abschnitt sehen, dass wir bessere Ergebnisse erzielen
als der Algorithmus ROSA von [TZCO09].

(a) 3D Scan des Strauches (b) Startmenge X (c) L;-Medialskelett

Abbildung 3.1: Skelettrekonstruktion eines Strauches

15



3 Ergebnisse

3.1 Vergleich zu ROSA

An dieser Stelle soll ein kurzer Vergleich des Li-Medialskelett zu den Ergebnissesn des ROSA
Algorithmus gegeben werden. Dazu ist in Tabelle 3.2 angegeben, auf welchem Computer die
beiden Algorithmen ausgefiihrt wurden und wie lange sie jeweils benotigt haben.

Plattform: Intel Core i7-2700K @ 3,50GHz, 8GB DDR3 RAM
Li-Medialskelett: |Q| = 100.000, 60 Sekunden
ROSA: |Q] =10.000, 300 Sekunden

Tabelle 3.2: Laufzeitvergleich

In den Abbildungen 3.2 und 3.3 sehen wir das L;-Medialskelett und die Rekonstruktion von ROSA
von 3D Statuen. In der Abbildung 3.4 ist die Rekonstruktions eines Flugzeugmodells mit ROSA,
als auch das L;-Medialskelett des Modells angegeben.

(a) 3D Objekte

Abbildung 3.2: Mehrere 3D Objekt

16



3.1 Vergleich zu ROSA

(a) 3D Scan der Objekte

(¢) Li-Medialskelett

Abbildung 3.3: Skelettrekonstruktion der Objekte aus Abbildung 3.2

17



3 Ergebnisse

(a) 3D Scan eines Flugzeugmodells

(¢) Li-Medialskelett

Abbildung 3.4: Skelettrekonstruktion eines Flugzeugmodells

18



4 Zusammenfassung

In dieser Ausarbeitung wurde das Li-Medialskelett als Linien-Skelettdarstellung fiir 3D Punkt-
wolken eingefiihrt. Durch eine Lokalisation des L;-Medians mit Regularisierung ist es gelungen
ein eindimensionales Linien-Skelett, L;-Medialskelett von geometrischen Formen zu erhalten.

Die Vorteile dieses Ansatzes gegeniiber anderen aktuellen Methoden sind zum einem die sehr
geringen Anforderungen an die Input-Daten. Diese Methode kann direkt auf Rohdaten von 3D
Scannern angewendet werden. Weiterhin haben wir gesehen, dass das L;-Medialskelett zum Grof3-
teil bessere Ergebnisse liefert als der Algorithmus ROSA [TZCOQ09] und zudem eine wesentlich
schnellere Rechenzeit ausweist.

Insgesammt verdient das L;-Medialskelett die Bezeichnung ,,State of the Art“Methode. Allerdings
muss man auch eingestehen, dass nicht alle Objekte topologisch korrekt rekonstruiert werden.

Fiir weitere Informationen sei auf [HWCO™13] verwiesen.
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