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Zusammenfassung

Der Referenzartikel ™! beschreibt eine Methode zur Verbesserung der Genauigkeit von

euklidischen Abstandstransformationen durch Redefinition der Problemstellung: Als Aus-
gangspunkt dient nicht eine binar gerasterte Kontur, sondern eine flichengemittelte Ab-
tastung. Aus dieser wird die Ursprungskontur geschétzt und so eine durchschnittliche
Genauigkeit der Abstandstransformation im Bereich von etwa 0.02 Pixeln erzielt — dies
entspricht etwa der Anwendung des herkémmlichen bindren Verfahrens auf eine Rasterung
der 16 x 16-fachen Auflésung.
Diese Arbeit erkldart die Grundlagen der Abstandstransformation, viel verwendete her-
kéommliche Algorithmen und die Erweiterung von vektorbasierten Verfahren zur Bertick-
sichtigung der Kantengldttung. Schliefilich werden die Ergebnisse des verbesserten Algo-
rithmus und ihre Anwendungsmoglichkeiten diskutiert.
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1 Einleitung

Das Ziel der Abstandstransformation ist es, jedem Bildpunkt den Abstand zum néchsten
Element einer gegebenen Menge zuzuordnen. Obwohl diese Operation bereits 1966 von
ROSENFELD und PFALTZ vorgeschlagen wurde® und vielfiltige Anwendungen nicht nur
im Bereich der Computergrafik hat, ist die Entwicklung verschiedener Algorithmen bis
heute Forschungsthema. Da noch in den letzten Jahren vielerlei Verfahren vorgeschlagen
wurden, ist die Frage der besten Implementation nach verschiedenen Kriterien noch nicht
abschliefend geklart. B!

In ihrer Veréffentlichung von 2010 verfolgen GUSTAVSON und STRANDH! jedoch das
Ziel einer qualitativen Verbesserung durch Erweiterung des herkommlichen Konzepts der
Abstandstransformation, indem Kantengléittungﬂ einbezogen wird. Diese Idee kann in
der Anwendung der Algorithmen deutliche Vorteile bringen, da sie Genauigkeiten im
Subpixel-Bereich erlaubt. So kann u.a. in der Bildanalyse, der Grafikbearbeitung oder
der hochdimensionalen Datenanalyse von der hoheren Prazision profitiert werden. Doch
zunichst einmal sollen die Grundlagen der Abstandstransformation erldutert werden.

1.1 Die Abstandstransformation

Die abstrakte Idee der Abstandstransformation besteht darin, jeder gegebenen Form, der
sogenannten Hintergrundmenge A C R?, eine Abstandsfunktion zur Menge f : R*\A — R
zuzuordnen. So ergibt die Abstandstransformation fiir jeden Punkt der Vordergrundmenge
R?*\ A den Abstand zum néchsten Punkt der Hintergrundmenge. Abbildung|1| (a) demon-
striert dies anhand einer Beispielform. Da Operationen in der Informatik jedoch stets nur
auf endliche, diskretisierte Objekte wirken kénnen, wird die Vordergrundmenge zunéchst
in einem ersten Schritt als bindres Bild gerastert, wie Abbildung 1| (b) zeigt. Als Resultat
ergibt sich eine Abstandsmatrix.

AR AD

Abbildung 1: (a) Wirkung der Abstandstransformation auf die vorgegebene Form “A”:
Das Ergebnis der Transformation lasst sich wiederum als Bild interpretieren, hierbei
stellen dunklere Grautone niedrigere Abstinde dar. Auf der Form selbst ist die Abstands-
funktion undefiniert (weif§ eingeférbt). (b) Im diskretisierten Fall wirkt die Abstands-
transformation auf eine bindre Rastergrafik und das Ergebnis ist eine wiederum als Bild
interpretierte Abstandsmatrix.

a

Im Folgenden wird zumeist der englische Begriff Anti-Aliasing verwendet, da er die Idee der Vermei-
dung von sogenannten Alias-Effekten besser beschreibt.
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1.2 Verschiedene Metriken

Die Definition der Abstandstransformation lasst zunéchst die Frage nach der zur Ab-
standsmessung verwendeten Metrik offen. (Oft wird sogar die Dimension der Raume nicht
explizit festgelegt.) Fiir die meisten Anwendungen ist die euklidische Metrik am besten
geeignet, da die zugrundeliegenden Probleme der euklidischen Geometrie oder zumindest
einer gewissen Isotropie gentigen. Die ersten “schnellen’ﬂ Algorithmen zur Berechnung
der Abstandstransformation eigneten sich jedoch nur fiir andere Metriken; die euklidische
Metrik schien komplizierter. Um dieser nahe zu kommen, treten in diesem Kontext oft
zwei Metriken auf:

Manhattan-Metrik Sich an der Anzahl der Blocks, die man in der Planstadt zuriickle-
gen miisste, orientierend, ist diese Metrik definiert durch

du(Z,y) = Z |z — Y-

Chessboard-Metrik Dieses Abstandsmafl erhalt seinen Namen dadurch, dass es auch
der Anzahl der Ziige des Konigs beim Schach entspricht, die er minimal von ¥ nach
yf braucht. Mathematisch spricht man auch von der oco-Norm:

de(Z, 1) = max lz; — il

In Abbildung [2] werden die Metriken grafisch miteinander verglichen, man sieht schnell
ein, dass die euklidische Metrik

dp(7,7) = Z(l'z' — Yi)?

von der Manhattan-Metrik unterschéatzt und von der Chessboard-Metrik tiberschatzt wird.
In manchen Problemen ist die Anwendung dieser Metriken auch explizit gewiinscht.

Manhattan-Metrik Chessboard-Metrik Euklidische Metrik

Abbildung 2: Schematische Darstellung der diskutierten Metriken: Eingetragen sind die
Abstdnde vom schwarz markierten Mittelpunkt. Da die euklidische Metrik wenig ganz-
zahlige Ergebnisse liefert, wird der Abstand durch Graustufen visualisiert.

2Damit ist hier lineare Laufzeit in Abhéingigkeit von der Pixelzahl gemeint, mehr dazu im nichsten
Kapitel.
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1.3 Anwendungsbeispiele

In der Computergrafik wird die Abstandstransformation héufig zur Ausdiinnung (Ero-
sion) oder Erweiterung (Dilatation) von Formen verwendet: Durch die Variation einer
Schwelle fir die Werte der Abstandstransformation kénnen auf einfache Weise Objekte
vergrofert oder auch verkleinert werden. Oft ist es jedoch das Ziel, das Betrachtete nicht
nur zu erodieren, sondern in seine grundlegende Form zu skelettieren. Eine solche Skelet-
tierung ist leicht mit dem Differential der Abstandsfunktion moglich, da diese auf dem
Skelett ihr Maximum annimmt und das Differential somit verschwindet. Abbildung 3| (a)
veranschaulicht dies anhand eines Beispiels aus der Biologie.

LT
|

() (b)

Abbildung 3: Beispiele der Anwendung von Abstandstransformationen: (a) Skelet-
tierung einer Zellform anhand ihres Differentials. (b) Skelettierung einer Karte zur
Verbesserung der Effizienz von Wegfindungsalgorithmen.

Offensichtlich kann die Abstandstransformation auf diese Weise in der Bilderkennung
und -analyse eingesetzt werden. Aber auch fiir ganz andere Probleme, zum Beispiel fir
die Wegfindung, ist es geeignet: Die Geschwindigkeit von Wegfindungsalgorithmen ist vor
allem abhéngig von der Grofle des Zustandsraums, deshalb erweist es sich als sinnvoll,
die verwendeten Karten zunéchst zu einzelnen Pfaden auszudiinnen, wie Abbildung [3[ (b)
zeigt. Wie im néchsten Kapitel diskutiert wird, kann eine solche Ausdiinnung in linearer
Laufzeit erfolgen, sodass sich der Aufwand zeitlich durchaus lohnt.

2 Algorithmen

Zur Berechnung der Abstandstransformation existiert eine Vielzahl an Algorithmen, an
denen bis heute geforscht wird. Deshalb erhebt diese kurze Einfiihrung in die Funktion-
sweise einiger Algorithmen keinerlei Anspruch auf Vollstdndigkeit, eine ausfiihrlichere
Beschreibung aktuell relevanter Algorithmen findet sich in einer Vergleichsstudie von FAB-
BRI, COSTA, TORELLI und BRUNO B!,

2.1 Sequentieller Algorithmus mit Wertpropagation

ROSENFELD und PFALZ veroffentlichten 1966 einen ersten Algorithmus zur Berechnung
der Abstandstransformation in der Laufzeit O(n), wobei n die Pixelzahl bezeichne. Da

3
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keine geringere Laufzeitkomplexitit moglich ist (jeder Pixel muss natiirlich zumindest
einmal betrachtet werden), nennen wir solche Algorithmen “schnell”. Die Idee zu dem
Verfahren kommt aus der Beobachtung, dass bei der Manhattan-Metrik der Wert eines
Pixels der Abstandstransformierten nur von den vier umgebenden Pixeln abhéngt. Daraus
kann man sich iiberlegen, dass es somit moglich ist, die Abstandswerte in die vier Rich-
tungen tiber das Bild hinweg zu propagieren und dabei stets das Minimum zu betrachten.
Hierbei fallt wiederum auf, dass eine sinnvolle Propagation lediglich in zwei Richtungen
gleichzeitig, d.h. in Richtung eines der vier Quadranten erfolgen kann; eine Propagation
in die Riickrichtungen fiihrt immer zu hoheren Werten.

Abbildung 4: Scanrichtungen bei der sequentiellen Wertpropagation

Deshalb verfahrt der sequentielle Algorithmus wie folgt: Zunéchst wird die Abstands-
matrix iiberall mit dem hochstmoglichen Abstandswert initialisiert, nur an den Stellen
der Hintergrundmenge wird der Wert auf 0 gesetzt. Darauthin werden in einem ersten
Bildscan zunéachst alle Werte nach unten propagiert, d. h. der Wert eines Matrixeintrags
ergibt sich aus dem Minimum des Eintrags selbst und des Matrixelements direkt dariiber
plus eins. Danach werden die nach unten propagierten Werte nach dem gleichen Verfahren
nach rechts und nach links propagiert, sodass die ersten beiden Quadranten bereits erfiillt
wurden. Im néchsten Scanlauf werden die Eintrage nach oben und dann wieder nach rechts
und links propagiert, sodass alle vier Quadranten betrachtet wurden das Minimum von
allen vorliegt. Das Ergebnis ist die Abstandstransformation nach der Manhattan-Metrik.

Dieses Verfahren lésst sich leicht auf die Chessboard-Metrik anpassen, da sich diese
Metrik stets aus den umliegenden acht Feldern ergibt. Somit muss auch in Richtung der
Diagonalen propagiert werden, aber die Grundidee bleibt gleich. Offensichtlich kommt der
sequentielle Algorithmus mit einer konstanten Anzahl von Bilddurchlaufen aus und hat
somit die gewiinschte Laufzeitkomplexitdt O(n), auf die euklidische Metrik lasst er sich
aber nicht direkt erweitern, da das Verfahren der Wertpropagation hier an seine Grenzen
stoft.

2.2 Fast-Marching

Eine elegante Idee zur schnellen Losung der euklidischen Abstandstransformation ist die
Verwendung der Eikonalgleichung

1
(V¢)2 — 2

welche die Ankunftszeit eines Lichtstrahls beschreibt, der sich isotrop mit Geschwindigkeit
c im Raum ausbreitet. Die Losung der Differentialgleichung unter den entsprechenden An-

4
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fangsbedingungen und mit ¢ = 1 ergibt natiirlich auch direkt die gewiinschte euklidische
Abstandsfunktion von der Startverteilung. Um die gewtinschte Laufzeit zu erreichen, ent-
wickelte SETHIAN 1996 einen sogenannten Fast-Marching-Algorithmus, der stets nur die
Fronten der Wellenausbreitung betrachtet. ¥ Dazu werden die Pixel zunichst alle als weit
weg klassifiziert und nur Pixel um die Hintergrundmenge herum als Grenze eingestuft. Ist
durch Losung der Differentialgleichung der Wert eines Pixels bestimmt, so wird er als tot
klassifiziert und die umliegenden Pixel, die weit weg sind, als Grenze eingeordnet. So lauft
der Algorithmus, bis die Menge der toten Pixel alle Pixel enthélt und die Differentialglei-
chung somit gelost ist. Da jeder Pixel nur konstant oft betrachtet werden muss, erreicht
der Algorithmus ebenfalls die gewiinschte lineare Laufzeit.

2.3 Vektorpropagation

Einen Algorithmus, der lineare Laufzeit bei einer Vielzahl von verschiedenen Metriken
erreicht, konnte DANIELSSON 1980 verdffentlichen:® Bei der sogenannten Vektorpropa-
gation wird in der Abstandsmatrix zunéchst nicht nur der Abstand zum nachsten Hinter-
grundelement gespeichert, sondern der gesamte Vektor zu diesem, Abbildung [5| (a) ver-
anschaulicht dies. Damit lésst sich der zuvor vorgestellte sequentielle Algorithmus naiv
auf andere Metriken tibertragen: Anstatt der Zahlen werden die kompletten Vektoren
propagiert und anstatt der Minimumsbildung derjenige Vektor bevorzugt, fiir den die
Metrik den kiirzesten Abstand ergibt. Unter der Annahme, dass der einem Pixel zugeord-
nete Vektor nur von seinen vier néchsten Nachbarn abhangt, kann auch die euklidische
Abstandstransformation erzeugt werden (siche Abbildung 5| (b)), man nennt diesen Al-
gorithmus deshalb SEDA4.
"

_ SIEES - -

(a) (b) (c)

Abbildung 5: (a) Schema der Vektorpropagation, ein trennendes Komma zwischen den
beiden Ziffern und ihre Vorzeichen wurden weggelassen. (b) Bei SED4 werden die vier
umliegenden Pixel betrachtet, um das néchste Element der Hintergrundmenge zu finden.
(c) Nicht immer reicht die Vierer-Nachbarschaft von SED4 aus, um wirklich das néchste
Element zu bestimmen.

Dies ist jedoch nicht immer der Fall, wie in Abbildung [5[ (¢) zu sehen ist; in speziellen
Fallen kann der falsche “néchste” Pixel ausgewahlt werden. Maximal, so stellt DANIELS-
SON fest, tritt ein Abstandsfehler von 0.29 Pixeln auf. Offensichtlich wiirde fiir den dort
dargestellten Fall die Betrachtung der Achter-Nachbarschaft geniigen, der entsprechende
Algorithmus wird als SED8 bezeichnet. Doch auch in diesem Fall konnen Fehler auftreten,
maximal etwa 0.027 Pixel, was fiir die meisten Anwendungen aber sehr gut ausreicht.

5
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Zusammenfassend ist die Vektorpropagation zwar leicht zu implementieren und zu-
sdtzlich steht nicht nur der Abstand zum néchsten Hintergrundelement, sondern sogar
der Vektor zu diesem zur Verfiigung, andererseits ist das Resultat in seltenen Féllen nicht
exakt. In manchen Anwendungsgebieten ist das fatal, da schon eine kleine numerische
Ungenauigkeit zur Instabilitdt von Algorithmen fithren kann. Jedoch wird ein weiterer
grofler Vorteil die Methodik des nachsten Kapitels erst erlauben: Es sind quasi beliebige
Metriken zuléssig und damit auch solche, die Anti-Aliasing mit einbeziehen.

3 Anti-Aliasing

Bisher war der Ausgangspunkt der Abstandstransformation immer eine binire Rasterung.
Daten in der Praxis, so bemerken GUSTAVSON und STRAND, jedoch sind zumeist nicht
bindr; da wihrend des Rasterungsvorgangs iiber die Pixelfliche gemittelt wird (Abbildung
@.“J Die Idee des Referenzartikels besteht nun darin, diese zusétzliche Information fiir
eine hohere Genauigkeit auszunutzen. Dazu wird angenommen, dass die vorliegende Grafik
aus der Rasterung einer Form mit im Mittel geringer Kantenkriimmung gegeniiber der
Pixelgrofe hervorgeht. Die Problemstellung wird nun so redefiniert, dass nicht mehr der
Abstand zur Pixelmitte, sondern der Abstand zur rekonstruierten Kante berechnet werden
soll, dies ist in Abbildung [6] (¢) dargestellt.

Abbildung 6: (a),(b) Ublicherweise findet bei der Rasterung ein Sampling, d.h. eine
Flachenmittelung statt, das Ergebnis ist also zunéchst keine bindre Rastergrafik. (c)
Prézision der Problemstellung: Gesucht ist nun der Abstand zur rekonstruierten Kante
anstatt zur Pixelmitte.

3.1 DMotivation

Zunéchst stellt sich die Frage, warum eine Genauigkeit im Subpixel-Bereich tiberhaupt
erstrebenswert sein konnte. Als erstes ist dabei anzumerken, dass in den meisten Féllen
eine Graustufeninformation sowieso vorliegt und nicht ungenutzt bleiben sollte. Hinzu
kommt, dass sich Formen aus der realen Welt im Allgemeinen schlecht auf einem Gitter
approximieren lassen und somit sogenannte Alias-Effekte auftreten, d.h. Bildstérungen
durch den bindren Rasterungsvorgang von hoherfrequenten Daten. Diese Storungen schla-
gen sich im gesamten Frequenzbereich nieder und treten deutlicher zutage, wenn man die
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Abstandstransformation betrachtet. Abbildung [7] zeigt die Auswirkungen des fehlenden
Anti-Aliasings. Zunéchst einmal hat die Abstandstransformation deutliche Fehler, deren
hochfrequenter Anteil durch die Anwendung des Differentials noch deutlich verstarkt wird.
Da das Differential der Abstandstransformation sehr hiufig Verwendung findet, ist eine
hohere Genauigkeit ebenso héiufig von groflem Vorteil.

Abbildung 7: Links: Vorlage. Mitte: Fehler der euklidischen Abstandstransformation
gegeniiber dem Abstand zur perfekten Form, mittleres Grau steht fiir keinen Fehler.
Rechts: Differential der euklidischen Abstandstransformation.

3.2 Mathematische Konstruktion

Dieser Abschnitt widmet sich der mathematischen Herleitung der Rekonstruktion der
Kante aus dem Pixelftillungsanteil a € [0, 1]. Grundannahme dabei ist die Annahme einer
geringen Kantenkriimmung im Vergleich zur Pixelgrofie, im Speziellen sogar die Annahme
einer lokal geradlinigen Kante. Sei zunéchst die Richtung der Kante ¢ vorgegeben, g =
(g, gy) der Normalenvektor der Kante. Dann ergeben sich die verschiedenen Bereiche a4
und ay in denen die Kantenposition d; unterschiedlich mit a zusammenhangen. Mit den
Bezeichnungen wie in Abbildung [8| ergibt sich folgende Gleichungen fiir die Unbekannten:

a; = tany

A9 = 1— 2&1

dy =sing = g,

dy = \% sin(mw/4 — ¢)

/ £ / i
aq \> dy
1
1 - 1 1
o 2 v
ay

7

Abbildung 8: Konstruktionen zur Pixelfillung a in Abhangigkeit von ¢ und d;.



Euklidische Abstandstransformation mit Anti-Aliasing 3 ANTI-ALTASING

In den einzelnen Bereichen erhélt man so schnell den Zusammenhang zwischen der
Fillung a und d; zu:

0, falls df < —dl — d2
(dl + d2 + df)2 : (al/d%), falls — d1 — dQ S df S —d2
a=13 a1+ (az/2) - (1 +ds/dy), falls —dy < df < ds

1-— (dl + dg — df)2 . (al/d%), falls dg S df S d1 + dQ
1, falls df 2 dl + dz

Gewiinscht ist jedoch der Verlauf von dy in Abhangigkeit von a und ¢, man bildet
also die Umkehrfunktion, und erhéalt sodann

dy = (1/2—a) - ga, fallsa; < a3 <1—ay

—(ga + 9y)/2 + 1/2029,(1 —a), falls1—a; <a<1.

In Abbildung@ ist ds iber a bei drei verschiedenen Werten von ¢ aufgetragen. Im Falle
¢ = 0 erhalten wir den offensichtlichen linearen Zusammenhang dy = 1/2 — a, wéhrend
bei anderen Werten von ¢ der lineare Bereich kleiner ist. Es ist auch gut zu erkennen,
dass es nicht schlimm ist, wenn ¢ nicht besonders genau bekannt ist; im Allgemeinen ist
dy auch relativ gut durch den Zusammenhang bei ¢ = 0 approximierbar, falls ¢ génzlich
unbekannt sein sollte.

Als Verschiebung der Kantenposition zur Pixelmitte erhalt man schliefSlich

» [ dycosp \ G
df_(dfsinng)_df'(gy)'

08 1 dy

0.6 A
0 deg
04 'x. ........ 20 de(g{

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

Abbildung 9: Verlauf von Kantenabstand d; in Abhéngig von Pixelftillung a und Kan-
tenwinkel ¢.
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3.3 Das Verfahren mit Anti-Aliasing

Das errechnete d} wird nun als Korrektur innerhalb der euklidischen Metrik bei einem
beliebigen Vektorpropagations-Algorithmus verwendet nach

-

d = d; + dj,

wobei J; den urspriinglichen Vektor zur Pixelmitte bezeichne. Im konkreten Fall wurde
der beschriebene SED8 Algorithmus verwendet. GUSTAVSON und STRAND beschreiben
nun drei Moglichkeiten mit unterschiedlichem Rechenaufwand, in denen der Algorithmus
implementiert werden kann. Dazu werden bestimmte Naherungen gemacht:

Kantenwinkel ¢ = 0: In diesem Fall wird der Winkel ¢ nicht bestimmt und der gefun-
dene einfache lineare Zusammenhang fiir d; benutzt.

Kantenwinkel ¢ senkrecht zu d;: Hier wird angenommen, dass die Kante stets senk-
recht auf der Verbindungslinie zwischen betrachtetem Punkt und Kante steht. Ma-
thematisch zutreffend ist jedoch, dass die Kante senkrecht auf d steht, sodass die
Annahme nur mit gréfleren d_} asymptotisch korrekt ist. Dass die Kante tiberhaupt
senkrecht auf der Verbindungslinie steht, folgt durch eine leichte Uberlegung: Stande
sie nicht senkrecht, so gibe es einen Punkt auf der Kante direkt neben dem ur-
spriinglichen, der dem betrachteten Punkt naher ware.

Kantenwinkel ¢ voll berechnet: Da im Falle kleiner d_} die vorige Naherung ungiiltig
wird, wird in diesem Fall zusétzlich durch zwei 3 x 3-Gradienten-Kernel die Kanten-
ausrichtung abgeschétzt. Dadurch erhélt man eine gute Schétzung fiir ¢ in der Néhe
der Kante, mit steigendem d_;c wird jedoch die Naherung tiber die Orthogonalitat
schnell deutlich genauer, sodass die Gradienten-Kernel nur bei direkt angrenzenden
Pixeln verwendet werden.

Der Rechenaufwand wird zusitzlich in den ersten beiden Fallen dadurch verringert,
dass d; und d; als parallel angenommen werden und sich die obige Vektorgleichung zur
einer skalaren vereinfacht:

d=d;+d;

3.4 Ergebnisse

Zur Auswertung wurde der Algorithmus auf eine grofle Menge von Testbildern angewen-
det, um das Verhalten unter verschiedenen Bedingungen zu messen. Anhand einer reprasen-
tativen Form mit groflen und kleinen Kriimmungen — der bereits gezeigte Delfin — sollen
nun die Ergebnisse diskutiert werden.

Insgesamt erreicht das endgtltige Ergebnis mit vollstandiger Berechnung von ¢ einen
durchschnittlichen absoluten Fehler von 0.02 Pixel, 99% der Pixel erreichen eine Genau-
igkeit innerhalb von £0.2 Pixel. Nur sehr wenige Pixel zeigen Fehler von bis zur 0.5 Pixel;
diese treten dann auf, wenn die Grundannahme der kleinen Kriimmung der Kontur nicht
erfillt ist. Im Beispielbild ist das bei der Spitze der linken Flosse der Fall, diese stellt auch
die Hauptfehlerquelle in diesem Bild dar.
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Abbildung 10: Vergleich der Fehlerbilder der Abstandstransformation mit verschiede-
nen Verfahren: In der oberen Zeile das herkémmliche Verfahren ohne Anti-Aliasing mit
normaler Auflésung, 8 x 8-facher Auflosung und 16 x 16-facher Auflésung. In der unteren
Zeile das Verfahren mit Anti-Aliasing stets in normaler Auflésung bei ¢ = 0, ¢ senkrecht
und ¢ voll berechnet.

Abbildung vergleicht die Ergebnisse des Verfahrens ohne Anti-Aliasing mit den
drei verschiedenen Moglichkeiten der Implementation, die Kantengléttung beriicksichti-
gen. Bereits das einfachste Verfahren mit der Annahme ¢ = 0 fithrt zu stark verringerten
Fehlern, aber mit steigendem Rechenaufwand erhoht sich die Genauigkeit noch. Der volle
Algorithmus zeigt in diesem Beispiel Fehler, die in der Gréfenordnung des herkémmlichen
Verfahrens bei 16-facher Auflésung in beide Richtungen liegen.

Weiterhin ist durch die hohere Genauigkeit auch das Differential deutlich glatter und
erlaubt eine einfachere Extraktion der Merkmale (siehe Abbildung . Dazu sei ange-
merkt, dass bereits bei der bindren Abstandstransformation der Betrag des Gradien-
ten nah bei 1 liegt, aber die Richtung willkiirlich schwankt. Dieses Verhalten zeigt die
verbesserte Methode nicht.

Abbildung 11: Vergleich des Differentials der herkémmlichen Methode (links) und des
Verfahrens mit Anti-Aliasing (rechts): Die hochfrequenten Stérungen sind viel schwécher.
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Herkémmlich p=0 ¢ senkrecht @ voll berechnet
0.33s 0.83s 3.28 3.9s
1.0x 2.5x 9.7x 11.8%

Tabelle 1: Vergleich der Laufzeiten der verschiedenen Implementationen

Schliellich bleibt noch die Laufzeit der Verfahren zu betrachten, Tabelle [I] zeigt die
gemessenen Zeiten bei einer noch nicht geschwindigkeitsoptimierten Implementation. Die
zusatzliche Genauigkeit kommt zu einem angemessenen Preis, wobei die relative Ver-
langsamung noch deutlich verbessert werden kénnte: Da die Funktion df(a, ¢) beschrénkt
ist, kann durch sogenannte early-out-Tests ihre Berechnung oft vermieden werden. Wei-
terhin sind ihre Argumente ebenfalls beschrinkt, sodass sie sich gut vorberechnen und
tabellieren lésst.

3.5 Ausblick

Das beschriebene Verfahren erreicht sehr gute Genauigkeiten, die sich durchaus fiir Prob-
lemstellungen im Subpixel-Bereich, wie die zu Beginn genannten Dilatationen und Erosio-
nen in der Grafikbearbeitung, eignen. Weiterhin beruhen die meisten Anwendungen der
Abstandstransformation auf dem Differential des Abstandsfeldes, das ebenfalls signifikant
verbessert werden konnte.

Zwar konnte die hohere Genauigkeit auch mit den herkdmmlichen Algorithmen und
hoheren Auflésungen erreicht werden, aber dafiir wiirde etwa die 16 - 16 = 256-fache
Laufzeit und Speicherbelegung verwendet. Dies kann das vorgestellte Verfahren leicht
unterbieten und zumeist liegen in der Praxis hohere Auflésungen nicht vor.

GUSTAVSON und STRAND merken zudem an, dass sie das Verfahren eigentlich ent-
wickelt haben, um aus abgetasteten Rastergrafiken scharfe, hochauflosende Kanten zu
rekonstruieren. Dass sich das Verfahren dafiir hervorragend eignet, kann in einer Demon-
stration ausprobiert werden, die auf der Seite http://www.itn.liu.se/~stegu/edtaa/
zum Herunterladen bereit steht. Dort findet sich ebenso der Quellcode der verwendeten
Algorithmen.
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A Quellen

Abbildung|3|(a): Anwendungsbeispiel der Skelettierung von http://radiographics|.
rsna.org/content/24/1/287/F5.expansion.html (01.02.2012).

Abbildung 3| (b): Beispiel der Form-Ausdinnung aus der Galerie von http://liris.
cnrs.fr/dgtal/gallery/ (01.02.2012).

Abbildung 6411} Grafiken mit geringfiigigen Modifikationen iibernommen aus [1].
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