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Einleitung

Zellulare Automaten, insbesondere das ,,Game of Life“, faszinieren durch die trotz
ihrer einfachen Regeln hohe Komplexitit der Ausgabe. Bestimmte Regeln eignen
sich sogar zur Simulation universeller Turingmaschinen, die somit lediglich zu
speziellen Eingaben zellularer Automaten werden.

Stephen Wolfram postulierte 1985, dass Regel 110 der einfachsten Klasse eindi-
mensionaler zelluldrer Automaten diesen Universalitidtscharakter besitzt. Matt-
hew Cook vero6ffentlichte 2004 einen Beweis [1], in dem Regel 110 ein cyclic tag
system emuliert, eine universelle Zustandsmaschine, deren Band eine queue ist.

Shigeru Ninagawa untersuchte in [8] das Frequenzspektrum der Ausgabe von
Regel 110 und fand ein charakteristisches 1/f-Muster, das einen Hinweis auf die
Universalitit einer Regel geben kdnnte. Um diese These zu priifen, sucht er im
vorliegenden Paper [7] im Raum komplexerer zelluldrer Automaten nach Regeln,
die ein dhnliches Frequenzspektrum erzeugen, in der Erwartung, Hinweise auf
eine Fahigkeit zur universellen Berechnung zu finden.

Dabei wird nicht lediglich eine Stichprobe des Raums betrachtet, sondern mittels
eines genetischen Algorithmus Regeln mit moglichst passendem Frequenzspek-
trum gesucht und schliefilich qualitativ auf Hinweise auf universelle Berechnungs-
fahigkeiten untersucht, etwa glider.

Funktionsweise zellularer Automaten

Zellulare Automaten sind Ersetzungssysteme auf gleichmifdigen Rastern: eine
feste Regel ¢ wird auf die Nachbarschaft v jeder Zelle x} angewendet um deren
Farbe x/*! € X im néchsten Zeitschritt t + 1 zu erhalten, also x/ ™! := ¢ (v (x})).
Hier werden eindimensionale Automaten betrachtet, d.h. Zeilen xt* € X" der
Breite W und Nachbarschaften im Radius r. Jede Zelle hat also N = 2r + 1 direkte
Nachbarn:

v () = (Ko s X s XEr)

¢p:ZN > %
Das Alphabet 2 ist durch die Anzahl der Farben k = |X| definiert, hier ist k = 2
und 2 = {0, 1}. Fiir elementare zelluldre Automaten (ECAs) ist r = 1 festgelegt.

Nach Wolframs Benennungsschema aus [10] ergibt sich somit z.B. fiir den ECA
11049 = 01101110, folgende Regeltabelle:

v 111 110 101 100 011 010 001 000
) 0 1 1 0 1 1 1 0



Fiir r = 2 werden entsprechend fiinf Nachbarn jedes Pixels verwendet, es gibt
also |v| = 25 = 32 verschiedene Nachbarschaften.

v 11111 11110 11101 --- 00011 00010 00001 00000
o) R34 R3o Ry R R, Ry 0

In der Tradition des ,,Game of Life“ wird s, = 0 als der ,Totzustand“ bzw. Hin-
tergrund betrachtet, aus dem immer s, folgt, es interagieren sozusagen nur die
»Lebendzustdnde“ X \ {s,} = {1} miteinander.

Im Folgenden werden Durchliufe ausgehend von x° mit p(0) = p(1) = %
mit Breite W = 700 tiber T = 3000 Zeitschritte betrachtet. Dabei wird die

Nachbarschaft mit periodischen Randbedingungen verwendet, d.h.

t _ .t
X = Ximodw

t) — t t t
4 (xi) - (x(i—r) mod w2 Xi» ""x(i+r) mod W)

Komplexitatsklassen

In [11] teilt Wolfram zelluldre Automaten qualitativ in vier Klassen ein:

Klasse 1 endet fiir beliebige Eingaben in einem homogenen Zustand, d.h. Zufall
aus der Eingabe verschwindet. Das Verhalten muss nicht unbedingt trivial
sein, es existieren z.B. Automaten deren homogener Endzustand davon
abhingt, welches Symbol in der Eingabe am haufigsten vertreten ist.

Klasse 2 flihrt zu einfachen getrennten stabilen oder periodischen Strukturen,
dazu gehoren Automaten, die den Eingabezustand unverdndert kopieren
oder verschieben, und evtl. einfache blinker erzeugen.

Klasse 4 fiihrt zu komplexen lokalen, teils langlebigen, interagierenden Struktu-
ren, etwa die aus dem ,,Game of Life“ bekannten blinker und festen Struk-
turen, glider, die interagieren kbnnen und neue Strukturen erzeugen, z.B.
glider guns, etc.

Klasse 3 fiihrt in chaotische Muster, etwa Regel 30, die aus einem 1-Pixel auf
0-Hintergrund auf einer Seite Pseudozufall erzeugt. Bei zufilliger Eingabe
nimmt die , Zufalligkeit” nicht ab.

Wie [3] erldutert, deckt diese Einteilung allerdings nicht alle moéglichen Automa-
ten ab, Clusterbildung ist z.B. dhnlich Klasse 4 an der Grenze zwischen Klasse 1
und Klasse 2 zu finden. In [5] wird die qualitative Klasseneinteilung durch quan-
titative Bewertungen in Abhangigkeit von 4 erganzt.

Wolfram vermutet, alle Klasse 4-Automaten seien universell, bislang wurde dies
allerdings nur fiir Regel 110 und das, Game of Life“ bewiesen. Diese sind lediglich
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(a) Klasse 1: Regel 160 (b) Klasse 2: Regel 108 (c) Klasse 3: Regel 30 (d) Klasse 4: Regel 54

Abb. 1: Ausgabe beispielhafter Regeln fiir jede Klasse.

»Turing vollstandig®, kénnen also universelle Turingmaschinen simulieren, aber
z.B. nicht beliebige zelluldre Automaten, die unendlich viele Turingmaschinen

bendtigen wiirden.

Spektrale Leistungsdichte der Ausgabe

Um die spektrale Leistungsdichte (power spectrum) S(f) eines Durchlaufs zu
erhalten, wird die diskrete Fouriertransformation auf die Zeitreihe x;(t) := x!
jeder Spalte i angewendet um deren Frequenzreihe %;(f) zu erhalten:

T-1 w-1
1 .
8(f) = 5 ) xi(6) e 2T S(H = ) NI
t=0 =0

Die Grofde S(f) beschreibt nun die Stirke eines Musters mit Periode T/f, ein
beispielhafter Verlauf fiir Regel 110 ist in Abb. 2 zu sehen. Ein Peak bei f = 428
deutet dort z.B. auf oft erscheinende Muster mit Periode 3000/428 = 7 hin. In
Abb. 3 ist S(f) liber T/f dargestellt. Fiir die gewahlte Eingabe x° bei W = 700
wiederholt sich die Ausgabe nach 2655 Schritten, weshalb das {iber 300000
Schritte berechnete Spektrum dort einen starken Peak gefolgt von einem flachen
Verlauf zeigt: es gibt keine Muster mit langerer Periode.

1/f-Noise

»Pinkes Rauschen“ oder ,1/f-Noise“ ist in [4] definiert als ein Zufallsprozess,
dessen spektrale Leistungsdichte sich anndhernd umgekehrt proportional zur

Frequenz verhalt:

S(f)~f—y 0<y<2



a(S(N)

— SN

I
103

10*

102

T/f

102

Periode von Mustern an.

1e

0 1 2
10 10 f 10
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Ein System, das 1/f-Noise erzeugt, wird von seinen vorherigen Zustinden beein-
flusst, verfiigt also liber eine Speichermdglichkeit, in elektrischen Schaltungen
etwa Kondensatoren, in einem Zelluldren Automat etwa die Muster glider oder
blinker, die Informationen tiber mehrere Zeitschritte speichern, um sie zu einem
spateren Zeitpunkt zu verwerten (z.B. Kollision zweier glider). Der Exponent y
beschreibt, wie grofd das Gedachtnis des Systems ist: Fiir y = 1 wird auf weit
zuriickliegende Information gleich oft zugegriffen wie auf neuere, fiir y = 0 oder
y = 2 fast nur auf neuere.

Ninagawa vermutet 1/f-Noise als Indiz fiir Klasse 4-Automaten, da diese durch
ihren Wechsel zwischen Klasse 2 und Klasse 3-Verhalten immer 1/f-Noise erzeu-
gen miissen, wiahrend anderen Klassen das erforderliche ,Gedachtnis* fehlt.

Genetischer Algorithmus zur Suche nach Regeln

Der genetische Algorithmus versucht die durch die Funktion F bestimmte Fitness

fiir die gesamte Population P zu maximieren. Dazu wird zundchst eine Startpopu-
lation von P Regeln bzw. Genomen generiert. Bis das Abbruchkriterium erreicht

ist wird fiir jede Regel F berechnet und mit Hilfe der Fitnesswerte durch Kreuzung

und Mutation die jeweils nidchste Generation erzeugt.

Startpopulation

Die Regeln ¢ lassen sich durch einen Parameter A charakterisieren. Dieser ist in
[5] als der Anteil der Uberginge definiert, die nicht in den Totzustand Sq €2

fithren:

e #vezV | p(v) # sq} _ MR R =1}
kN 32
Dies entspricht hier dem Anteil der 1-Bits im Regel-String R34, ..., R;. Im Folgen-
den werden nur Regeln mit 1 < 1932 betrachtet, da die Regeln %42 < A trivial
durch Invertieren der Bits einer dquivalenten Regel abgeleitet werden kénnen.
Die weiteren in [6] beschriebenen Aquivalenzen, z.B. Spiegelung und Rotation,
werden hier nicht verwendet.

Um den fiir diese Automatenklasse kritischen A-Wert zu finden, werden fiir die
Startpopulation Regeln mit zufilligen, gleichverteilten A erzeugt, es gilt

p(Ri=0)=41 und p(Ri=1)=1-A



Bewertung der Regeln

Fiir jede Generation werden m = 10 zufillige Eingaben x° erzeugt und jede Regel
mit diesen fiir T = 3000 Zeitschritte ausgefiihrt. Aus dem Leistungsspektrum
S(f) der Ausgabe wird dann die Fitness F fiir das Regel-Eingabe-Paar berechnet.
Die Gesamtfitness F der Regel ergibt sich aus dem arithmetischen Mittel.

Gesucht werden Regeln, deren Ausgabe 1/f-Noise erzeugt, es soll also gelten:

1
S~ I mit § = —y

S(f) =ea,féﬁ — eafﬁ = e Blogf — gat+Blogf

Im doppeltlogarithmischen Plot erhalten wir eine Gerade mit Steigung £ und
Achsenabschnitt a:

logS(f) =a+ Blogf

Durch lineare Regression [9] liber die doppeltlogarithmischen Koordinaten las-
sen sich Werte fiir & und f bestimmen die den Fehler ¢ minimieren:

Xg =10gf yr =logS(f)
(v —(a+ﬁx ))
= Z f i

fp b
B=) (-%)-0r -7/ D (=%’
f=1 f=1

- %
Im Paper wird die lineare Regression iiber die ersten f;, = 10 Frequenzen berech-
net, in der Fitnessfunktion allerdings die Residuen iiber f,, = 100 Frequenzen
verwendet, wahrscheinlich um die ersten 10 Frequenzen héher zu gewichten.

Die Fitnessfunktion F ordnet schliefilich ,besseren“ Regeln grofiere Zahlen zu, so
dass der Algorithmus versucht 8 und ¢ zu minimieren.

v —B/(0% s +6) fallsp <0 5§=10"°
0 sonst

Entgegen der Beschreibung in [4] wird £ also nur minimiert, anstatt es —1 an-
zundhern, d.h. 1/f-Noise mit mdglichst langem Gedachtnis. Im Paper wird dies
nicht begriindet. Die beste dort gefundene Regel hat § = —2.0, diirfte demnach
kein , Gedachtnis“ besitzen. Sie erzeugt allerdings glider, speichert folglich Infor-
mationen, wahrscheinlich ist die physikalisch motivierte Definition aus [4] also
nicht direkt auf Zellulare Automaten anwendbar.



Erzeugen der nachsten Generation

Die E = 20 Regel mit der hochsten Fitness werden zundchst unverandert in die
ndchste Generation kopiert. Dies versichert, dass zumindest die Fitness der E bes-
ten Regeln maximiert wird, sofern sie nicht zu stark von der Eingabe abhéngt.

Der Algorithmus simuliert zwei essentielle Prozesse der nattirlichen Evolution:
Paarung mit Crossover und Mutation. Zur Paarung werden zwei Eltern per roulet-
te selection ausgewahlt. Dabei ist die Wahrscheinlichkeit, eine Regel i auszuwéh-
len proportional zu deren Fitness F;:

i
P
j=1

P(selecti) =

Fj

Der Name bezieht sich auf die tibliche Implementierung: es wird eine gleichver-
teilte Zufallszahl r € [O, Zle F j] gezogen, und liber die kumulative Summe der

Fitnesswerte auf i umgerechnet:
i

i-1
selectic}ZFj <r< fj
j=1 j=1
Wurden so zwei Eltern R! und R? selektiert, findet mit P, = 0.6 ein uniform
crossover statt. Dabei werden fiir alle k € [1,31] mitjeweils P, = 0.5 die Regelbits
R} = R} getauscht. AnschlieRend wird jedes Regelbit mit P, = 0.05 mutiert,
also invertiert. Die beiden so entstandenen neuen Regeln R! und R? werden der

nachsten Generation hinzugefiigt. Dies wird so lange wiederholt, bis diese wieder
P = 160 Regeln enthilt.

Ergebnisse

Im Paper wird die A = 1342-Regel 10000000110100111011100000011010
als bestes Ergebnis prasentiert. Wie zu erwarten handelt es sich um eine Klas-
se 4-Regel, die wie in Abb. 4 zu erkennen auf einem einfachen Hintergrund drei
Arten periodischer Strukturen und einen glider hervorbringt, der sich in jedem
Zeitschritt einen Schritt nach links bewegt und bei Kollision mit den Strukturen
diese zu einem Sprung nach rechts anregt. Es ist fragwiirdig, ob diese Regel tat-
sichlich zu interessanten Berechnungen fihig ist, Regel 110 erzeugt z.B. eine
grofdere Vielfalt an Strukturen. Ninagawa untersucht die Fahigkeiten der gefun-
denen Regel nicht weiter, da das Ziel des Papers lediglich sei, 1/f-Noise als gutes
Kriterium zu bestatigen. Allerdings wirkt die Regel weniger interessant als einige
ECAs, der zusétzliche Aufwand den r = 2 mit sich bringt bleibt daher unbegriin-
det. Wolfram z.B. betrachtet hier nur die 25 totalistischen Automaten, die, wie
das ,Game of Life" nur die Anzahl der 1 in Nachbarschaft betrachten, nicht deren

genaue Anordnung.
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Abb. 4: Die beste Regel iiber W = 720 fiir T = 320.

A-Verteilung

Da nach Klasse 4-Regeln gesucht wurde, bewegt sich 1 der besten Ergebnisse,
wie aus [5] zu erwarten, in einem engen Rahmen, 4. ist hier etwa 1432 wie das
Histogram in Abb. 5 zeigt. Das Paper verwendet f;, = 10, f, = 100, betrachtet
also nur die ersten zehn Frequenzen. Werden stattdessen mit f;, = 100, f,, = 400
die ersten hundert betrachtet, ergibt sich ein stiarkerer Peak um A.. Allerdings
werden z.B. mit f;, = f,, = 400 keine Klasse 4-Regeln mehr gefunden.

Im zeitlichen Verlauf des Histograms in Abb. 6(a) ist zu beobachten, dass der Algo-
rithmus ca. 30 Generationen benétigt, die Regeln in den gewiinschten A-Bereich
zu optimieren. Interessant ist, dass obwohl in der Startgeneration A-Gleichver-
teilung herrscht, in den folgenden fiinf Generationen zundchst niedrige A iiber-
wiegen. Da nun bekannt ist, in welchem A-Bereich sich Klasse 4-Verhalten finden

lasst, konnte der Suchraum direkt eingeschrankt werden.

Dass die Einschrdankung des Startbereichs auf %52 < 4 < 1942 sinnvoll ist, zeigt
Abb. 6(b): Laufe enden mit A um %32 oder 2%32, das Ergebnis ist also um 1942

spiegelsymmetrisch, was durch invertieren der Bits R; erreicht werden kann.

Zeitlicher Ablauf der Optimierung

Abb. 7(a) zeigt den Verlauf der Fitness der ,Elite”. Abgesehen von zufallsbedingten
Schwankungen steigt sie wie zu erwarten, allerdings nicht durchgehend: der Al-
gorithmus bewegt sich zwischen Plateaus in der Fitnesslandschaft und wechselt
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B Implementierung
f» = 100, f,, = 400
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Abb. 5: Histogram der A-Werte fiir die jeweils 10 besten Regeln aus je 20 Durch-

laufen mit verschiedenen Parametern.
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(b) Start mit %2 < A < 3%42, 40 Laufe

Abb. 6: Verlauf des Histograms der A-Werte fiir jede Generation.
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(b) Verlauf der Durchschnittswerte R; jeder Position iiber alle Regeln jeder Generation

Abb. 7: Fitness und Profil eines Durchlaufs. Starke Anderungen des Profils korel-
lieren mit Spriingen in der Fitness.

gelegentlich das Plateau als Folge eines Zufallsereignisses. In der Profilansicht
Abb. 7(b) des gleichen Durchlaufs ist zu erkennen, dass die meisten Bits der Po-
pulation auf einem Plateau konstant bleiben und nur beim Wechsel umgeworfen
werden, z.B. um die Generationen 37 und 138, jeweils verbunden mit Spriingen
in der Durchschnittsfitness.

5.3 Long Tail
Abb. 8 zeigt, dass die Fitness einer Regel einigermafien unabhingig von den

Eingaben x° ist: die durchschnittliche, mit einer Eingabe erreichte Fitness {iber
alle Regeln ist fiir alle Eingaben etwa gleich, es hdangt von der Regel ab, welche

10
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Abb. 8: Fitnesswerte einer Generation. Die fiir jede der m Eingaben x° berechne-
ten F sind durch unterschiedliche Symbole markiert.

Eingabe zu hoher oder extrem niedriger Fitness fiihrt, insbesondere ist keine
Eingabe zu beobachten, die durchgehend hohe Fitness erzeugt. Somit ist auch die
geringe Zahl von m = 10 Eingaben zu rechtfertigen, mit m = 1000 ist z.B. keine
Verbesserung zu beobachten, im Verhiltnis zur Gesamtzahl 2" aller méglichen
Eingaben ist dies ohnehin nicht signifikant.

Die Suche von einem genetischen Algorithmus steuern zu lassen ist allerdings re-
lativ effizient: in 20 Durchldufen iber 200 Generationen mit einer Population von

160 Regeln, insgesamt also 640 000 Bewertungen, wurden nur 17.2 % der erzeug-
ten Regeln mehr als einmal betrachtet, insgesamt waren 37.3 % der Bewertungen

redundant, weil mehrmals auftretende Regeln in jeder Generation neu bewertet

wurden. Dies ist effizienter als die Anzahl m der Eingaben so weit zu erhéhen,
dass Fitness-Werte unterschiedlicher Generationen vergleichbar werden.

Ein Grofsteil der in jeder Generation bewerteten Regeln bekommt extrem niedri-
ge Fitnesswerte, Uiblicherweise mindestens die Halfte (die Abbildung zeigt eine
Ausnahmesituation, hier ist es lediglich ein Viertel). Ein Weg, die Suchzeit zu ver-
ringern ware, nicht alle m Eingaben auszuwerten, sondern abzubrechen, falls die

ersten m’ Fitnesswerte nicht tiber einem bestimmten Schwellenwert liegen.

Dichte der Eingabe

Im Paper werden nur Eingaben mit p(0) = p(1) = 0.5 betrachtet. Abb. 9 zeigt
die Spektralen Leistungsdichten fiir Regel 110 und die beste im Paper gefundene
Regel fiir verschiedene Dichten p(1) mit p(0) = 1 — p(1). Im Gegensatz zu
Regel 110 kann die beste Regel keine 1/f-Noise mehr erzeugen, wenn weniger
als 46 Zellen der W = 700-Eingabe 1 sind. Es konnte interessant sein, dhnlich

11



der verschiedenen A auch unterschiedliche, und insbesondere extreme, Dichten
zu evaluieren, z.B. 1 auf unendlichem 0-Hintergrund.

Fitnessfunktion

Fiir 02 < 0.2 liefert die Fitnessfunktion keine sinnvolle Bewertung der Regel mehr.
So zeigt Abb. 10 vier sehr dhnliche 1/f-Spektren, deren Fitness sich allerdings
um eine Grofdenordnung unterscheidet. Statt, wie beabsichtigt von  hiangt der
Wert nur noch von ¢? ab, der Algorithmus ist nicht mehr in der Lage, fiir 8 zu
optimieren.

In Abb. 5 ist exemplarisch auch ein Lauf mit f, = f, = 400 dargestellt, der
Regeln mit 352 < 1 < 742 ergibt, die beste mit einer Fitness von F = 448.87
ist00000100000010000000100000011000 — eine Klasse 1-Regel mit flachem
Spektrum. Das im Paper festgelegte § = 107 sollte statt vor Division durch Null
zu schiitzen, vielleicht besser verwendet werden, ein sinnvolles Minimum fiir g2

zu setzen, z.B. indem § = 0.2 gesetzt wird.

Wie in Abb. 11 zu erkennen ist, sind die Fitness-Werte logarithmisch verteilt,
aber als linear verteilt verwendet, was Ausreifdern nach oben tiberproportional
viel Gewicht gibt und das System destabilisiert. Entsprechend fallen Regeln, die
nicht mehr Teil der sowieso kopierten ,Elite” sind, zu schnell ab und haben wenig
Chance auf Nachkommen.

Suchstrategie

Meine Implementierung" des Papers verwendet die sehr effiziente Fourier-Trans-
formation aus FFTw [2]; tatsdchlich wird etwa 40 % der Laufzeit mit der Ausfiih-
rung der Automaten verbracht, der Rest mit der Berechnung der DFT. Auf vier

AMD Opteron 2216 Kernen (2.4 GHz, 1 MiB Cache, SSE2) kann die gemittelte Fit-
ness iiber zehn Laufe von 160 Regeln in etwa 27 s berechnet werden, d.h. ca. 0.7 s

pro Regel und Kern. Den kompletten Raum zu evaluieren wiirde also 2.9 x 10°s,
ca. 90 CPU-Jahre, bendtigen. Da die Regeln komplett unabhangig voneinander

sind ist das Problem embarassingly parallel, d.h. iiber genligend Prozessoren ver-
teilt durchaus in einem realistischen Zeitraum zu losen, insbesondere da das

Ausfiihren der Automaten und Berechnen des Spektrums ebenfalls gut paralle-
lisierbar sind (so konnen etwa auf GPUs alle Zellen einer Zeile gleichzeitig und

unabhangig voneinander berechnet werden, sowie diverse Phasen der FFT, be-
sonders wenn darauf geachtet wird, T in Zweierpotenzen zu wihlen und W in

vielfachen der Registerbreite)

siehe http://git.io/psal-noise

12


http://git.io/psal-noise

107 3 — p(1) = 0.001 10? 3 — p(1) = 0.001
100 1 p(1) = 0.01 107 o~ p(1) = 0.01
\\\ — p(1) =01 ' 10° 4 \\\ — p(1) =01 |
> ] N ;',‘ “ Ifl — —2 E I — S y‘ 'ﬂh
“ 1072 J\-‘JJ A T‘ ©“ 10 . — -
% / VJU'”LI]EU’ 1 10-3 ; \J \J'"M\V
1073 kw» &M E ~~ |
107 -~ \
10_4 - L | | | 10_5 ] oo T TTTT | |
10° 10! 102 10° 10° 10! 102 10°
f f
(a) Regel 110 (b) Beste gefundene Regel
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Abb. 10: Spektrum und daraus berechnete Fitnesswerte der besten gefundenen
Regel fiir vier verschiedene Eingaben.
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Abb. 11: Fitnesswerte, logarithmisch
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