Integralrechnung als Verallgemeinerung der Summenbildung

Die Berechnung des bestimmten Integrals einer Funktion auf einem Intervall ldsst sich als
eine "unendlich feine" Addition auffassen (Abb. 125).

Abbildung 125

b
F= in F:S{(x)a[x

X4 Xy
X3

Aus der Fliche F = Z)ci (bei gleicher Basisldnge Ax = 1 der Rechtecke und bei positiven
i=l
Funktionswerten) wird bei Ubergang zu immer kleineren Basislingen im Grenzfall das

b
Integral F = .[ f(x)dx . Der formale Ausdruck "dx" hinter dem Integralzeichen kann hier als

"unendlich kleine" Basislinge der Rechtecke aufgefasst werden.

Diese Interpretation des Integrals als Grenzfall einer Summe mit unendlich vielen, unendlich
kleinen Summanden gilt nicht nur fiir die Flichenberechnung. Es gibt auch nicht-geometri-
sche Anwendungen, z.B. in der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Bei einem Zufallsexperiment
mit endlich vielen moglichen Ausgingen x ist der Mittelwert definiert als

X = z x - relative Hdufigkeit(x)

alle Ergebnisse x

(man denke etwa an das Beispiel "Notendurchschnitt bei einer Klausur", wo x die Noten von
1 bis 6 durchlduft). In Verallgemeinerung hiervon definiert man den Erwartungswert einer
ZufallsgroBle, die unendlich viele Werte zwischen —eo und +c0 annehmen kann, als das Integral

E = Tx-f(x)dx

Hierin ist f(x) eine Funktion, die die Zufallsgro3e charakterisiert, die sogenannte Wahrschein-
lichkeitsdichtefunktion. Zufallsgroen und ihre Erwartungswerte werden in der Statistik aus-
fiihrlich behandelt.
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Zusammenfassung:

Integration ais I Neben bemerkuns :
wunendlich -ngne" Addition Verallgemeinerung des Mitheluertes
Y X = Z X rel Hiufiol fx)
F=d % - |
%, X - X, ‘ (Bsp. Netendurelsehuitt) b

allgemcines

JErvarlungswerl ™ einer Bufallsovife :

= E=Tx-~€6:) dx

| Il m ‘
S - . L

Integration von Funktionen mehrerer Variablen

Der Funktionsgraph einer Funktion von zwei Variablen ist eine Fliche im dreidimensionalen
Raum. Das Volumen, das zwischen dieser Fliche und einem rechteckigen Ausschnitt B der
xy-Ebene liegt, konnen wir durch Sdulen immer kleinerer Basisfliche Ax-Ay ausschopfen, bis
wir im Grenzfall "unendlich viele, unendlich diinne" Sidulen mit einer infinitesimal kleinen
Basisfliche dx- dy erhalten (Abb. 126) — analog zum Ubergang von der Summe zum Integral
im Fall einer einzigen Variablen x.

Abbildung 126

V = [ f(x,y)dxdy

Wir konnen somit das bestimmte Integral einer Funktion f(x) liber einem Intervall [a, D]
verallgemeinern auf reellwertige Funktionen f(x, y) mit zwei Variablen, wobei der Inte-
grationsbereich B (welcher das Intervall auf zwei Dimensionen verallgemeinert) zunéchst ein
Rechteck ist. (Allgemeiner kann man auch nahezu beliebige Teilmengen der xy-Ebene als
Integrationsbereich verwenden.) Man spricht von einem Gebietsintegral iiber dem Gebiet B.
Abbildung 127 stellt die beiden Fille (Integral einer Funktion mit einer und mit zwei
Variablen) nebeneinander.
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Abbildung 127

L NN
//’/
\_/"—"
a b
{_ ¢ . /' A
o sl -t £ v 8

Wie lésst sich nun so ein Gebietsintegral konkret berechnen?

Gliicklicherweise brauchen wir keine ganz neuen Rechenregeln fiir diesen Typ von Integral
einzufithren, sondern es ist eine Riickfiihrung auf eine zweimalige "einfache" Integration
moglich. Abbildung 128 verdeutlicht dies: Fiir ein festes x konnen wir die Schnittflache S(x)
des zu bestimmenden Volumens mit der durch den festen x-Wert definierten Ebene aus-
rechnen als ein einfaches Integral. Bei dieser Integration variiert nur noch y als Integrations-
variable.

Abbildung 128

1=¢

1 3
F=a X fest x=h

d
Schnittfliche = S(x) = [ fxydy  (x fest).
Das Volumen V bekommen wir nun, indem wir die Schnittflichen fiir alle verschiedenen x
b
aufintegrieren: V = IS (x)dx .

Eine andere Moglichkeit besteht darin, zuerst die Schnitte fiir festes y zu bestimmen und dann
tiber y zu integrieren.

Zusammenfassend erhalten wir fiir die Berechnung von Gebietsintegralen iiber rechteckigen
Gebieten B den

Satz von Fubini:

Es sei B das Rechteck [a, b] X [c, d] in der xy-Koordinatenebene, dieses ist also begrenzt
durch die Bedingungen a <x<b und ¢ <y <d. Die Funktion f(x, y) sei auf B definiert und
stetig. Dann gilt:

[ £x, y)dxdy = iﬁf(x, y)dyJ dx = fﬁf(x, y)de dy .

c\a

Das Gebietsintegral wird so also auf einfache Integrale zuriickgefiihrt, wobei die Integrations-
reihenfolge vertauscht werden darf.
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Beispiel:
fx, y) =x+y, la, b] =[0; 1], [c, d] =[2;4]:

174 1 1
If(x,y)dxdyzj(j(x+ y)ddexzj[xy+%y2]§z; dx = [(4x+8—2x—2)dx
B 0\2 0 0

1
=[x +6)dr=[x* +6x]y =1+6=7.
0

Zusammenfassung:
ebense bei In'le,ra#i...
uber 2 Variablen :

al

V= ,5{(:.-;) dredy
B

1 dn-dy

Radpbmn, a.nf 2uieimalige
Jeinfacke” |ntegration :
sc'nndrifff-a"cﬂc
= J fupdy
€ (e fest)
W

b
| v:j{")ax

'; fest £ab

Die Substitutionsmethode bei Gebietsintegralen

Wenn wir eine Neuskalierung der Koordinatenachse durchfiihren (was einer Substitution etwa
von g(u) fiir x entspricht; Abb. 129 — Beispiel: logarithmische Skalierung, x = In u), so wird
beim Integrieren von Funktionen f(x), wie wir frither schon gesehen haben, ein Korrektur-
faktor erforderlich:

Abbildung 129

x =)

I f(x)dx = I flgw)- g '(u) du (Substitutionsregel fiir einfache Integrale).
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Eine analoge Situation haben wir bei Gebietsintegralen. Allerdings betrifft hier eine Neu-
skalierung oder Koordinatentransformation im Allgemeinen beide Koordinatenachsen; die
Transformation wird beschrieben durch zwei Funktionen g und 4 gemiBl x = g(u, v) und y =
h(u, v). Dabel ist (u, v) das Ausgangssystem und (x, y) das transformierte Koordinatensystem
(Beispiel: Ubergang von Polarkoordinaten zu kartesischen Koordinaten; Abb. 130).

Abbildung 130

LV/-\UL

Die Neuskalierung (Koordinatentransformation) erfordert fiir das Integral auch hier einen
Korrekturfaktor, wenn man zu den neuen Integrationsvariablen iibergeht. Wir nennen diesen
Faktor, der sich etwas komplizierter berechnet als im eindimensionalen Fall, A(u, v):

[ £ e y)dxdy = [ £(g@,v), hu,v))- A(u, V) dudv

Der Korrekturfaktor ldsst sich berechnen als eine Determinante aus partiellen Ableitungen,
die sogenannte Funktionaldeterminante:

g, w,v) g, (u,v)

Alu,v) = h ) h(u,v)

Der Integrationsbereich muss — wie beim eindimensionalen Fall — ebenfalls mittransfor-
miert werden. Damit gelangen wir zur

Substitutionsregel fiir Gebietsintegrale:

Es sei B eine Teilmenge der (x, y)-Ebene, x = g(u, v), y = h(u, v) mit differenzierbaren
Funktionen g und 4 (Koordinatentransformation). B’ sei das Urbild von B in der (u, v)-Ebene
unter g und A:

B.
—_> B
9k

+

>
7

w ' x

Dann gilt (unter geeigneten Voraussetzungen fiir die Funktionen f, g und 4):

[ £ e y)dxdy = [ £(gu,v), h(u,v)- Aw,v) dudv .
B B
Darin ist A(u, v) die Funktionaldeterminante der Substitution (g, /) (siche oben).
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Zusammenfassung:

Neuskalicruns der Koordinaten. Anales bei 2 Keoordinaten :
2chse £ Substidution :

Jr X _-.s(u,v)

" . h( u,v)
x
pES——— ' — NCMS':& lievuns (Kesrdinaten-
x=g(u) {‘f‘“!‘ﬁfﬂi":.ﬂ) fr{‘f)““ %m‘ur-
fal"hr H
alics erforJu! beira In \‘Can'ercn y
Vudy = [ 9, L2 ))-Aloe) duedy
einen Korrebturfalier .r tGn)dxdy j {EL

; » 9, (u,v) L’.\,(«n.-.»)
A(uﬂ) ,L“ﬁ-.v) Lufh;v)

j-F(x)Jx = Jfrglu»-g'ru)-‘" Det. der particlen Abl.

(s MH .'. 3"’(') (..Fun“l'.nl’Je"‘ert—;l‘.anh")
[ Uurrgn

Beispiel:
Transformation auf Polarkoordinaten (7, @).

Es sei B die Kreisscheibe mit Radius 1; f(x,y)=+/1—x*—y? beschreibt eine Halbkugel-

schale iiber B. Gefragt ist nach dem darunter befindlichen Volumen (untere Begrenzung: xy-
Ebene; Abb. 131).

Abbildung 131

Polarkoordinaten:

pd!

[ ~——
x

x=g(r,®)=r-cos @, y=h(r,Q)=r-sin@.

Fiir die Funktionaldeterminante benétigen wir die partiellen Ableitungen von g und h:
glr, @) =cos @, go(r,P)=-rsin@,

h(r,@)=sin @,  hy(r, @)= rcos .

Daraus erhalten wir: A(r, @) = r cos? @ + rsin? ¢ =r.
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Ein Kreis hat in Polarkoordinaten eine besonders einfache Darstellung: Der Kreis B ist da-
durch charakterisiert, dass » von O bis 1, und ¢ von 0° bis 360°, bzw. (in Bogenmal}) von 0
bis 27 lduft. Somit ist

=[0; 1] X [0; 2r]. — Das hei3t, wir haben aus dem Kreis ein Rechteck gemacht!
5
2w 5'
3
i
s

Somit gilt:

V= j f(x, y)dxdy = j f(r-cos@,r-sin @)- A(r,) drdg

1
Ilrcosqo rPsin’@-rdrde
0
1

= _” ‘rdrde (wegen cos?@ + sin?@ = 1);

das innere Integral 16sen wir durch die Substitution =1 —r? % =—=2r, somit dt = -2r-dr);

wir fithren den Faktor 1 =(-1/2)-(-2) ein, der den Wert nicht dndert:

zzﬂ )jﬁ(zr)erd¢ j(—— j«f dtJd(/’ I( ItzdtJd(p

:—f{ 2} d¢——_[(—~1—%~ :%Q

(Ein Vergleich mit der Formelsammlung zeigt, dass wir richtig gerechnet haben: Das
Volumen der Vollkugel mit Radius R ist %7! -R*: in unserem Fall ist R = 1.)

1 1 2
po=—|lde _1 =—2T=—T .
3£ [¢] 3

wIN

3

Zusammenfassung
Unser Beispiel war: Somil 9ilt:
R= Einheifskreisscheibe, V= §ftupdedy

v a
B = ‘ 2 "
foum = Va-xioy® besctreitt 5( T ftTa) d

f £ Cr-ce¥, r.5in®) - AC3) dr d¥
U

" = kA
Halbkugelsebale wher B 2 o ; [%'t% ], 49
2w ¢ ____._.__, o
Polarleoordinaten : = f f A= Certy —rism’y -1 drd¥ :r
X=9('”z¢) = & QS(p o ©° m";“/y =2 f (31‘§0)J¢
bl = B e Ty o ded? e 4
lorkoord. = R' = [0;1) % [0; 21] = LY A== =1 . ar 2r or A
Rt 5.3 y [{ﬂec“'d') 2 & ; Rl i ek = % f % 4 = % 5.4 de "
I s —rin? [ _ - A= LD S gyt : ¢
Ar®) = | s el = o >4t oy ir - 4.
Alr, n®  res i R - i = -3 [90]0 = % 27
b aler ka,,aL{—uv{’aLkr ber der egration. > At 2

1]

g( M—v& ( ndr) d¢ =27 .
(Vol. de Volllugel mit Radics R: 1R

= I(-ll .(r““' ) 49 hier R=1.)
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Mehr iiber Volumenberechnung

Sind die Querschnittsfldichen S(x) eines Korpers parallel zur yz-Ebene bekannt, so vereinfacht
sich die Volumenberechnung. Man braucht dann kein doppeltes Integral zu bilden, sondern
kann direkt die Querschnittsflichen aufintegrieren (Abb. 132):

Abbildung 132

V= }S(x)dx

Diese Formel gilt insbesondere bei Rotationskorpern. Bei einem Korper, der durch Rotation

einer Kurve um die x-Achse entsteht, sind alle Querschnitte parallel zur yz-Ebene kreisformig
mit einem von x abhédngigen Radius r; das heifit: S(x) ist dann die Kreisfldche 7 - (r()c))2 .

Man erhilt also fiir das Volumen eines Rotationskorpers, der durch Drehung einer stetigen
Kurve r(x) um die x-Achse erzeugt wird und sich auf der x-Achse von a nach b erstreckt:

b
\% =7L’-.[r2(x)dx.

Analog sind natiirlich die Fille zu behandeln, dass eine Kurve um die y- oder um die z-Achse
rotiert: Es sind einfach die Integrationsvariablen entsprechend auszutauschen.

Beispiel:

Man bestimme das Volumen des Rotationskorpers, der durch die Rotation der Kurve y = sin x
um die x-Achse im Intervall [0; 7t/2] erzeugt wird (Abb. 133).

Abbildung 133

y=sinx
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Losung:
Bei der Berechnung des Integrals verwenden wir die Formel cos 2o = 1 — 2 sin?a, die wir
nach sin?a auflosen.

z z
2

v, :E-jsinzxdxzﬂ-j

0 0

SR

1-cos2x
2

T sin 2x T’
dx=—-|x— .
2 2],

VYolumen eines Baumschaftes

Der Baumschaft sei durch eine Schaftformfunktion f gegeben.
In der ertragskundlichen Literatur sind verschiedene Funktionsansitze (Schaftformmodelle)
fiir f in Gebrauch, zum Beispiel:

f(_ﬂ:a.f(o).mg@ (Horer 1903),

o (x=13)f(13) o
f(x)—Q(Hime{xil’S) (Benre 1923),

; H-x"”
f(x)=a-f(1,3)( T ) (DemaERscHALK 1973),

o G\ L) =xw )Y
flx)=M,(x) |[1—e*"" (]— (—) 7 ) k (SroBopa 1977),
m
f{x)=i+(f(1,3)i)ep"l's_“:%[:eq"\_H:'e("ZI'S_H\'_P'l"%_“') (Brink & v. Gapow 1986).
pPTq

(x ist die Hohe in m, H die Gesamthohe des Schaftes, f(x) gibt den Radius in der Hohe x an,
alle weiteren Buchstaben sind Parameter.)

Bei der praktischen Anwendung entscheidet man sich fiir eines der Modelle und passt die
Parameter so an, dass fiir ein empirisch gewonnenes Kollektiv realer Schaftformkurven eine
moglichst gute Ubereinstimmung zwischen Modell und realen Kurven besteht. Fiir die Be-
rechnung des Volumens muss man sich ebenfalls auf eine der Modellkurven fiir f festlegen.

Ein Punkt auf der Schaftoberfliche sei zum Zeitpunkt ¢ durch den Vektor (Xj gegeben.
y

Ublicherweise betrachtet man einen Schnitt durch den liegenden Baumstamm, d.h. auf der x-
Achse ist die Hohe 4 und auf der y- Achse der Radius des Baumes abgetragen. Das Volumen
des Baumstammes kann man mit Hilfe des Rotationskorpers bestimmen, der entsteht, wenn
man die Schaftformfunktion um die x-Achse rotieren ldsst. Dabei nimmt man stillschweigend
an, dass der Baum in alle Himmelsrichtungen gleichmiBig gewachsen ist und seine Stamm-
scheiben somit kreisformig sind. Das bestimmte Integral iiber diesen Rotationskorper gibt
dann das Volumen des Schaftes oder, je nach Wahl der Grenzen, eines Stammabschnittes an.

Anschaulich kann man sich das Rotationsintegral als Summe lauter zylinderformiger Stamm-
scheiben der Breite Ax vorstellen. Das Volumen eines Zylinders berechnet sich allgemein aus

der Grundfliache (Kreis: n-rz) multipliziert mit der Hohe. Die Grundfldche der Stammschei-
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ben wird durch den Radius in der jeweiligen Hohe x; bestimmt, der wiederum an jeder Stelle
durch den Funktionswert der Schaftformfunktion zum Zeitpunkt #: fi(x;) gegeben ist.

Grundflache Stammscheibe = - £(x)
Hdéhe Stammscheibe = Ax
—  Volumen Stammscheibe = - f%(x)- Ax
n

Y - f2(x,)Ax (ndherungsweise)
i=1

—  Volumen Baumstamm

Lisst man nun die Breite der Stammscheiben gedanklich unendlich klein werden: Ax — dx,
h
so konvergiert die Summe gegen das Integral 7',= [ rr f*(x)d x und die Volumenangabe wird

1]
exakt.

Bei Kenntnis der Baumschaftfunktion zum Zeitpunkt ¢ ldsst sich also das Volumen des

h
Baumes durch 7,= [ f,}(x)d x bestimmen.
1]

Geht man nun von zentroaffinem Wachstum, also einem Streckfaktor A; in x-Richtung fiir das
Hohenwachstum und einem Streckfaktor A, in y-Richtung fiir das Dickenwachstum aus, so
wird der Ubergang vom Zeitpunkt ¢ zum zukiinftigen Zeitpunkt #+t durch die lineare

Abbildung:
{X _|M 0 ,[x [x] Ay x
Y 0 Ay ’ £0 I PV
beschrieben. Diese Abbildung ist auf jeden Punkt der Schaftoberfliche anzuwenden. Aus der

Schaftformfunktion f; zum Zeitpunkt ¢ ergibt sich daraus eine neue Schaftformkurve f.,; zum
Zeitpunkt #4+7.

Abbildung 134

Ay
d

(
4
{ h h|: f\l -h
\

Wire fi.. bekannt, lieBe sich das Volumen des weitergewachsenen Baumes wie oben
bestimmen:
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Wie bereits in Beispiel 6.11 (S. 200) soll auch hier Vi in ein Integral iiber die Funktion f;
tiberfithrt und mit Hilfe einer Substitution bestimmt werden.

Es gilt:

Xt = ’\}'xrzxr—r = M=
. ( \ .
_ff(xf) = '}\z'fT(A—T-)=~fT—T(;‘.f—T) = fr+rt-wa):’\2"fr(.3“r,)=‘?\2'fr( A )
Zu bestimmen ist also:

2 h }
VHT:JV Tr-(;\z-f,(%}) dg = f n-,\f-ff(%)dx y
‘ 0

S|

Substitution:
. x ) dz 1 .
Sei 2 =z dann gilt: o =I = dx=Ardz
o . h, Aph
Substitution der oberen Grenze: x=/,=A -/ wird zu i e h

1 1

Damit ergibt sich:

h h n
V., = J‘n-f\zz-f,z(z)-?\l-dz = I?T-R\l-f\;-ff (z)dz = .f\l-.f\zz-f mfl(z)d z
0 0 0

f\] ‘[\2“ ]7?

Man sieht, dass sich das Volumen des weitergewachsenen Baumes sehr einfach mit Hilfe der
Streckfaktoren aus dessen vorherigem Volumen berechnen lésst:

VH—-r = "\17\32' Vr

Die Streckfaktoren konnen durch Messungen von Hohe und Durchmesser bestimmt werden:

. d

i+1
A=

L i

Bei dquiformem Wachstum (A = Ay = A) gilt: Ve =47 - V.
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Weitere Anwendungen der Integralrechnung

Léiingen von ebenen Kurven

Die Funktion f sei im Intervall [a, b] differenzierbar. Fiir den infinitesimal kleinen Kurven-
abschnitt ds (siehe Abb. 135) konnen wir die Kriimmung der Kurve vernachldssigen, erhalten
ein geradlinig begrenztes rechtwinkliges Dreieck und konnen die Linge mit dem Satz des

Pythagoras ausrechnen:
ds = /(dx)* + (dy)* .

y=f (x)

Abbildung 135

o — — = .- ——— ——

Fiir dy setzen wir das Differential dy = f(x) dx ein, ziehen dx vor die Wurzel und erhalten so:

ds=+/1+ % (x) -dx .

Durch die Integration dieses Ausdrucks erhalten wir die Formel fiir die Berechnung der Linge
der Kurve:

b
L=j 1+ £ (x) dx .

Oberflichen von Rotationskorpern

Gegeben sei ein Rotationskorper mit der in [a, b] differenzierbaren Konturkurve y = f(x), z.B.
eine Baumschaftkurve. Bei der Untersuchung des Stammabflusses oder der Respiration von
Bédumen ist die Frage nach dem Flacheninhalt der Stammoberflidche von Bedeutung. Auch die
Bestimmung von Oberflidchen ist mit dem bestimmten Integral méglich und wird, wie bei der
Lingenberechnung, durch den Ubergang zu infinitesimal "schmalen" Flichenstiicken her-
geleitet, deren Kriimmung dann vernachléssigt werden kann (Abb. 136).

Abbildung 136
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Der infinitesimal schmale Kegelstumpf zwischen x und x+dx mit den Grundfldchenradien f(x)
und f(x+dx) hat die (in Abb. 136 schraffierte) Mantel-Oberfliche

am =222 OF D) e on sy ds+ - dyds

Bei den infinitesimal kleinen GroBen dy und ds kann das Produkt dyds im Grenzprozess
gegeniiber ds vernachlissigt werden. Mit ds =41+ f*(x)dx (siehe oben, Lingenberech-

nung) ergibt sich fiir dM: dM =27 f(x) -1+ f*(x) dx .

Somit wird der gewiinschte Oberflachen-Inhalt geliefert durch das Integral

b
A=27- [ f)- 1+ f2 () dx .

Schwerpunkt einer Fldche, Guldinsche Regel

Gegeben ist eine ebene Figur, die von einer Kurve y = f(x), der x-Achse und den Grenzen x=a,
x=b eingeschlossen wird. Wir nehmen an, dass die gesamte Figur eine homogene Massen-
verteilung aufweist (z.B. aus Papier ausgeschnitten ist, das iiberall gleich dick ist). Denkt man
sich die Masse der Figur in threm Schwerpunkt konzentriert, so hat sie das gleiche Dreh-
moment (in Bezug auf einen beliebigen anderen Punkt) wie die homogene Massenbelegung.
Die Fliche kann also z.B. durch Unterstiitzung in ihrem Schwerpunkt balanciert werden.

Der Schwerpunkt hat die folgenden Koordinaten (wir verzichten hier auf die Herleitung):

b b
(X9, ¥9) = b; U xf (x)dx, %If 2 (x)de .
[ @ “

a

Man beachte, dass der Zihler von yo gleich (1/2x)-V ist, wobei V das Volumen des von f{(x)
erzeugten Rotationskorpers in den Grenzen a und b darstellt (siche oben). Im Nenner steht die

1
—V
Fliche F unter der Kurve. Somit ist y, :27[7 . Daraus ergibt sich die sogenannte
Guldinsche Regel:
V =2n- Yo - F.

Darin ist 21 - yo der Umfang des Kreises, den der Schwerpunkt bei der Rotation um die x-
Achse zuriicklegt. Man kann also das Volumen eines Rotationskdrpers auch berechnen, indem
man die Fliche zwischen der Konturkurve und der Rotationsachse bestimmt und mit der
Weglinge multipliziert, die deren Schwerpunkt bei der Rotation zuriicklegt.
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¢ Berechnung der Stammfunktion (unbestimmtes Integral) zu einer Funktion f, Integra-
tionsregeln

¢ insbesondere: partielle Integration; Substitutionsmethode

e Herleitung des bestimmten Integrals als Grenzwert von Ober- und Untersummen

e Zusammenhang zwischen bestimmtem Integral und Fldache unter einem Funktions-
graphen

¢ Berechnung bestimmter Integrale mittels der Stammfunktion (Hauptsatz der Integral-
rechnung)

¢ Anwendung der Substitutionsmethode bei der Berechnung von bestimmten Integralen

¢ Volumenberechnung von Rotationskdrpern
¢ Volumenfortschreibung von Baumschiften unter der Annahme zentroaffinen Wachs-
tums.
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