KAPITEL 6: GRUNDLAGEN DER INTEGRALRECHNUNG

Grundlegende Kenntnisse der Integralrechnung dimd=brstleute nicht weniger wichtig als die
Grundlagen der Differentialrechnung. Bekanntlichrdmilie Wachstumsfunktion einer forstlichen
TaxationsgroRe als Integral der ,Zuwachsfunktionfgefasst, und die Problematik des Baum-
volumens und des Volumenzuwachses ist mit den Gaged der Integralrechnung eng verbunden.
Erwartungswerte (Mittelwerte) in der Biometrie wendals Integrale definiert. Hier soll auf die
Grundlagen der Integralrechnung der Funktion eiagrablen eingegangen werden. Zunachst zum
unbestimmten Integral als inverse Operation zuehihg.

Unbestimmtes Integral oder Stammfunktion

Definition 6.1:

Die FunktionF(x) heil3t Stammfunktion zf{x) im Intervall [a,b], wenn furvx € (a, b) gilt:
F'(x) =f(x);
also d~(x) =f(x)dx; bzw. drF(x)/dx =f(x).
Bemerkung

Die StammfunktionF(x) ist im Intervall B, b immer stetig, da, wie aus der Differentialrechgun
bekannt ist, eine in € [a, b differenzierbare Funktion in diesem Punkt immtetig ist.

Beispiel 6.1:

Die Funktion x*+7 ist Stammfunktion zur Funktion4 x> im Intervall (- « ,») ,da
(x*+7)'=4x® .

Satz 6.1:

WennF(x) Stammfunktion zur Funktiof(x) im Intervall [a, b ist, dann stellt~(x) + C, wobeiC
eine beliebige Konstante ist, die Menge aller St&miktionen zur Funktiori(x) im Intervall [a, b
dar.

Geometrische Bedeutung:

Ein Graph der Stammfunktion zur Funktit{®) im Intervall [a,b] ist nicht nur der Graph der Funk-
tion F(x), sondern auch der Graph jeder Funktig®) + C, der durch Verschiebung des Graphen
von F(x) in Richtung del-Achse entsteht.
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Definition 6.2:

Die MengeF(x) + C aller Stammfunktionen zur Funktidx) im Intervall [a, b heildtunbestimmtes
Integral der Funktiorf(x) im Intervall [a, b.

Bezeichnung: f(x)dx = F(x) +C

f(X) heil3t Integrand
x heif3t Integrationsvariable
C heil3t Integrationskonstante

Die Methoden und Schritte, die zur Berechnung M@dx fihren, nennt mamtegration
Aus der Definition 6.2 folgt unmittelbar:

d[f(x)dx] = d[F(x) + C] = dF(x) = f(x)dx
[If(¥)dx ]" = [F(x) +C]' = f(X).

Zusammenfassung:
Unbestiventes Integral

{E{J’: Ableituny

Untersehied
IWischen Awe

Staememfiank -

{'t‘ andn;

llan s\!am‘.‘

Um die Grundaufgabe der Integralrechnung leicliteeh zu kénnen, missen wir die Grundformeln
fur die Integration kennen. Diese Formeln werden Hilfe der Differentialformeln abgeleitet
(siehe Tabelle 6)2Hier ist wie folgt verfahren worden:

Wenn gilt F(x) +C]' = f(x), so ist auch die Gleichungf(x)dx = F(x) + C richtig.
Die Ubersichtstabelle (oder eine Formelsammlung} gns Auskunft Uber die Stammfunktionen
von wichtigen, elementaren Funktionen (z.B. Poterp, sin, cos).
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Tabelle 6.1

Ubersichtstabelle zur Ableitung von elementaren Fuktionen

Einfache Form

Geschachtelte Form

| [c]'=0
I [X"]'=nx"" [F ()" =n(f(x)" " f " (x)
[e"]' =€* [e"™] =" £ (x)
1
[a*]'=a"Ina [a"™]' =a"™Ina f'(x),a>0
[Inx}' ==, x-0 (I £ ()] ff'(<;>),f<x)>o
v
[log, x]' = 1 x>0 [log, f (X)]'= L (x), f(x)>0
2 xlna’ 2 f(x)lna
[sinx]' =cosx [sinf (x)]'=cosf (x)f"'(x)
[cosx]'=- sinx [cosf (x)]'=-sinf(x)f'(x)
1 1 ,
v [th] _COSZX [tgf( )] COSzf( )f (X)
[cotg X|' =- .12 [cotg f(x)] 21 f(x)
sin“x sin f (x)
[arcsinx]' = L [arcsinf (x)]' = ! f'(x)
1- x° 1- f%(x)
[arccox]' =- ! - [arccosf (x)]' =- 12 f'(x)
1- x 1- f9(x)
VI
.1 . 1
[arctg X T [arctg f(X)] "I (x)
1 o 1 .
[arccotg X' =- Lo [arccotg f(X)]' = T f'(x)
[u+u,+..4+u, ] =u'+u,' +..+u,’
VI [uv]'=uv'+u'v [cu(x)]'=cu'(x)
[uU,...u.]"=u,"u,...u +u,u,"...u +...+u, U,...u,'
Vil ul _u'v-uv’ UV (x)| _u'(x)
v c | ¢
X =107 (X0 £ (x)+ 900, £ (x>0




Tabelle 6.2

Ubersichtstabelle zur Integration von elementaren Enktionen

Einfache Form

Geschachtelte Form

I jdx = x+C
I [ Ndx=Ax+C
1] [ Axdx=A[ xdx [ AT (x)dx=N[ f(x)dx
n B XrH—l e _[f(X)]n+l
\Y; jxdx-n+1+C,n¢—1 [ )] " (x)dx= 1 +C,nz-1
1. f (%) g
\Y | de-ln|X|+C i f(x) dx=Ini f (x)+C
VI | [e“dx=€e'+C [e'™ i (x)dx=e""+C
X f(x)
X 4o & f(x) ¢ _a
WYl [a dx-lna+C [a i (x)dx= na +C
VIl [ sinxdx=- cosx+C [ sinf(x)f'(x)dx=-cosf (x)+C
IX [ cosxdx=sinx+C [ cosf (x) f'(x)dx=sinf (x)+C
f'(x)
dx= tgx+C —dx tg f (x)+C
X Ico§x J Jcoszf( X) 9 Fx)+
Xl [ 1 dx=- cotg x+C jfl—()dx - cotg f(x)+C
sin’ x sin” f (x)
X | ! dx—arcsin5+C jfl—(x)dx:arcsinMJrC
VAZ- X A VAZ- F3(X) A
1 3 f'(x) 3
X dx=Inlx+Vx°+Al+C ————dx=Inlf (x)+Vf(x)+N+C
v I e
1 X f(x) f(x)
dx=—arctg—+C —dx- arct +C
v I2\2+x2 Y I?\+f() N e
1 1, A+X f'(x) 1 A+ f(x)
dx=—oIn +C —————dx=—In| ———~{ +C
XV M- x5 2A | J A= f2(x) i n‘ A- f(x)
1 f'(x) 1 A- f(x)
XVI dx= —In A= X — % _dx=—In | +C
J X~ A% 2N IA+x J f2(x)- A\° 2\ ‘?\+f(x)
XVIL | [ (f(x)=g(x))dx = | f(x)dxij g(x)dx
VI [ kg fo(X) 4K, fo(x) 4.+ K, T ki il
+k21 f X) dxt K, [
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Elementare Integrationsverfahren

Integration durch Umformung des Integranden undliiderlegung des Integranden.

Beispiel 6.2:
20 = 1arcsmz—XJrC

I;d l,I __2ox  _
V3- 4x° 27 J3_(2x? 2 V3
Siehe Formel XlI in deffabelle 6.2mit  f (x) = 2x; f'(x) = 2; X = V3 .

Beispiel 6.3:

1 V5 1
jm jW J—In\/§x+\/5x+3+c

Siehe Formel XllIl in defabelle 6.2mit (x) =\/_5x; f'(x) =\/§,?\=3 .

[ COSX - oex COS X
1+sin2x 1+(sinx)
Siehe Formel X1V in defabelle 6.2mit f (x) = sinx; f'(x) = cosx;\N = 1 .

————dx = arctgsinx+C

X

e e

dx = dx =
e I9—(ex)2
Siehe Formel XV in defabelle 6.2mit f(x) =€ f'(x) = e n=3.

3+e

In’

Partielle Integration

Eine allgemeine Formel zur Integration des Funlgjpmaduktes gibt es nicht. In einigen Fallen lasst
sich das Produkt mit der sogenanrmamtiellen Integrationintegrieren:

Iu X)dx = u(x ju

Bemerkung:

Die Funktioneru(x), v(x) seien in §, b] differenzierbar.
NachTabelle 6.1 Formel VII gilt:
[u(x) v(x)]" = u"(x) v(x)+u(x)}v'(x) .

Nach Definition des unbestimmten Integrals gilgfah die Gleichung

[ lu'(x} v(x)+u(x)} v (x)]dx = u(x) v(x) .
Diese kann wie folgt vereinfacht geschrieben werden

a)f u'vdx = uv- [ uv'dx
b)[ uv'dx = uv- [ u'vdx .

Diese Gleichungen heil3en die Formeln flrghetielle Integration Sie ermdéglichen uns in einigen
Fallen, das gegebene Integral zu berechnen odegerainfachen. Soll eine der Formeln zur Be-
rechnung des Integraj§(x) dx angewandt werden, so muss der Integf@jydn das Produkt zweier
Funktionenu'v oderuv' zerlegt werden. Fim' bzw.v' muss die Stammfunktion bekannt saih (
bzw. v' kann auch 1 sein). Die Formel (a) fuhrt die Bererlg des Integralgu'v dx in die
Berechnung vonuv' dx tber.
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Zusammenfassung:

Integrationsregeln

j'l dx = x+C o« Partiele Intesration”

Sk dx = Lk.x +C
ju.'(xJ-v(x) dx = Wlx)-vix -_j'um-v'r.).u

Ix"d: = ,%,X“' +C (k4-1)
Ec:c'sp:el:
Ix"‘ dx = fnixl +C

R

o=
inx) X dx = (-osy)x = [ (=cosx) 1 d
j(Ffﬂ)iSfx"Jx - jf‘!ﬂxif’“"‘" I(’ !K) H i g f ! * : x

‘;.v v Vv YRRV

(k- fords = k- [ foake Ls ut= - S

= —x-cosx + [ Cosxdx
'
,{-%t{:)) dx = lnlfe)] ¢c = —=X-Ce3x 4 Sinx + C

Beispiel fur die Anwendung der partiellen Integration:

[ (sinx) xd x = (- cosx) X- [ (- cosx) 1d x,da Ux)=-cosx = u'(x)=sinx

u v u v u Vv
= - X cosx+j cosxd X

- X CcosX+sinx+C

Bemerkung

Diese Methode ist dann vorteilhaft, wenn das Irakgrv' dx bereits bekannt oder einfacher ais/
dx ist. Die Formeln fiir die partielle Integrationdas sich auch mehrfach hintereinander anwenden.

Die Anwendung folgt an einigen typischen Beispiel@wischenrechnungen in senkrechten
Doppelstrichen).

Beispiel 6.4:
_ X _ u':ex u:ex _ X X _ X X
(a) I = [ xedx = | e v'=1" = x€-[e'dx = xe-e+C |
ahnlich :yx sinx dx, fx cosx dx.

u'=1 u= Xx
(b) I = | arctg xd X:H vearctg x v'= 1 : = xarctg x- [ sdx =
1+X
1 2X . 1 21 l 2
”ZJ' 1+X2dx = 2In|1+X|” = xarctg x 2In(1+x)+C

ahnlich:jarcsinx dx, farccosx dx.
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u'=1 u=x
(c) I = JInxdx = ” , 1” = xInx- [ dx = xInx- x+C
v=Inx v ==
X
, u' =1 u= x , .
(d) I = [ In"xdx = ” veln®x v :2Inx—” = xIn“x- [ 2In xdx=1siehef In x dx

= xIn*x- 2xInx+2x+C

(e) I=f xzede:“UI:x2 u'=2

= x%e*- 2[ x€"dx=1 siehe[ x & dxi =x’e‘- 2xe+2e+C
v=e* v'=e"

Bemerkung 1:

Bei der Wahl der Funktionen missen wir uns folgefatsachen klarmachen:

1. Zuu'(x) muss die Stammfunktion bekannt sein.

2. Das Integral auf der rechten Seite soll eirdadein als das urspringliche Integral auf der
linken Seite.

Bemerkung 2:

Wird die Wahl im letzten Beispiel (e) umgekehrtrgéen, so erhalt man auf der rechten Seite ein

komplizierteres Integral als das urspringliche:

3
X

N
szexdx=H u=x u=3

3
X X 1 3 X
= —e-=(xedx
X ] X 3 3J— .
v=e v'=e

Mit Hilfe der partiellen Integration I6st man Intede, bei denen gewisse Funktionen in héheren
Potenzen auftreten, z.Bsim x dx, [X" € dX.

Substitutionsmethode

Seif : | —R stetig undp : I; —I differenzierbar. St eine Stammfunktion vofy alsoF"(x) = f(x).

Nach der Kettenregel gilt:
d

e () = do
SR@1) = F @) e'(0) = FonIe .

Hieraus folgt, dasB(¢(t)) Stammfunktion ist von f (cb(t))d ()

dt

, d.h.

[0SR = F@t) = Fx)ax i, .

Geometrische Bedeutung der Substitutionsmethode:

Wir greifen hier etwas vor auf die Interpretatioonvintegralen als Flachen; siehe nachster Ab-
schnitt: ,Der Begriff des bestimmten Integrals”. Mbbildung 107ist ersichtlich, dass das iry
Koordinatensystem markierte Flachenstiick zwar @ielge Hohe, aber nicht die gleiche Breite wie
das entsprechende Flachenstuck,ywKoordinatensystem hat. Weger ¢ (t) gilt
dx = $(t+dt)- d(t) = ¢'(ty)dt
so dass fx,)dx = f(d(ty)) ' (ty)dt. -
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Abbildung 107

y A fx,)=f(o(t,))

22
= . g
s g
R rd
Farr ,-"' g
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- o 2 y
flolty)) » s ? 5

Damit geht die Integration Uber die Variakle die Integration Uber die Variabietiber.
Substitutionsregel:

[ f(x)dx (Substitutionxg(t)) = [ f(g(t))g'(t)dt
merke: aus xg(t) folgt

dx _ dg(t) _ .

dt = at 9 (t)

s dx = g'(t)dt,
ersetze also das dx hinter dem Integral durclqt gpit.

Auch in der Form:
i f(u(x))dx = | f(u) x'(u)du

(selbes Prinzip: g—)lj = x'(u) = dx = x'(u)du einsetzen fir dx.)

Beispiel:
[ V3x+7 dx="?
Substitution:u= 3x+7 = u'(x) = du _ 3= dx=ldu
dx 3
Vax+Tdx = [Vuzdu = =f Jud qu = L2 c = 2utic
:j X+ x—ju§U——j u-—ju —§§u+ —§u+
Resubstitution: u= 3x+7 = S(3x+7 2\/ 3x+7)°+C
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Zusammenfassung:

Sulasfiéu{ior.g regel : auck in der fore.:
f%’fu(*’)ix = (flurs'ta) du
j.(:m i = [frace)-a'ee) dt
Sulzuuﬂo- (5‘“'“ Frimiip :
x=9) ] é—i =x'tw) = dx =x'@Wda

merke : einsetiea for o _)

aus x=9) folyt

ismel: ‘/ :z
_jll% - dotd) _ o9'¢e) Cat g I é’:ﬂ o ;
dt !

U= 3x4? =W ') =‘L: =3

-F;rwrll 8.'56) " - d!.:%Ju
x = g'Ct):
v J = .1 =ﬂ-
ersetee alse das dx hinter dewn lntegeat ‘f AEA fm 3“' 3 jﬁ du
durch 9'¢)dt. =%ju*£u =-§--§u‘i' +C
Rk~ = %’u*-r ¢

fu‘fh‘niun. \
= 2Ge)tec = B V) vc

anderes Beispiel:

1 -2
I&_ldx :
Substitution: u= Vx- 1
s Jx = u+l
s x = (u+1?
dx
o m = 2(U+1)
o dx = 2(u+1)du
J=r—dx = [T 2(urljdu = 2f 2 du = 2f (1+3)du = 2[; 1du+;1du]
Vx- 1 u u

= 2[u+Iniu]+C
Resubstitution u = Vx-1 = Ergebnis: 2 (Vx- 1+InivVx- 1)+C

Beispiel 6.5:
Sin t=3cosx+5 1 _
- # t = - Z arcsint+
I \/1 3COSX+5 " dt=- 3sinx d)J| 3.[ d lt=3cosc+5 3 arcsi C

= - %arcsm(3cosx+5)+C

Bei der praktischen Anwendung wird oft die Funktiog) integriert, indem mar = ¢(t)
substituiert, mit dem Zweck, das Integral auf dmhten Seite:

[ f(x)dx = [ f(p(t)) ' (t)dt in ein einfacheres zu tberfihren, wobeiddirche' (t) dt

ersetzt wurde. Die Funktion= ¢p(t) muss in &, b streng monoton sein, damit ia, [ die Inverse
= @™ (X) existiert.
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Beispiel 6.6:

— X —

[Va- x*dx = “ t—arccos\/—a x=/a COSt” = - af V1- costsintdt=af sin’tdt
dx = - Va sintdt

= I bereits gelosti

Zwei typische Beispiele fur die Anwendung der Subsgtitionsregel:
(a) | = [ x+¥xdx; It = IxI
1
| = [ ———
(b) Icosx+sinx
(gilt allgemein fur Funktionen der Form R(sinces X)

X
It = tg>
dax ;o 92"

Der Beqriff des bestimmten Integrals und Anwendunge

Die historische Entwicklung des Integralrechnungdarch das Bedurfnis gekennzeichnet, den
Flacheninhalt von ,krummlinig begrenzten Figurent hestimmen giehe Abbildung 108 Fur
forstliche Anwendungen sind aber auch andere Degeturvon grundlegender Bedeutung. Die
Volumenbestimmung von Baumen, die durch RotatiorerinSchaftform modelliert werden,
Erwartungswerte der Wahrscheinlichkeitsverteilungen Zufallsvariablen (z.B. Brusthhendurch-
messer, Hohe etc.) sowie Wachstumskurven und Weishahgen sind einige der wichtigsten forst-
lichen Deutungen des bestimmten Integrals (dieghatéon der Funktion des laufenden Zuwachses
Uber die Zeit ergibt die ,Wachstumskurve” selbst).

Nunmehr zur Einfuhrung des bestimmten Integrals:

Bemerkung

f sei eine stetige Funktion, die im Intervia$ [a, ] definiert ist und tberall ind, b positiv ist
(f(x) > 0) iehe Abbildung 1Q8Die Aufgabe lautet nun: Bestimmung des Flachesliles F° .

Abbildung 108

F° wird wie folgt approximiert:

1. Wir unterteiler = [a, B in n gleiche Teilintervalldx ; k=1, 2, ...,n, wobei

I, = [a+(k- 1) Ax, a+kA x],mitAx = (b—Ta). Mit den Geradelge. X = a+k Ax

wird die untersuchte Flache mStreifenSc, k=1, 2, ...,n, zerlegt.
SieheAbbildung 109.
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Abbildung 109

, Eix)

2. Der InhaltFk jedes StreifenSk wird durch den Inhalt eines Rechtecks angenéahert.

Daf in | stetig ist, nimmtf(x) in jedemlx ein Maximum und ein Minimum an. Das Maximum
(Minimum) werde in €(€,) angenommen.f (€,) Ax (f (€} AX) ist dann der Inhalt eines
Rechtecks, welches den Streiférenthalt (inS enthalten ist).

3.Esgilt: f(g)Ax > F, = f(g)Ax; k=1,2,..,n
Aus der Summation folgt unmittelbar:

n n

S =Y f(&)Ax: kz F. = Fa> kz FEJAX = s,
=1 =1

k=1
wobei S, bzw. s, die Obersummézw. Untersummevon F> genannt wird.

4.Die Funktion f heil3t inl gleichmallig stetigfalls es zu jedemg>0Q eing>0Q
gibt, so dassv xee l: 1 f(x,+h)- f(x,) < ¢ fur h<§ .

(Jede in einem abgeschlossenen Intehstiétige Funktion ist ih gleichmaRig stetig.)
Dafin | gleichmaliig stetig ist, gibt es zu jedem beliebige 0 eindo> 0, so dass

f(x)- F(X,) <& := bs_ ist, wenn 1X,- x4 < & ist,
-a
. b-a _ : I . b- a )
Da IlmT = 0 ist, existiertein NeN | sodasdAx = S < § fur afle N.
N— o

Dafirallei=1,2, ..nalsogilt: f(g)- f(g) < ﬁ , so gilt auch fir alle > N:

n 1

Sn_sh:Z(f(gi)_f(gi))AX<bi—nAX=E' = limS, = lims, .

i=1 n— o n— oo

Dafirjedesigilt: S, = F. > s, ,folgt: l'i[‘o S, = F2 = lims, |

N— oo

Der Flacheninhalt F2 lasst sich auf diese Weise beliebig genau von obenvon unten approxi-

mieren. F° wird dasbestimmte Integraler Funktion f tber dem Intervalld, b] genannt und
b

mit Integralzeichen geschrieberf? = [ f(x)dx.

Zur Veranschaulichung siehe die folgerddsbildung 110.
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Abbildung 110
OBERSUMNNEN: UNTERSUMMEN

Beispiel 6.7:

b
Gegeben sei die Funktign= f(x) = x. Gesucht wird FB = [ xdx. (siehe Abbildung 131
0

Abbildung 111

h
Y £f(x)=x

(i-1)b

ibyn

Sl

1. Die Unterteilung von [(] ist hier mit

b 2b (i-1)b i-b

0 = X5, X = o X, = P X, = n) , X = e X, = b gegeben.
2. Furk, (Flacheninhalt voi®) gilt: _

(i-1)bb F. < ibb. f(g) = ("1)b; f(g) = bb. Ay o b

n n nn = n n n

. e _<ibb B bnntl)  b® b
3. Die Obersummé&, lautet: S, = El e ?Ell =7 = St

. e _eli-Y)bb B _PPr-n _ P B

Die Untersumme, lautet: s, = El = nz-gl (i-1) = =5 = 2 2n
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Wir erhalten also:

. N N R+ S o L o
ImS, = lIm=+— =lims, = Im—=-— = — =F; = —
T A S T B I

Die Definition des bestimmten Integrals

Definition 6.3:

Eine MengeZ vonn+1 Zahlen Z = [Xg, Xy, y X, Xioq0o, %|5 Z < [@,b] = | mit

a=X <X <X2<..<X <X <..<X,=b nennen wir eine Einteilung od8erlegungdes
Intervallesl (vgl. Abb. 113. Die Zahl
n(z) = ma(x,,- xJ); k=01, ..., n-1
k
heif3t Norm der Einteilung (maximale Distanz zwischen zwei TeilungspunktenMengeZ).
Abbildung 112

A A A A oo AA A ... P \

X, =2 X4 Xy Xg XXy 49 x b=x

IstZ; < Z,, dann heiREZ, eineVerfeinerungvon Z;.
Abbildung 113

a Xq X, Xq X4 Xg Xg b L’,z:z.‘
VT T Y

[ | ) | | [N

[ | | ! [ | L

| ! | 1 ! | t ]

b i ! | [

§ | | ! | | :

1| | | | | ] \

1 | | | l

T | . y =32

Ad 4 a4 4 a A A A A_A L3

3y, Y,Y3¥YyY¥s Yg ¥qV¥g Yg b

AusAbbildung 113yeht hervorZ; ¢ Z, und n(Z,) > n(Z,).

Bemerkung
Seil, das Intervall [ X 10 %5 Ece lys me = inf f(x); M, = supf(x)

Xe |y Xely
Esist m < f(g) < M, ;k=0,1,..n
Jeder Zerlegung von [a, b und jeder Funktioh ordnen wir folgende drei Summen zu:

S(Z,f) =Y M(Xe= X o)

1(Z,f) = kz_l f(E) (Xe- Xy 1)
s(Z,f) = 2 Mg (Xe- X 1)
(vgl. Abb. 113.

Fur jede beliebige Zerlegung va@milt: S(Z,f) > 1(Z,f) = s(Z,f)
Im weiteren wird die Zerlegung so verfeinert, ddigsNormn(Z) gegen Null strebtn(Z)— 0,
d.h. M (X~ X)—0

ho :

191



Abbildung 114

A _,.vf(x)
£(E)
I. '
I
Iy
Sy
i
Ml‘( 'm.k
byl
N
[ 5
a Xk-1%x  *x b !
Definition 6.4:
Existieren die Grenzwerten(lir)l‘O s(Z, f);n(”zmo $(Z,f)  und gilt
n(lin)EOS(Z f) = n(lizmos(z f) = n(lizmol (Z, ) so heiRtf in [a, b integrierbar, und
b
lim 1(Z,f) = [ f(x)dx
n(z)-0 a

heiRtbestimmtes IntegrgRiemann-Integral) der Funktioh auf dem Intervalld, b].
a heil3t untere und oberelntegrationsgrenze

Beachte:
b

Obgleich durch die Flachenberechnung motiviertlést bestimmte Integral[ f(x) dx im

Allgemeinen_keind-lache:

Abbildung 115

f
2
7
i

NN

InAbb. 118st [ f(x)dx = 1-2 = -1 .
0
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Oft lassen sich Symmetrien ausnutzen, um zu zedpss ein bestimmtes Integral O Kbb. 116:
Abbildung 116

2
+ R 2w "

— sinxdx = 0
o \/ J(;

Es gilt der wichtige Satz:

Satz 6.2
Jede in §, b stetige Funktionf ist in [a, b integrierbar.

Beweis:
Dafin [a, i gleichmaliig stetig ist, gibt es zu jedem 0 eind mit
LT (x)- f(x,) < s::ﬁ , sobald 1x,- xJ<8& ist.

Wir wahlen eine Zerlegung = {a = Xo, X1, ..., X1, X, .-, Xo = B} mit n(2) <3, d.h.
mad (X,,;- X ) < 8
” :

Dann gilt:
n E' n EI
S(Z,f)-s(zZ,f) = kz=1(Mk_ M) (Xe= X 1) < b- ak2=1(Xk_ X 1) = b_ a(b— a) = ¢,
also ist

S(Z,f)-(Z,f) < ¢ . sobald mka)(xk— X.1) <&,k =12,.,n

S
= (llI;n (S(Z,f)-s(z,f)) = 0 = IlimS = lims = f istintegrierbar.
n(z)-0

Aus der Definition des bestimmten Integrals ergetieh folgende Satze:

Satz 6.3:

2

= - (kal_ Xk)

O
o oo oo o
3 —h —_—
x x
o o
X X
I I
o |
o/ o
—
x
o
X
o
QD
X
=
|
X
il
=

o
o
—

S
a
X

I

¢ [ f(x)dx; cisteinebeliebige Konstante.

a

Satz 6.4:
Die Funktionenf,(x) undfx(x) seien integrierbar. Dann igKk) = fi(x) + f(x) integrierbar, und es gilt:
b b b b

[ f(x)dx = [ (f (x)+f,(x)dx = [ f, (x)dx + [ f,(x)dx Summenregel

a
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c b c
[ f(x)dx = [ f(x)dx + [ f(x)dx; a<b<c.
a a b

Bemerkung:

b
Das Integral j f (x)dx gibt den FlacheninhaltF> der Flache an, die durch dieAchse und

den Graphen vori begrenzt wird, wenri(x) > 0 in [a, .

. N\ /]

Llegt eine Sltuatlon gema@bblldung 1140r, so ist

X3

jf dx—jf dx+jf dx+jf dx+jf

Abbildung 117

1 2 3

Xy Xz X3 b
Fur den FlacheninhaltF? gilt: Fo = - [ f(x)dx+[ f(x)dx- [ f(x)dx+[ f(x)dx
a X, Xy X3

Fur die praktischen Anwendungen sind Bligtelwertsatzeder Integralrechnung von Bedeutung.
Sie zeigen die Abschatzungsmadglichkeiten des Iategnit Hilfe gewisser Funktionswerte der
Funktionf (Hubersche Formel).

Bemerkung:

b . b
Aus der Definition von [ f(x)dx als n!;r)ﬂ()'(z’f) ergeben sich furI f (x)dx folgende
Aussagen:

(a) Seif in[a, b] stetig und f(x)> 0 v xe[a,b] ,soqgilt [ f(x)dx > O wegen
1(Z,f) = Z:lf(gi)'(xi_ % 4 > 0.

(b) Sind f undg in [a, b] stetig und gilt f(x) = g(x)v xe[a,b] | soist
b
[ f(x) jg x)dx ,da f(x)-g(x) > 0 istund nach (a)

T o

b
[ f(x dx—jg Jdx = [ (f (x))dx = 0
sieheAbblldung 118
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Abbildung 118

Satz 6.6:Mittelwertsatz der Integralrechnung

b

Ist f in [a, b stetig, so gibt es eirge [a,b] mit [ f(x)dx = f(g)(b- a).

Abbildung 119

>

- f(x)
e
i
/ ,"/.r i #i fri.r' / /'f
a g
Beweis:

Nach dem Satz von Weierstrass (S. 137) nimmt eiggst Funktionf auf [a, I ihr Maximum M
und ihr Minimumm an. Esistalsom < f(x) < Mv xe[a,b] ; nach obiger Bemerkung gilt

m(b-a) < jbf(x)dXS M- (b-a). .

b
Hieraus folgt m < [ f(x)dx < M . Nach dem Zwischenwertsatz (S. 138) gibt es einen
a

Punkt €e[a,b] mit f(g) =

[ f(x)dx ; daraus folgt die Behauptung, welche zu

beweisen war.

Satz 6.7: Verallgemeinerter Mittelwertsatz

Seien die Funktioner und g im Intervall [, b stetig undg in [a, i entweder positiv oder
b b

negativ, dann gibt es im[ ] eing, so dass gilt: [ f(x) g(x)dx = (€} [ g(x)dx .
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Hauptsatz der Integralrechnung

Hier wird gezeigt, dass das unbestimmte und dasoese Integral in enger Beziehung zueinander
stehen, indem man das bestimmte Integral mit Hife Stammfunktion in vielen (bei unseren
Anwendungen sogar allen) Fallen berechnen kanmztiigetrachtet man die bestimmten Integrale

() [ f(E)dE = F(X J’ f(g)de = G(x).

Bemerkung:
Gegeben sei eine im[b =: | stetige Funktion. Bei festeme | kdnnen wir das bestimmte Integral

(1) als FunktionF(x) der oberen Grenze auffassen. Das Integral (2) ist dagegen eine kamkt
G(x) der unteren Grenze.

Abbildung 120
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FUr die Beziehung zwischen da&bleitungvon F(x) gemal (1) G(x) gemal (2)] undf(x) gilt
folgender Satz:
Satz 6.8:

Die FunktionerF undG sind differenzierbar, und es gilt:
F'(X) =f(x); G (X) =- f(x).

Beweis:
Nach dem Mittelwertsatz 6.6 gilt fur den FB(X): Es gibt im Intervall X, x+h| einen Punkt X mit
x+h x+h
F (x+h)- [ f(g d‘g-[f = [ f(% = f (X)h . Hieraus folgt:
*) F'(x) = lim (x+h) F(x) _ Iimw = f(X) (dax< % <x+h, und mith -~ 0
h—-0 h—-0
geht X - X).
Folgeruna:

Ist f im Intervall | stetig, so besitzt in | eine StammfunktioR, z.B. (firae 1)
X

= [ f(g)dg ,dawegen (*) gilt.v xe | ist F'(x) = f(x).
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Nunmehr der Hauptsatz der Integralrechnung.

Satz 6.9:
f seiim Intervalll stetig und- eine beliebige Stammfunktion vén Liegena undb in I, so gilt:

jbf(x)dx = F(b) - F(a)

Beweis:
Fo(x) = [ f(€)d¥ ist nach obiger Folgerung ein unbestimmtes Intef@iae Stammfunktion)
von f, fallsa e |. IstF eine beliebige Stammfunktion vdnso gilt:

F(x) = [ f(€)dg+C = Fy(x)+C . Esfolgt:

F(b)- F(a) = (J? f(g)de+C) - (_F f(g)de+C) = JE) f(g)dt , oderin gekirzter

Schreibweise:

Fazit:
Die praktische Berechnung bestimmter IntegraleiggetFunktionen wird auf das Finden von
Stammfunktionen zurlickgefuhrt, wenn gemaR Satxé&fhren wird.

Zusammenfassung:

H aup‘f satz a[!r In@cgr;f ree fmun’

X
1. Fed = § Ferdt
a

ist Sflhnmﬁ-nldu‘an Ven .'[' o

Fref
2. F(:f jd!. S!’ln—ﬁ»n‘f-‘on F
von £ gilt :

b
jfm.u = Fb) —Fla)
o

=t [ F(x)}: = F&)’:

BEJ(ukn,:

Berechnung des bestivambin lntgests
© mit Hilfe des unbestivméin Latesrals

(der Stlh—ﬁmkﬁcaj.
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Anwendungen:

1. FlacheninhalfF des Bereiches zwischen einer Kurve gem@@R derx-Achse
und Grenzem undb.

Beispiel 6.8:
fX)=x*-4x;, a=-2, b=2.

Abbildung 121

0 2 4 4

F=P,+P, « F = [ (X-4x)dx- [ (X- 4x)dx = (Zo2x) o (Xo2x?)2 =8 |

0 4 i 4

Wichtig ist hier die Bestimmung des Funktionsvefgguwo positiv, wo negativ).

2. Bestimmung des Flacheninhaltes, der durch die @mapbn zwei Funktioneri und g
mit f (x)> g(x) in[a, b eingeschlossen wird.

Beispiel 6.9:
2 2
fx) = . g(x) =X,
1+x°
Abbildung 122
1 g{x)
2
' |
; : £(x)
. ; ! -
-1 o 1
Grenzen: =% = x =-1, %, =1 Esist
1+
1 1 5 , - Tr
F = _jl(f(X)- g(x))dx = —J—l o X Jdx = (2arctgx- )1} =|arctgl = 7=-



Substitutionsmethode bei bestimmten Integralen

Die Funktion (Integrandi(x) sei stetig und die Funktiap(t) differenzierbar und eineindeutig
(injektiv). Die zusammengesetzte Funktigt) = f(¢(t)) sei im Intervall = [a, b definiert. Falls
gilt
a=q@(a); b=@(B), so gilt

®(B) B b @ '(b)

f(x)dx = [ f(op(t) @ (t)dt ,bzw. [ f(x)dx = [ f(p(t))e'(t)dt.

@ (o) o a ¢ '(a)

Beweis:
Nach der Substitutionsregel fir unbestimmte Integgét fir jedes € | (siehe S. 186):

= [ f(x)dx,, = [ f(o(t)o' (H)dt = G(t).

Daraus folgt nach dem Hauptsatz der Integralrecpnun
B

[ fle))e (t)dt = G(B)- G(a) = F(p(B))- Flo(«)) = [ f(x)dx .

Folgende Schritte sind bei der Berechnung mit ddasstutionsmethode einzuhalten:
1. durch eine injektive, differenzierbare Funktiprwird eine neue Variable eingefuhrt:

X =@t « t=q¢x .

2. Man berechnet das Differentiat d ¢'(t) dt, und die Funktion bestimmt neue
Integrationsgrenzegp™(a) unde™(b).

3. Man sucht eine Stammfunkti@(t) des transformierten Integrandg() = f(¢p(t)) @'(t) und

@ *(b)
berechnet das IntegralJ’ g(t)dt nach dem Hauptsatz der Integralrechnung.
¢ '(a)
Beispiel:
° 1
J’ de = 7
o (2+3x)
e du 1
Substitution:u= 2+3x = &:3 s dx = Zdu
Integrationsgrenzen:
x lauft von 0 bis 2
u(x): u(0)=2+30=2
u(2)=2+32=8
u lauft von 2 bis 8
2 8 8
1 11 1. 1 18 1, 1,1 13 1
= ——d = — d :—_1. = —(- —4+—= = — = = —
I e = [ atu=gfudu=gl-tulh =305 =35~ 3
Beispiel 6.10:

Bestimmen Sie den Flacheninhalt des oberen Hak¥sanit dem Radius= 1
LOsung:

Die Kreisgleichung x’+ y’=1 = y=+v1- x* ist die Funktionsgleichung fur den oberen
Halbkreis.
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Abbildung 123

3’

> X

o »

Betrachten wir den Viertelkreis und multipliziersginen Flacheninhalt mit 2:

1=b . 1 . -

Fl — 20 J1- @dx=| X = @(t) = sint t=¢ (x)=arcsinx «=arcsin0 =0 ; _
-t OL | dx=¢' (t)dt=cost dt B=arcsinl = 11/2||
- ! 1,.1 7

2 [ V1-sin’t costdt = 2 [ coStdt = 2(§t+zsin 2t)l] =
0=« 0=t
1w 1. m 1 1 . _ T

2(2- > +4 sin 22 )- 2(5 0+4-sm(2 0) = >

Beispiel 6.11:

Gegeben sei die Schaftform eines Baumes zurtZeit y = f(x). Angenommen wird zentroaffines
Wachstum mit den Faktoren und),. Die Lange des Schaftes zur Zegt h, und der Durchmesser
zur Zeitt ist di(x)= 2f(x). Gesucht wird der Flacheninhalt unter der Schaf® zur Zeitt und
unter der Kurve des zugewachsenen Schaftes zupudgit t+t; >0 (vgl. Abb. 124

Abbildung 124

rase |

Der Flacheninhalt des Schaftes zur Zddisst sich bei Kenntnis der Schaftformfunktfomit Hilfe
ho

des bestimmten Integrals folgendermai3en bestimnign= [ f,(x)dx .
0
Ebenso lieRe sich der Flacheninhalt des Schafte<em t+t bestimmen, wenn man auch die

200



h,
Schaftformfunktion des zugewachsenen Stamimekennen wirde:F,,. = [ fo . (x)dx .
0

Da die Schaftformfunktion aber schwierig zu mode#n und f ... meistens unbekannt ist, die
Streckfaktoren fir Hohe und Radius des Baumes pemwerelativ einfach gemessen werden
h,
kénnen, soll das IntegrafF,,. = [ f, (x)dx in ein Integral Gber die Funktidn Gberfuhrt und
0
mit Hilfe der Substitution bestimmt werden.

X
Esgilt: x  — N X = Xpo . X, = ;\”
1
X T
{x) » A fo(x) = fo (X)) = (%) = Np Filx) = N, i ;\+ )
1
h,
Zu bestimmen ist alsoF,,. = [ A; ft(%)dx mit h, = N hy .
0 1
- L X . dz 1 _ _
Substitution: Sei Z = N, dann gilt: ax N = dx = A;dz
1 ?\l' hO

Substitution der oberen Grenzex = h, = A;hy  wird zu z

I
|
I
I

Oj

Damit ergibt sich:
hy hy hy

Ft+T = _[ Ay ft(z)?\ldz = _[7\1'7\2' ft(Z)dZ = }\1'?\2'_[ ft(Z)dZ = M N Ry
0 0

0

Bei aquiformem Wachstuifh, = A, = A) gilt somit : Fo.. = 23 F, .

Kennt man also den Flacheninhalt zur Zeiind setzt zentroaffines bzw. aquiformes Wachstum
voraus, so lasst sich die Langsschnittflache ddbddhaftes mittels dieser Formeln einfach fort-
schreiben.
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