KAPITEL 2: LINEARE ALGEBRA

Dieses Kapitel beschiftigt sich mit der Vektor- und der Matrizenrechnung, deren Bedeutung auch
in den weiteren Kapiteln nochmals deutlich werden wird. Anwendungsbeispiele sind die Losung
linearer Gleichungssysteme und die Methode der kleinsten Quadrate (Anpassung einer Kurve an
Messdaten). In anderen forstwissenschaftlichen Gebieten wird die lineare Algebra u.a. bendtigt fiir:

Holzmarkt / Holzverkauf (Input-Output-Matrizen)

Populationsdynamik

Holzmesslehre

Waldbau

Betriebswirtschaftslehre

lineare Optimierung

Was hat die lineare Algebra mit der Forstwissenschaft zu tun?

Verallgemeinernd kann man die Forstwirtschaft als wiederkehrende Pflanzung von Waldbestinden
und deren Ernte betrachten.
Als Beispiel betrachten wir zum Zeitpunkt #, also unserem Ausgangszeitpunkt, einen 30-jdhrigen,
10 ha groBen Waldbestand. In 10 Jahren (Zeitpunkt #+1) wird dieser Bestand das Alter 40 Jahre
erreicht haben und ein Teil des Holzes wird vielleicht genutzt worden sein. Vereinfachend gehen
wir vom Kahlschlag einer bestimmten Flache mit sofort anschlieender Aufforstung aus. In diesem
Fall soll die genutzte Fliche 3 ha betragen. Zum Zeitpunkt ¢#+1 hat der Bestand also eine andere
altersméfige Zusammensetzung als zu Beginn der Betrachtung.
Innerhalb der nichsten 10 Jahre werden beispielsweise weitere 5 ha der Flache genutzt, und zum
Zeitpunkt #+2 sdhe die Altersklassenverteilung dann folgendermallen aus:

2 ha: 50 Jahre

3 ha: 10 Jahre

5 ha: Kahlfliache (aber anschlieend sofortige Aufforstung)

Dieses Modell lésst sich noch weiter fortsetzen, und es kann natiirlich auch auf andere Beispielfille
angewendet werden.
Wir konnen also die Altersstruktur eines Waldes durch die Flichenanteile der einzelnen Alters-

klassen beschreiben. Anschaulicher wird das Modell durch eine grafische Darstellung:

Abbildung 25

Zeit t

Co, C1, Ca, ...Cy stellen die Flachen der jeweiligen Altersklassen 0 (Kahlflache), 1 (gerade
aufgeforstet), 2 (10jdhrig) usw. dar. Die 0-Klasse ist wegen sofortiger Wiederaufforstung nicht
vorhanden. Sie geht direkt in die 1. Klasse tiber. Wenn wir die verschiedenen Altersklassen in
einem Vektor zusammenfassen, erhalten wir einen n-dimensionalen Vektor, der die Altersstruktur
des Bestandes beschreibt.
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t—| c5 | z.B.ci: Fliche aller Biume im Alter 0 bis 10 Jahre in ha

Natiirlich ist dieses ein sehr einfaches Beispiel, und der Altersklassenwald ist nicht mehr zeitgemal,
dennoch soll es hier als Grundlage fiir weitere Betrachtungen behandelt werden, zumal es in Form
des sogenannten ,,Normalwald-Modells* im Laufe des Forststudiums noch mehrmals auftreten
wird.

Der Zustand des Waldes im obigen Beispiel zu den verschiedenen Zeitpunkten kann in Vektoren,
den sogenannten Altersvektoren, folgendermallen dargestellt werden:

Zu Beginn der Bewirtschaftung, im Alter 30 Jahre: &,=(0,0,10,0,0,...)

Ing—

Von den 10 ha werden 3 ha eingeschlagen = im Alter 40 J.: a;,,=(3,0,0,7,0,...)

Von den 7 ha werden wieder 5 ha eingeschlagen = «;,,=(5,3,0,0,2,0,...)

Die einzelnen Komponenten der Vektoren stellen die Flachenanteile der einzelnen Altersklassen
dar.

Die Summe der einzelnen Komponenten muss also immer die gesamte Bestandesfliche (in
diesem Fall 10 ha) ergeben. Die Gesamtfliche dndert sich nicht, egal wie die altersmdfige
Zusammensetzung des Bestandes sich éndert.

Nach 10 Jahren riicken alle Komponenten in die ndchsthéhere Altersklasse vor. Der kahlgeschla-
gene und sofort wieder aufgeforstete Anteil befindet sich immer in der Altersklasse c;.

An diesem Beispiel kann man sehen, dass sich die Vektoren zwischen den betrachteten Zeitpunkten
verandern.

Deshalb stellen wir uns einen n-dimensionalen Vektorraum A vor (eine rdumliche Vorstellung ist

natiirlich nur bis zur 3. Dimension méglich), in dem sich der Vektor &, bewegt und sich im Ver-

lauf von jeweils 10 Jahren in die Vektoren @, ,,a, ,,... verwandelt.

Den n-dimensionalen Vektorraum A4 bezeichnen wir als Altersraum, die n-dimensionalen Vektoren,
die ja nach dem Alter zusammengefasste Flachen als Komponenten haben, als Altersvektoren.

In diesem Kapitel wird die Bewegung der Altersvektoren in 4 mit Hilfe von Ubergangsmatrizen
beschrieben werden. Dazu miissen aber zunédchst die Grundlagen der linearen Algebra erldutert
werden.

Grundlegende Begriffe der linearen Algebra

Vektor:

R"=RXIR XIRX...XIR =Menge aller n-Tupel reeller Zahlen
= Menge aller Vektoren mit » Komponenten
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Zwei Schreibweisen:
1

Zeilenvektoren z.B. (1;5; —2) Spaltenvektoren 5
-2

Spezialfille:
R'=R
R*=RxIR , darstellbar als Ebene.

Jedem Vektor l; ]ERZ entspricht ein Punkt in der Ebene. Oft stellt

man einen Vektor auch durch einen Pfeil vom Nullpunkt (0, 0) zu
diesem Punkt dar.
R’=RxIRXIR dreidimensionaler Raum.

Definition 2.1: Essein €ENund ai, a5, ... a, € R.

a,
Das geordnete n-Tupel a= € RXIRX...XRR " heiBt n-dimensionaler

a

n
Zahlenvektor.
Die Zahlen a,, as,.... a, heilen Komponenten oder Koordinaten des Vektors d .

Merke:

Bezeichnungsweisen:

el .
a=| %2|le R" Vektor

(fiir 7 = 2; 3 geometrisch:
Pteildarstellung ; “gerichtete GroBie™)

m < R Skalar
(“ungerichtete Grohe™)

Komponenten des Vektors (auch : Koordinaten)
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Vektorraum;

Definition 2.2: Die Menge aller 2-dimensionalen Zahlenvektoren wird als 2-dimensionaler

Vektorraum bezeichnet. Symbol: |R2
Die Menge aller 3-dimensionalen Zahlenvektoren bezeichnet man als

3-dimensionalen Vektorraum. Symbol: |R3
Die Menge aller n-dimensionalen Zahlenvektoren bezeichnet man als

n-dimensionalen Vektorraum. Symbol: R’

In allen Vektorraumen |R1 ) |R2, R" gibt es unendlich viele Vektoren.

Gleichheit von Vektoren:

Definition 2.3: Zwei Vektoren g, ZelR" sind genau dann gleich, wenn alle einander

entsprechenden Koordinaten gleich sind, wenn also gilt: a;= b, fiiri = 1 bis n.

Merke:
a, b,
a, 2
= & a =bh a, =b,
a” b”
Ng =h

Zwet Vektoren sind genau dann gleich, wenn alle ihre entsprechenden
Komponenten iibereinstimmen.
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Bespiel emes Vektors m emem hoherdunensionalen
Vektorraum R” (n > 3)

Der Altersklassenvektor einer Population
(eines Waldbestandes )

/_ T e

\ & 5 ha

] 21-30-jahrige
% 2ha /

0 ~1 b2 tn

Addition von Vektoren:

Definition 2.4: V&,beR'3 ¢eR’ mit ¢=d+b=(a,+b,,a,+b,,..,a,+b) .

(In Worten: Es gibt fiir zwei beliebige Vektoren @ und b aus dem

n-dimensionalen Vektorraum R’ genauein ¢eR’ mit...)

Den Vektor ¢ erhdlt man durch Addition der entsprechenden Komponenten

der Vektoren & und b .

¢ heiBt Summevon @ und b .
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Als Spaltenvektoren geschrieben:

a, b, a,+b,
a| . b, _ a,+b,
a, b, a,+b,

Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar;

Wichtig ist der Unterschied zu Skalarprodukt und Vektorprodukt, die erst spiter behandelt
werden!

Definition 2.5: Essei jeR" und meIR (m ist eine reelle Zahl, ein Skalar).

-

Der Vektor 4 mit d=m-a=(m-a,, ma,,.. ma, heiBt Produkt des

Vektors d mit dem Skalar m.

Jede Komponente des Vektors wird mit dem Skalar multipliziert. Dadurch dndert
sich nur die Linge des Vektors (der entsprechende Pfeil wird entweder kiirzer oder
langer) oder sein Sinn, so dass er in die entgegengesetzte Richtung weist. Niemals
dndert sich durch Multiplikation mit einem Skalar die Richtung eines Vektors im
Raum.

Beispiel 2.1: =(1,2,4,6) 5=(1,2,5,6) m=—2
a+0=(2,4,9,12)
m-a=(-2,-4,-8,—12)
Fiir die Vektoren @ und b giltt G#b ,da a;#b,

Die ..eroBer als“-Relation;

Fiir die lineare Optimierung ist es erforderlich, die Relation ,,groBer als“im |R" einzufiihren.

Definition 2.6: &>5 ,wenn a,>b, fiirallei=1,.., n,also wenn alle Koordinaten von

a grofer sind als die entsprechenden Koordinaten von b .

Die Relationen <, <, > lassen sich dhnlich definieren.

Man kann nicht immer festlegen, ob der gesamte Vektor @ groBer ist als 5 , da sich dies von

Koordinate zu Koordinate dndern kann.

Eigenschaften der Operationen.in. R’

Bei den vorangegangenen Definitionen wurden die Operationen mit Vektoren auf die bekannten
Operationen mit den reellen Zahlen zuriickgefiihrt, indem die einzelnen Koordinaten fiir sich
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betrachtet wurden. Die folgenden Regeln ergeben sich ebenfalls durch Einzelbetrachtung der
Komponenten.

Fiir alle Regeln gilt: 7 5, ¢ € R und k. m e R -

a) Kommutativitit: g+b=>b+a (In Worten: Es ist unerheblich, in welcher
Reihenfolge man Vektoren addiert.)
k-a=d-k (In Worten: Es ist egal, ob man den Vektor mit dem

Skalar oder den Skalar mit dem Vektor multipliziert.)
b) Assoziativitit: G+ (b+¢)=(a+b)+¢ (In Worten: Bei der Addition von Vektoren kénnen
Klammern beliebig gesetzt werden.)

k-(ma)=(km)a (In Worten: Auch bei der Multiplikation von

Vektoren mit Skalaren kann man beliebig Klammern
setzen.)

¢) Distributivitit:  (k+m)a=kd+ma (In Worten: Das bei reellen Zahlen angewandte
., Ausmultiplizieren* kann auch bei der
k-(G+b)=ka+kb Skalarmultiplikation angewandt werden.)

-

d) Existenz eines neutralen Elements bei der Addition von Vektoren: 0 =

Dies ist der sogenannte Nullvektor, der folgende Eigenschaft hat: W/ 5eR" gilt a+0=a .

(In Worten: Ein Vektor d dndert weder seine Richtung noch seine Linge durch Hinzuaddieren
des Nullvektors.)

e) Existenz inverser Elemente bei der Addition: WV 2€eR’ 3, —a=(—a LTa,, e, —an)
(In Worten: Fiir alle Vektoren d aus dem n-dimensionalen Vektorraum gibt es genau ein
inverses Element —a , dessen Komponenten denen des Vektors d entsprechen und das

entgegengesetzte Vorzeichen tragen.) Es gilt: d+(—a)=0 .

f) Fir die Multiplikation von & mit Skalaren gilt:
VaeR' : (@ la=a

Y keR : k-0=0-k=0
Wenn k-g=0 ,dannist k=0 oder z=0 .
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Geometrische Bedeutung

1. der Vektoraddition:
Abbildung 26

und p werden ,hintereinandergesetzt™

I\Y)

2. der Vektorsubtraktion:
Abbildung 27

G—b=0+ (— B) ,, Verbindungsvektor* von b und @
Richtungsumkehr von 5

3. der Multiplikation ,,Skalar - Vektor*:
Abbildung 28

o

m-a Streckung (oder Stauchung, falls |m|<1 ), verbunden mit Richtungsumkehr, falls m < 0.
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Zusammenfassung:

Definition der Summe zweier Vektoren im R”

(@) (b)Y (a+b)
“.2 5 b.z _ azJ.rbz
\¢.) \b,) \@,+b,)
Es alt

a+b=b+a

(@+d)+c=a+(b+e)
a+0=ad,
wobei O der Nullveltor ist

Vae R"3,(—a)e R":

Komnutativgesetz

Assoziativgesetz

neutrales Element O

a+(—ai)=0

T \
mverses (negatives ) Element

Multiplikation eines Veltors mit einem Skalar
(= .Skalarprodukt”, =  Vektorprodukt” I)

meR, ac<R?
(ayy (map)
il m-a
m-d = m A= 2 R"
\an/ \m an/
Beispiel
[ N2, S \
9\ (49 6
5 =] 2. (=5 |=| 10
3 5= 3 (5) 3
2os ~
\3) \33 s T

Geometrische Bedeutung
Streckung bzw. Stauchung von @ um den
Faktor m
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Die Sunune im Falle der Altersklassenvelktoren:

Zusammentassung zweier Bestinde zu emem

/')\ '/11\

(13

 tn

8
g 11

Altersklassenstruktur der
CGesamtflache

8]

m-(@+b)=m-a+mb \_. .
- _ _ y Distributivgesetze
(k+m)y-a=k-a+m-a

Im Folgenden sind Terme der Form
My oy My Ayt -y

k
(=>'ma), m<R, ae=R"

1
=1

wichtig. Wir sprechen von einer
Linearkombination der Vektoren

dp,eeen s die my heiben Koeffizienten.
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Vektorsystem

Definition 2.7: Jede endliche Teilmenge aus |R" wird Vektorsystem aus |R"  genannt.

-

Beispiel 2.2: (@, d,,b,,d,]SR’

Linearkombination von Vektoren

Definition 2.8: Gegeben sind & (z.B. 9) Vektoren a,4d,,..., 4, kEIR" und & reelle Zahlen

my,m,,.., meER .

k
Jede Summe m d+m,d,+..+m,a, = md, heiBt Linearkombination
i=1

—

(LK) der Vektoren @,,d,,....d, .

Die reellen Zahlen m,m,,...,m, heillen Koeffizienten der Linearkombination.

Beispiel 2.3: (im 3-dimensionalen Raum) @,=(1,—1,0) | a,=(2,1,1) | a,=(-2,0,0) |
(05_292)

a,

Der Vektor b=3a,—2d,+0d,+3d, ist eine Lincarkombination der Vektoren d),d,,d;,d, .

Eine andere Linearkombination wire zB. ¢=8,54,—3ad,+5a,—-64, .

In der Koordinatenschreibweise ergibt sich:

. 1 2 -2 0 —1
b =3 —-1|=21|+0| o+3|-2|=|[-11| bzw.
1 0 2 4
2 -2 0 7,5
¢ = 85| —-11]-3|1(|+5 0o|=6:| -2 =105
1 0 +2 —15

Das Ergebnis einer Linearkombination von Vektoren ist wieder ein Vektor.

Triviale Linearkombination:

Definition 2.9: Eine Linearkombination heil3t t7ivial, wenn sdmtliche Koeffizienten m ,m,,...,m,

gleich Null sind. Wenn mindestens ein Koeffizient von Null verschieden ist, so wird
sie nichttrivial genannt.
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Drei Vektoren in einer Ebene durch den Nullpunkt

Beispiel:
Abbildung 29
ﬁ
A 2-a
ﬁ
—-)
L X 2
-C
L

1-6+2-a+(—1)-¢=0

Man kann einen ,,Rundlauf* erzeugen, d.h. eine Linearkombination der drei Vektoren,
die den Nullvektor 0 ergibt.

Beachte:
In dieser Linearkombination sind die Koeffizienten (1, 2, —1) von 0

verschieden, sie ist also nichttrivial. 0-p+0-5+0-c=0 wire trivial.

Man sagt: g,b,¢ sind linear abhdngig.

Lineare Abhdngigkeit / Unabhédngigkeit von Vektoren

Definition 2.10: Es seien gegeben: k€N und die Vektoren a,d,,..., a"kean .

-

a,,d,,...,d, heiBen linear abhiingig, wenn es Zahlen m,,m,,...,m, gibt, die

k
nicht alle gleich Null sind, so dass gilt: Y, m.d,=0 . (In Worten: Wenn eine

i=1
Linearkombination Null ergibt, ohne dass alle Vektoren mit Null multipliziert
werden, so heifien die Vektoren linear abhdngig.)

k
Gilt >, m,d,=0 nur, wenn alle Koeffizienten gleich Null sind, so heiBen die
i=1

Vektoren linear unabhdingig.

Mehrere Vektoren bilden genau dann ein linear abhiingiges System, wenn man einen der
Vektoren durch Linearkombination der iibrigen darstellen kann. Vektoren mit gleicher Richtung
sind immer linear abhingig. Eine Menge von Vektoren, die den Nullvektor enthilt, ist immer linear
abhingig.

Beispiel 2.4: Die Vektoren aus Beispiel 2.3 sind linear abhingig, da gilt:
3-3,~2-@,+0-@,+3-a@,—1-b=0 .
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Spezialfille:

IR : nureinelementige Mengen { @ }, @ = a # 0, sind linear unabhéngig.
R* :{ @ , d }lincarabhingig = @, , @, liegen auf einer Geraden durch 0.
R { 4 , d, , d }linearabhingig = &, , d, , d; liegen in einer Ebene durch 0.

Ermittlung der linearen Abhédngigkeit

Ob Vektoren linear abhingig sind, ermittelt man, indem man die Zahlen m,,m,,...,m, aus der

k k
Gleichung D, m;a, =0 bestimmt. Die Gleichung > m.a,=0 stellt ein lineares Gleichungs-
i=1 i=1

system von n Gleichungen mit k Unbekannten dar.

Beispiel 2.5: Gegeben sind:  @,=(1,2,3), @,=(0,-1,0), d,=(-1,2,-2)
Sind die Vektoren d ,d,, d, linear abhiingig?

-

3
Losungsweg: Es muss nach Def. 2.10 gelten: >, m.d,.=0 .
i=1

In Komponentenschreibweise dargestellt, kann man fiir dieses Beispiel auch
schreiben:

Man kann es allerdings auch in Form von 3 Gleichungen darstellen:

0= m, —-m, = m,=m,

0= 2m —m +2m,

0= 3m, —2m, = 2m=3m,

Verschiedene Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme werden im Laufe des
Kapitels noch vorgestellt werden.

In diesem Fall folgt schon aus der ersten und der dritten Gleichung m, =0, m,=0 |
da nur so die erste und die dritte Gleichung gleichzeitig erfiillt sein konnen. Nach
Einsetzen in die zweite Gleichung ergibt sich m,=0 . Da das Gleichungssystem nur
erfiillt ist, wenn alle Koeffizienten gleich Null sind, sind die Vektoren linear
unabhiingig. Keiner der Vektoren d,,d,,d, kann durch die beiden anderen

dargestellt werden.

Ubungsbeispiele: linear abhingig oder linear unabhingig (l.a. oder 1.u.)? Entscheiden Sie selbst!
3 -2
(@ { M , [_2] }
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Basis eines Vektorraumes

Es gibt im Vektorraum |R" unendlich viele Vektoren. Es kann jedoch ein endliches Vektorsystem

aus diesem Raum ausgewihlt werden, mit dessen Hilfe jeder beliebige Vektor aus |R" als Linear-

kombination dargestellt werden kann. Die Vektoren dieses endlichen Vektorsystems miissen linear
unabhdiingig sein, damit die Darstellung eindeutig wird.

Definition 2.11: Maximal heif3t ein System von £ linear unabhingigen Vektoren, wenn durch

Zufiigen eines beliebigen Vektors aus R’ ein System von k + 1 linear

abhiingigen Vektoren entsteht.

Definition 2.12: Die maximale Anzahl von linear unabhingigen Vektoren eines gegebenen Vektor-
systems nennen wir Rang dieses Vektorsystems. Jedes maximale System linear

unabhingiger Vektoren aus |R' enthilt immer n Vektoren. Dies ist die Anzahl

der Koordinaten der Vektoren aus |R" .

Definition 2.13: Jedes maximale System linear unabhiingiger Vektoren aus |R" heiB3t Basis des

Vektorraumes |R° . Die Zahl n heit Dimension des Vektorraumes R’ .

Beispiel 2.6: Im Vektorraum R’ gibt es maximal 3 linear unabhdngige Vektoren. Durch

Hinzufiigen eines beliebigen Vektors wiirde das Vektorsystem linear abhidngig, da einer der vier
Vektoren durch eine Linearkombination der {ibrigen dargestellt werden kann. Ein Vektorsystem von

3 linear unabhiingigen Vektoren im Raum |R’ st also maximal. Das Vektorsystem hat den

Rang 3. Es heil3it Basis des Vektorraumes |R3 , und der Vektorraum hat die Dimension 3.
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1 0
Die einfachste Basis des |R3 wird durch die Einheitsvektoren €,=|0 , €,=|1| und
0 0
0
€;=|0| gebildet, die in die Richtung der Achsen des kartesischen Koordinatensystems zeigen
1

und daher Standardbasisvektoren genannt werden.

Zusammenfassung:

R* hat unendlich viele Elemente.

. y . 5 f— = |
G1bt es eme endliche Teilmenge 1dy.---.q; §,
so dass sich alle Vektoren aus R”

eindeutig als Linearkombinationen der ¢; darstellen lassen”?

JA!

Eme solche Menge von Vektoren heil3t Basis von R”.

Emfachstes Beispiel emner Basis :

1 (0) 0)

0 1 0
6=|0] é=|0] ...é=|0

0 0, 1

die Standardbasis von R?

Es gibt unendlich viele Basen, die aber alle dieselbe Elementezahl
besitzen (namlich »)

Die Begriffe ,,lineare Unabhéngigkeit / Abhéngigkeit”, ,,Rang®, ,,Dimension* und ,,Basis“ hingen
eng zusammen.

47



Beispiel
I/.]-.\ I’JOI\ I'-O."Iw

‘ 1o 8
hat Rang 2
N0/ \L/\2Z))

N A

fu la

o

0
0
2

Vektorsystem:
1o
1|0
0441

Wenn wir entfernen, erhalten wir ein linear unabhingiges

. Rang 2.

1
Wein wir z.B. [D hinzufiigen, erhalten wir eine Bagis des R3, d.h.
0

eine maximale linear unabhingige Teilmenge:

1. 00
‘ oll1llo ‘ . Rang 3.

L

3 1zt die Dimension von B3
Bei Hinzufiigen emes beliebigen weiteren Elements,

a 1 il 1 il
zB. |1, wird die Menge La.: 1| 1[+0|0[+(-0-|0|+{-1)[1]=0 .
0 i] 1 i] 0

1 0 -1
Beispiel 2.7: Die Vektoren @,=|2| , @,=|—1| , @,=| 2| bilden eine Basis
3 0 -2

von |R3 , d.h. sie sind linear unabhéngig, wie wir auch schon in Beispiel 2.5 bewie-

1
sen haben. Wird der Vektor 5=|1| hinzugefiigt, so erhalten wir ein linear
0

abhingiges Vektorsystem. Der Vektor 5 muss also eine Linearkombination der
{ibrigen Vektoren sein, und es gilt; 2=m d tm,d,+m.d,
In Komponentenschreibweise ergibt sich:  1=m, —m,

1=2m —m,+2m,

0=3m —2m,
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Beim Losen des Gleichungssystems erhdlt man : m,=1+m, aus der ersten
Gleichung. Aus der dritten ergibt sich: 0=3(1+m,)—2m, = m,=-3
Das Einsetzen in die erste und dann in die zweite Gleichung ergibt:
m1=—2 und m2=—11
Fir b gilt deshalb: b=—24a —11@,—3d, . Damit ist bewiesen, dass b sich

als Linearkombination der anderen Vektoren darstellen 1ésst.

Die Koordinaten eines Vektors in Bezug auf eine Basis

Jeder Vektor ¥e|R" lésst sich eindeutig als Linearkombination von Vektoren einer Basis dar-

stellen.

Der Beweis erfolgt mit Hilfe der Widerspruchsmethode: Wir behaupten zunéchst, ein Vektor liefe
sich nicht eindeutig darstellen. Dann wiren in der Linearkombination verschiedene Skalare einsetz-
bar.

Gegeben seien @,,d,,...,d, als Basis von |R" sowie ein Vektor b . Wenn die Behauptung nun

n

korrekt wire, so miissten fir 5 zB. folgende beiden Darstellungen gleichzeitig richtig sein:

-

b=xd+x,d+..+xd AN b=yd+yd+.+yd

non

Die Subtraktion der beiden Gleichungen muss 0 ergeben, da ja beide Gleichungen den Vektor
b darstellen und b—5=0 .

Man erhilt: (b—5)=0 =(x,—y,)@,+(x,—y,))d,+..+(x —y )&,

Da d,,d,,....d, nach Voraussetzung linear unabhiingig sind (sie bilden ja eine Basis), kann die

Gleichung nur erfiillt sein, wenn fiir die Koeffizienten (x,—y,)=0 fiiralle i=1,2,...,n gilt.

Demnach muss X;=Yy; gelten, und die Behauptung, ein Vektor sei nicht eindeutig durch eine

Basis darstellbar, ist widerlegt.

Zusammenfassung: Aus den gegebenen Definitionen und Sitzen folgt, dass in |R" mindestens
eine Basis B=( oy, ﬁn} gefunden werden kann. Bei einer vorausgesetzten Basis von |R"
lisst sich jeder Vektor ¥g|R" in der Form X=m i, +m,i,+...+m 1  darstellen, wobei die

Zahlen m,m,,..,m_ eindeutig festgelegt sind. Die Zahlen m ,m,,...,m,  nennt man die

Koordinaten des Vektors X in Bezug auf die Basis B.

Beispiel 2.8: Der Vektor b5 aus Beispiel 2.7 hat die Koordinaten (—2, —11, —3) in Bezug auf die

Basis B=(d,.d,.d,)

Beispiel 2.9: Gegeben sei die Basis B=(d,,d,] des R’ mit 6?1=B] und 52=[?]

Wir suchen die grafische Darstellung von h=2 a+3d, .
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Abbildung 30

weiteres Beispiel:

Koordinaten eines Vektors X bzgl emer
gegebenen Basis

Beispiel

{ﬁl,f/l }Basis von R*

(1 2) sind die Koordinaten von X
bzgl. {ﬁl“«ﬁi}

Die Koordinaten bzgl. einer Basis sind eindeutig.

Einheitsvektoren
> - - n - __
Wir betrachten das Vektorsystem €€, ---,€, €R" mit el_(l’o’o’ s 0)

&,=(0,1,0....,0)

¢ =(0,0,0,...,1)
Dieses Vektorsystem ist linear unabhingig und maximal. Es bildet die natiirliche Basis (auch

kanonische Basis oder Standardbasis genannt, s.0.) des Vektorraumes |R' . Die Vektoren

&, es € werden als Grund- oder Standardeinheitsvektoren bezeichnet.
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Ist a=(a,,a,, ...an)EIRn , so gilt in Bezug auf die Standardbasis:

a=a,-e, +a2~e2+... +an-en

das heil3t, die Koordinaten von d beziiglich der Standardbasis sind genau die

Komponenten von d

Merke:
Es gilt stets:

a e +da,-e; t..+a, e
an 70 70)

0 1 0

=a - 0 g 0 Fomard, @ S
: - 0

R
a,

|

\a, )

L

Die Komponenten ay,..., @, eines Vektors a<R” sind
genau die Koordinaten von d bzgl. der Standardbasis.

Skalarprodukt von Vektoren und Linge eines Vektors

Definition 2.14: Gegeben seien zwei Vektoren des R mit X=(x,X,,...,x,)

und I=(y, ¥, 0,)
Ihr Skalarprodukt wird folgendermallen definiert:
XY= x,y,=x,-y,+ Xy, +.tx,-y,  (in Worten: Multipliziert man
i=1

zwei Vektoren miteinander, so muss man die einzelnen Komponenten
multiplizieren und anschlieffend addieren und erhiilt einen Skalar, also eine Zahl.

Beim Skalarprodukt handelt es sich um eine Abbildung aus R’ in R .)

Definition 2.15: Die Linge eines Vektors X , auch euklidische Norm genannt, ist:

n
1||:=Vi-3=\2 x? . (In Worten: Um die Ldnge eines Vektors X zu berechnen,
i=1

zieht man die Wurzel aus dem Skalarprodukt des Vektors mit sich selbst.)

Zu Skalarprodukt und Norm

Beachte: Das Skalarprodukt zweier Vektoren liefert stets einen Skalar (also eine reelle Zahl) als
Ergebnis.

Sinnlos wire also z.B. (d-b)+¢
1
Zahl Vektor
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~1
3| = 2:(=1)+13+5-8 = —2+3+40 = 41
8

Beispiel:

D = N

)

Bedeutung: Das Skalarprodukt ermdglicht Aussagen tiber Ldangen und Winkel von Vektoren.

Die euklidische Norm von Y c|R" ist definiert als:

||?C||=\/ﬁ=\/xf+xi+...+xi (siche Def. 2.15).
Im R’

| Z ||=\/aZsz = Lénge von X nach Pythagoras.
Analog im R’

X - . . .
Der Vektor ”;—H =H -x hat die Lange 1. Er heil3t normiert.

=i

Zwei Vektoren X,y sind genau dann senkrecht zucinander (orthogonal), wenn X-7=0 ist.

2 0

Beispiel:  |3| - |0| = 2:0+3-:0+0-1 = 0
0 1
T T

in der xy-Ebene auf der z-Achse

Allgemein gilt im |R" die Winkelformel zur Berechnung des von zwei Vektoren eingeschlossenen
Winkels:

- =

Xy

*(X, y)=arccosim—=r .
ISR

Zusammenfassung:

Das Skalarprodukt von Vektoren Bedeutung:
Das Skalarprodukt ermoglicht Aussagen iiber Lingen und

Ein Produkt von Vektoren, das einen Skalar als Ergebnis hat! Winkel von Vektoren.

Es seien:
R C) Die (euklidische) Norm von # « R” ist definiert als
X3 V3 | cooipim (a)
x= v=|""|eR ‘]‘ZITQMQ
: \0)/
\ X n.J/ A\ —r?‘! 3# o0
=Linge von X nach Pythagoras
Xy = W FU T LA, ) b x
" Analog im R,
=3'x -1 eR
2%
=1

%/_/

..Skalarprodukt von ¥ und »* Geometrische Interpretation somit

) Norm = Linge des Vektor(-pfeils).
X+ 7 ist kein Vektor, alsoist zZB. (@-0)+ ¢ ginnlos.

Beispiel Der Vektor m (d.h ﬁ "¥) hat die Linge 1.
Fon— 1\ Er heilit normiert.
dml § |wBefeTirl8i5g
\5/ \ 8 A
=-243+40
-4
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Zwei Vektoren X.) sind genau dann senkrecht
zueinander (orthogonal), wenn ¥V =0 jst.

Bsp.:

;M

m xy-Ebene

0
0
1

}2-0+3-0+0-10

auf z-Achse

Allgemein gilt im R” die Winkelformel:

<)i (x,y) = arccos—————

I*II ||y||

Das Vektorprodukt (Kreuzprodukt) im R

a b,

- 7 3 -

Seien d=|a,| , b= b,| € IR™ . Man definiert das Vektor- oder Kreuzprodukt axb
as by

folgt als einen neuen Vektor:

Merkregel:

Es gilt:

N a,by;—asb, 3
axb a3b1 alb € R
a,b,—a,b
ax|xtb, |=| a;b, —ab,

e

=—axb ,d. h. im Allgemeinen darf man die Faktoren nicht vertauschen;

-

a
h=0 o [Zi, B} linear abhingig;
b steht senkrechtzu & undzu % ;
, b , axb bilden in dieser Reihenfolge ein ,,Rechtssystem* (wie Daumen,
. . Zeigeﬁnger, Mittelfinger der rechten Hand);
[axbll=[|a|-|p|-sinx(a.b)
=Flachedes von d , p aufgespannten Parallelogramms.

STRSTIENIAINS
X X X

Beachte: Das Vektorprodukt existiert nur im  |R?
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Lineare Abbildungen und Matrizen

Die Abbildung / von |R" nach |R" heiBt linear, wenn sie folgende Eigenschaften erfiillt:
(1) f(@+b)=f(@)+f(b) fir alle a,beR"
(2) f(rg)=Af(a) fir alle AER und alle ad€R”
f:R"=R" kann auch mit Hilfe von Matrizen beschrieben werden. Die Bewegung von Vektoren

im |R" , die die Entwicklung einer Population oder Altersklassenentwicklung beschreibt, wird mit

Hilfe von bestimmten Matrizen dargestellt. Die Losungen linearer Gleichungssysteme, die in prak-
tischen Aufgaben oft vorkommen, lassen sich ebenfalls mit Hilfe von Matrizen bestimmen.

Beispiel 2.10: Scherung entlang der x-Achse

Abbildung 31:

£
/‘u —\‘7‘

Ql,
o
R
N
~

rd W, /
ez [4} ///
/. f
/
-1 ) 2

[1]_[1
oo
f ist eine lineare Abbildung, das heifit:

f(@+B)=/(@)+/(F) und
f(c-d)=c-f(d) sind hier erfiillt.
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x+y]

Fiir diese Scherung f gilt allgemein: ./ B}]=l )

X 2 .
€IR™ zu kennen, reicht es,

Um das Bild /' [j}] eines beliebigen Vektors

die Bilder der Vektoren der Standardbasis, also | [ (1)] und l(l)] zu kennen:

1 0 - -
el P
f linear

d
. fm=f(x-51+y'€2)=x-f(€1)+y~f(52) |

Hier: f x]=x_
|V

1 1 +
0] +y l 1 ]= lx y y] (stimmt mit der obigen Formel iiberein).

Diese Bilder, hier l (1) und [ } ] , beschreiben f vollstindig. Man fasst sie zu einer Matrix

1

1 ] = Matrix von f.

!
zusammen: l 0

Allgemein: Matrix einer linearen Abbildung 7:R"—R" :

a, da, .. a,
a_21 a_zz a?" m Zeilen, n Spalten = ,, Typ (m;n)
a' a a alle a, sind reelle Zahlen.
ml m2 mn L
) ) T
Bild von Bild von Bild von
1 0 0
0 1 0
0 0 1

Anwendung von f auf einen Vektor ye&[R" : Produkt der Matrix von f mit dem Vektor X .
1 1|[x 1-x+1- X+

Bsp.: X = 1 X = yi|=|xty

P fly] [0 1]}] [O'X+1'y] l y

a, - a, X, a,x,ta,x,+.+a, x

n
Allgemein: : N R = :
a a X a,; x,ta,, x,+..+a, -x,

ml mn n
Beisoiel: 1 2[[5]_[1-5+2-6]|_[17
DEISpIEL. 3 4]|6] |3:5+4-6 39
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Definition 2.16: Ein System von m -n Zahlen a i=l,..,m und j=1,..,n , geordnetin m

g oo

a, a, .. a,
. Ay Ay .. Qy, : .
Zeilen und n Spalten: . ; : wird als Matrix vom Typ (m; n)
aml amZ amn

oder als mXn- Matrix (gesprochen ,,m Kreuz n*) definiert. a; heillt Element

i

oder Eintrag der i-ten Zeile und j-ten Spalte. Die Zahlen a; heillen Elemente

oder Komponenten der Matrix A. Eine Matrix vom Typ (m; n) hat m Zeilen und n
Spalten. Jede Zeile von 4 ist ein n-dimensionaler Vektor (Zeilenvektor), und jede
Spalte von 4 ist ein m-dimensionaler Spaltenvektor. Die Matrix kann daher als
geordnetes System von m n-dimensionalen Zeilenvektoren bzw. von n m-dimen-
sionalen Spaltenvektoren aufgefasst werden.

Die Elemente a
Matrix A4.

i=1,...,r, r=min (m, n), bilden die Hauptdiagonale der

i

1 4-3 2
Beispiel 2.11: 4= 2 3 0—1| A ist Matrix vom Typ (3, 4). Sie hat drei Zeilenvektoren
-3 4 1 1
51=(1,4,—3»2) R 52=(2,3,0,_1) , Z3=(_3949191) und vier Spaltenvektoren
1 4 -3 2
Sl = 2 9 S2_ 3 9 S3 = O 5 §4= - 1
-3 4 1 1

Die Hauptdiagonale wird von den Elementen 1, 3, 1 gebildet.

Gleichheit von Matrizen:

Definition 2.17: Zwei Matrizen 4=(a,) und B =(b,-j) vom gleichen Typ (m, n) sind gleich,

g

wenn fiir jedes i = 1,....,m und j=1, ..., n gilt: a;=b;

Quadratische Matrix:

Istin A4, » m =n , hat die Matrix also genauso viele Zeilen wie Spalten, so hei3t 4 quadratisch.
Falls m # n, dann hei3t 4 nicht quadratisch.

Sonderformen:

Vektoren sind Sonderformen von Matrizen mit nur einer Spalte oder Zeile. Jeder Zeilenvektor der
Matrix Ag, , 1st eine Matrix vom Typ (1; ). Jeder Spaltenvektor ist eine Matrix vom Typ (m; 1).
Man kann auch von einer Zeilen- bzw. Spalten-Matrix sprechen. Eine Matrix vom Typ (1; 1) nennt
man Punktmatrix. Sie kann als reelle Zahl aufgefasst werden.

Eine quadratische Matrix, deren Elemente aullerhalb der Diagonalen alle Null sind, heillt Diagonal-
matrix.
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D= 0 a,, . :
: 0
0 0 a,,
Gilt in einer Diagonalmatrix a,,=a,,=...=a,,=a , so spricht man auch von einer Skalarmatrix.

Die Skalarmatrix mit @ = 1 heilit Einheitsmatrix und wird mit E bezeichnet:

0 1 -
e :
Lo 0
0 0 1

Die Matrix, deren samtliche Elemente Null sind, heillt Nullmatrix.

Addition von Matrizen; Multiplikation Zahl - Matrix

Diese Operationen werden wie bei Vektoren definiert, d.h. , komponentenweise*.
1 3

-1 0 4 15
25 = =
Bsp lo 2" 7 3] l7 13]

Beachte: Nur Matrizen vom gleichen Typ lassen sich addieren.

5.1-1 5-3+0
5:0+7 5243

+

Ahnlich wie bei den Vektoren ist die Summe der Matrizen
(1) kommutativ: 4 + B=B+ A4
(2) assoziativ: (A+B)+C=A4+(B+ C),undes ist
(3) A+ 0=0+4 =4 (es existiert ein neutrales Element, die Nullmatrix.)

Fiir die Multiplikation von Matrizen mit Skalaren gilt:
r-(A+B)=r-A+r-B
(r+s)A=r-A+s-4
(r-s)-A=r-(s-A)
Fir r=—1 ist (=1)-A=—4
A+(—A)=A—A=0 (Nullmatrix).

Transposition von Matrizen

Definition 2.18: Es sei 4 eine Matrix vom Typ (m; n). Die Matrix 4" vom Typ (n; m), deren k-
te Zeile (k = 1, ... , m) der k-ten Spalte von A entspricht, heillt #ransponierte
Matrix zur Matrix A. (Vertauschen von Zeilen mit Spalten, bzw. Spiegeln an der
Hauptdiagonalen der Matrix.)

T

a; 4 - 4y, a4y - 4y
ay Ay on| _ |92 G - Gy
aml amZ amn aln a2n amn
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Beispiel 2.12:

A= |2 3| vomTyp(3;2) = A= Ll‘ _32 _31] vom Typ (2: 3).

Bemerkung: Durch Transposition eines Zeilenvektors (Marix vom Typ (1; m)) entsteht ein
Spaltenvektor (Typ (m; 1)), und umgekehrt.

Submatrizen

Eine Submatrix (Untermatrix) vom Typ (m—k ; n—p) zur Matrix A vom Typ (m; n) erhélt man da-
durch, dass in 4 k Zeilen und p Spalten weggelassen werden. Die spezielle Submatrix zu 4, die
durch Weglassen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht, wird mit 4; bezeichnet.

Dreiecksmatrizen

Matrizen, bei denen alle Elemente unterhalb [oberhalb] der Hauptdiagonalen gleich Null sind,
heillen obere [untere] Dreiecksmatrizen.

Beispiel:
5 2 -1 7
10 3 1 5 ) )
A= 00 -1 10 obere Dreiecksmatrix.
0O 0 0 42

Rang einer Matrix

Bemerkung: Matrizen stehen in engem Zusammenhang mit linearen Abbildungen, die Vektoren in
andere Vektoren umformen. Lineare Abbildungen — und damit auch die zugehdrigen
Matrizen — lassen sich oft geometrisch deuten. Eigenschaften der linearen Abbildung
spiegeln sich in Kenngroen der zugehorigen Matrix wieder. Eine solche Kenngrof3e
ist der sogenannte Rang.

Er gibt die Dimension des Raumes an, der von allen Bildvektoren unter der Abbildung
gebildet wird. Je nachdem, wie grofl diese Dimension ist, kann die Abbildung einen
sehr unterschiedlichen Charakter annehmen.

Dies wird an zwei gegensitzlichen Beispielen veranschaulicht:
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Zwei Beispiele linearer Abbildungen

f:R*=R® Scherung (vgl. Bsp. 2.10) g:R*—=RR’ Projektion auf die

y-Achse entlang der Hauptdiagonale.
Abbildung 32

1]_[1 [1]_[ o
o glo]7|-1 ]
[0]_[1] o]_[0
Akl 1] _1]
. 11 . Jo o]
Matrix von f': [0 1] Matrix von g: [_1 L
- 1] [0 o 1] _[o]
die Bilder f[O],flll die Bilder glol’gll_
(d.h. die Spaltenvektoren der Matrix von f) (d.h. die Spaltenvektoren der Matrix von g)
sind linear unabhéngig, sind linear abhéngig,
sie spannen die ganze Ebene |R* auf sie liegen auf derselben Geraden durch 0
(auf der y-Achse)
= jeder Vektor tritt als Bild auf = nur die y-Achse ist Bildbereich
(f 1st surjektiv) (g ist nicht surjektiv)
Rang (f)=2 Rang (g)=1
(= Dimension der Ebene) (= Dimension der Geraden)

Definition 2.19: Der Rang einer Matrix A ist die maximale Zahl der linear unabhéngigen
Spaltenvektoren von A. Bezeichnung: »(4).

Es gilt: #(4) ist zugleich auch die maximale Zahl der linear unabhéngigen Zeilenvektoren von A.
(,,Spaltenrang = Zeilenrang*)
r(A) = Rang des Systems der Spaltenvektoren von A.
= Dimension des Bildbereichs der zugehdrigen linearen Abbildung (siehe obiges Bsp.)
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Bemerkung: Der Rang einer Nullmatrix ist 0 (kleinstmdglicher Rang).
Der Rang einer nXn-Einheitsmatrix ist n (grofStmoglicher Rang fiir eine nXn-Matrix).
Ist A vom Typ (m; n), so gilt:
0 < r(4) < min(m; n).

Es gibt eine Reihe von Operationen an Matrizen, die den Rang jeder Matrix unverdndert (invariant)
lassen:

Elementare Operationen

Der Rang einer Matrix bleibt erhalten
(1) nach Anderung der Reihenfolge der Zeilen (oder der Spalten),
(2) nach Multiplikation einer beliebigen Zeile (Spalte) mit einer Zahl ¢ # 0,
(3) nach Hinzufiigen oder Weglassen einer Zeile (Spalte), welche eine
Linearkombination der tibrigen Zeilen (Spalten) ist,
(4) wenn zu einer Zeile (Spalte) eine Linearkombination der iibrigen Zeilen (Spalten)

addiert wird.
Beispiel zu (4):
1 =2 4
A= 1 -1 2
-2 1 =2

Zur Zeile Z; von A wird die Linearkombination (—1)-Z,+3-Z, addiert:

1 -2
A= |1 =1 2
0O 0 O

Die erste und zweite Zeile von A’ sind offensichtlich linear unabhéngig, die dritte Zeile
(Nullzeile) ist linear abhédngig. Somit:

rnA)=r(4") =2
(Methode der Rangbestimmung durch elementare Operationen)

Satz: Jede Matrix ldsst sich mit Hilfe elementarer Operationen in eine obere Dreiecksmatrix
umformen.

Beispiel:

AN
Il
— O N

1
1
2

W N W
S = W

A wird mit elementaren Operationen auf Dreiecksgestalt gebracht:

1. Vertauschen der ersten und der dritten Zeile (Operation (1)) liefert:

1 2 30
A'=10 1 2 1
21 3 5
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2. Das (—2)-fache der ersten Zeile wird zur dritten Zeile addiert (Operation (4)):

1 2 3 0

A7=10 1 2 1

0 -3 -3 5

3. Das 3-fache der zweiten Zeile wird zur dritten addiert (Op. (4)), es entsteht eine
Dreiecksmatrix:

1 2 30
A7=10 1 2 1
0 0 3 8

Satz: Der Rang einer oberen Dreiecksmatrix mit Diagonaleintrigen #0 ist die Anzahl ihrer von
0 verschiedenen Zeilen.

Beachte:
1 1
r| 0 1|=3 (obere Dreiecksmatrix mit Diagonaleintrigen # 0)
100 1
1 1 1 I 11 1
r[0 0O I =r]0 01 1| =2
0 0 1 1 0 0 0O

(Diagonaleintrag 0; ziehe 2. Zeile von dritter Zeile ab)

I 11 I 1 1
rf0 1 1 =r/0 1 1 1| =3
0 00 0 0 0

(Diagonaleintrag 0; Vertauschen der letzten beiden Spalten liefert Dreiecksmatrix mit
Diagonaleintragen # 0)

3 (eine Nullzeile)

S O O =
OO ==
O == =

Beispiel zur Rangbestimmung:

2 6 —4
A= 13 11 1 . HA)=?
—4 —14 1

Wir wenden elementare Zeilenoperationen an und schreiben die entstehenden Matrizen
(ohne die Klammern) untereinander.

Vorgehensweise: Es werden zuerst Nullen in der ersten Spalte, unterhalb der ersten
Zeile erzeugt. Dann Nullen in der zweiten Spalte, unterhalb der zweiten Zeile, usw., bis
eine obere Dreiecksmatrix entstanden ist.
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3011 1

—4 —14 1

1 3 - 3 4
3011 1g_ J+
-4 —14 1 <

1 3 =2

0o 2 7 >+

0o -2 -7 <

1 3 =2

0o 2 7

0 0 0

Dreiecksform, eine Nullzeile, zwei Diagonaleintrige # 0 = der Rang dieser Matrix
(und damit auch der Rang der Ausgangsmatrix) ist 2. (Das Verfahren kann in leicht
abgewandelter Form spédter auch zum Ldsen linearer Gleichungssysteme, zur Berech-
nung von Determinanten und zum Invertieren von Matrizen verwendet werden.)

Determinanten

Es sei 4 eine quadratische Matrix (also vom Typ (n; n)). Die Determinante von A, kurz |4 oder
det A4, ist eine reelle Zahl, die nach gewissen Rechenregeln (siehe spéter) aus den Eintrdgen von 4
berechnet wird.

Schreibweise: l ] Matrix, ‘ ‘ Determinante.

In den Spezialfillen n =2 und n = 3 lauten die Berechnungsformeln:

a bl _

e dl = ad —bc
a b c
d e [ | = aei+bfg+cdh— afh — bdi — ceg
g h i

det A = |A| = | e

Die Determinante einer Matrix vom Typ (n; n) heilit Determinante n-ter Ordnung. Nur quadrati-
schen Matrizen sind Determinanten zugeordnet. Die symbolische Schreibweise der Determinanten
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verlauft nach dem gleichen Schema wie die der Matrizen. Bei der Beschreibung von Teilen der
Determinante werden die bei den Matrizen eingefiihrten Begriffe benutzt.

Subdeterminante / Minor

Gegeben sei die Determinante |A| . Durch Weglassen der i-ten Zeile und j-ten Spalte der Deter-

minante |4| erhalten wir eine Subdeterminante der Ordnung n—1.

Symbol: |A i

Die reelle Zahl ‘Dy| =(-1)"/ ‘A U| nennt man Minor (Adjunkte, algebraisches Komplement) zum

Element 4, in der Determinante \A\ .

Man beachte in dieser Formel den Ausdruck (—1)""/ , da dieser das Vorzeichen der

Subdeterminante bestimmt:

+ -+ -
-+ -+
+ -+ -
- +

- o un

Zur Berechnung der Determinante kann folgende Berechnungsweise angewandt werden:

a) |4|=Y a,| D= > (—l)i”aij A, fur feste j-te Spalte.
i=1 i=1

b) |4|=2 ay D=2 (= 1) al.j’Al.j fir feste i-te Zeile.
Jj=1 Jj=1

Man sagt, die Determinante wird nach einer beliebigen i-ten Zeile oder nach einer beliebigen j-ten
Spalte entwickelt. In den Summen befinden sich die zu diesen Zeilen gehdrenden Subdeterminanten

(Minoren), welche um eine Ordnung niedriger als  |4| sind. Somit lsst sich eine ,,groBe Deter-
minante auf ,,kleinere® (d.h. niedrigerer Ordnung) zuriickfiihren.

Beispiel 2.13: n=3

aa,;,a
‘A| _ 11*%12*%13 - 4 ‘(_1)1+1' a22 a23 +a ‘(_1)1+2. Cl21 a23 +a .(_1)1+3‘ 6121 a22
a,, a,,a 11 12 13
217722723 a a a a a a
. d.-a 32 33 31 33 31 32
31732733

Die Determinante wurde hier nach der 1. Zeile entwickelt und damit auf die bereits bekannten
Determinanten zweiter Ordnung zuriickgefiihrt.
Die Rechenregel fiir n = 2 wird ,, Kreuzregel“ genannt, fiir n = 3 gilt die ,,Sarrus'sche Regel*:
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Ay dp My pdy Ay

4] = azl/zz/zs#% Ay

a a as; dj,

31 A3 Ai

A AypAy3t a1y TA130,503, =0 30,03 =011 Ay305, =00y A3y
Die Berechnung einer Determinante vierter Ordnung wird durch Entwicklung auf Determinanten

dritter Ordnung zuriickgefiihrt. Vorteilhaft ist es, nach solchen Spalten oder Zeilen zu entwickeln,
die die meisten Nullen enthalten, da man dann weniger Determinanten zu berechnen braucht.

Beispiel 2.14:

121 2
01 8 7 | 1807

4| = =(-1)"3 3 1|=3+8+0-21-0-24 = —34
03 3 1 Lo
01 0 1

Rechenregeln;

Es gibt eine Reihe von Operationen, die die Determinante unveréndert lassen oder sie auf einfache
Weise verandern, und mit denen man die Berechnung der Determinante vereinfachen kann:

1. Werden in der Determinante zwei Zeilen oder Spalten vertauscht, so dndert sich das
Vorzeichen der Determinante.

2. Sind in einer Determinante wenigstens zwei Zeilen (Spalten) gleich, so ist die

Determinante gleich Null.

. Enthilt die Determinante eine Nullzeile (Nullspalte), so ist sie gleich Null.

4. Multipliziert man in der Determinante eine Zeile (Spalte) mit einer Zahl k#0, so
erhélt man die k-fache Determinante. (Man kann den gemeinsamen Teiler einer Zeile
oder Spalte vor die Determinante ausklammern.)

5. Ist eine Zeile (Spalte) der Determinante Linearkombination der iibrigen Zeilen
(Spalten), so ist die Determinante gleich Null.

6. Ist die Determinante gleich Null, so ist mindestens eine ihrer Zeilen (Spalten) eine
Linearkombination von iibrigen Zeilen (Spalten).

7. Die Determinante dndert sich nicht, wenn zu einer Zeile (Spalte) eine
Linearkombination von iibrigen Zeilen (Spalten) addiert wird.

8. Wenn die Elemente irgendeiner Zeile (Spalte) die Summen zweier oder mehrerer
Zahlen sind, so lasst sich die Determinante in die Summe zweier oder mehrerer
Determinanten zerlegen, die in der zugehorigen Zeile (Spalte) einzelne Summanden

[98)

a+x b+y c+z a b c X y z
haben: 1 2 3 = 1 2 3|+t (1 2 3
4 1 0 4 1 0 4 1 0

9. Die Determinante einer Dreiecksmatrix ist das Produkt der Hauptdiagonal-Elemente.
10.Die Determinante verandert sich nicht beim Transponieren: | 4|=|4"| .
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Anwendung der Eigenschaften bei der Berechnung von Determinanten

1 2 1 0
. _ 12 3 1 2 g . . o m o~
Beispiel 2.15: |A| 1610 4 4 Da fiir die Zeilenvektoren z; gilt: z,=2Z,+22Z,
0 1 1 1
= |4|=0 .
1 3 7
Beispiel 2.16: ‘A‘ =2 2 > 3 wird aus 3. Zeile ausgeklammert
= 9 15 21 36 '
2 8
1 3 6 7
— 2 2 1 5 .o, =
- |4 = 3 35 7 1 Da zZ,=Z+Z, = ‘A‘:O
2 8 0 3

Beispiel 2.17:

Berechnung der Determinante:

6 1 -1 -4 I 6 -1 —4 I 6 -1 —4
al=| 312 2|l 132 2oy 0-9 3 6
4 2 -1 -6 2 4 -1 -6 2 4 -1 -6
3 0-3 -4 0 3 -3 -4 0 3 -3 —4
1 6 -1 —4
0 -8 1 2
0 3 -3 -4

Folgende Umformungen wurden durchgefiihrt: - Die 1. und 2. Spalte wurden vertauscht.
- Die 1. Zeile wurde von der 2. abgezogen.
- Von der 3. Zeile wurde das Doppelte der 1.
abgezogen.
Nun kann die Determinante durch Entwickeln nach der 1. Spalte optimal berechnet werden:

1 6 —1 —4 9 3 &
4l = (- @72 3 Ol )t -8 1 2
0-8 1 2 s 3 4
0 3 -3 —4
-3 1 2
= (=3)] -8 1 2 |=-30
3 -3 —4
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Satz von Jacobi

Wenn in » Zeilen (Spalten) in einer Determinante n-ter Ordnung insgesamt (n—r) Spalten mit
Nullen besetzt sind, reduziert sich die Determinante auf das Produkt von Determinanten r-ter und »n-
ter Ordnung.

Beispiel 2.18:

1 2 0 0 0
2 3 0 0 0 11 1

A= 4 5 1 1 1]|= ‘ ; i ‘ 1 2 =1 | =(=1)(=3+1-6+1) = 7
2 3 1 2 -1 31 0
1 1 3 1 0

Gegebensei 4, , .DieMatrix 4 heifit regulir, wenn ihre Determinante |4| ungleich Null ist.

Ist ‘A ‘ =0 , dann heilt 4 singuliire Matrix.

Satz: Eine nXn-Matrix 4 ist genau dann reguldr (d.h. also det 4 # 0), wenn 1(A4) = n (maximal
moglicher Rang). (4 singuldr genau dann, wenn r(4) < n.)

Zusammenfassung:
Berechnung von Determinanten vom Format nXn:
wenn n =2: Kreuzregel i 2| = ad —bc
wenn n = 3: Regel von Sarrus
stets moglich: Entwickeln nach einer Zeile oder Spalte
(moglichst eine mit vielen Nullen)
oder:

elementare Umformungen (Regeln 1,4,7) — Dreiecksgestalt
(dann Regel 9 anwenden: Produkt der Hauptdiagonalen)

Geometrische Bedeutung der Determinante

a; 4ap
dy 4y

Im R? : Bis auf das Vorzeichen ist der Fldcheninhalt des von den

~_|a 7_la
Spaltenvektoren a_lan] und 0= a21] aufgespannten Parallelogramms.
12 | 22

F=‘det(5,E)|=|a11a22—a12a21| :

Im R’ :Bis auf das Vorzeichen ist dez(d Z'c’) das Volumen des von 5,5,5 aufgespannten
Spats (Parallelepipeds).
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Matrizenrechnung

f:R"=IR" sei beschrieben durch die Matrix A.

f,:R"=IR” sei beschrieben durch die Matrix B.
Wir schalten nun beide Abbildungen hintereinander und erhalten so eine neue Abbildung f,° f
(erst f, ,dann f, ,beachte die Schreibweise von rechts nach links) von |R” in R? , die
Verkettung von f, und [, :

Abbildung 33

fecfa A

foof, : R"=R” hat eine zugehorige Matrix C vom Typ (p; m). Diese nennt man das Produkt
vonBund 4: B, .4, »=Cim -

Beispiel:
1 0

> 1 , [ RP>R’

Sei  f,:R*>IR? eine lineare Abbildung mit zugehdriger Matrix A=l

1
mit B= ! 2| . Abgebildet werden soll der Vektor 35:[ ;]
1 0

Abbildung 34

L iL ———

3
o o~
et
=,
=

.z

"~y

Pa s = e e e =T
<

+




Es gilt:

1
. -_|1 off2 2 . A 5
i 1 EI S S (R
1 0
$=B-A-%
Ef
SENTRE
2 1 2
1 0
Pl BB
2 2
1 0

Die einzelnen Komponenten berechnen sich also wie folgt:

z)=a, x,tayx, y=byz,+by,z,
Zy=ay X tay X, Vo=by -z, by z,

Zusammengefasst ergibt sich daraus:

yi=by(ay x+ay, x,))+by(ay X, +ay x,)
V,=by(ay - x+ay, x,)+byy(ay X, +ay, x,)

Durch Umsortieren erhdlt man daraus die Komponenten der Matrix C:
Cii Ci2
=0y ay +byyay ) x+(bya,+byay) x,
Y2=(by0a,+byyay, ) X, +(by a0y ay) X,
Ca1 C22

=B 4%=C-%
bll

Also: by, o |4n 4| _ byay,+byay byaytbyay
by by ay; Ay byra +byray byrap+byay,

Das Produkt zweier Matrizen wird berechnet, indem alle modglichen Skalarprodukte ,,Zeile der

ersten Matrix - Spalte der zweiten Matrix* ausgerechnet und in die Ergebnismatrix eingetragen

werden. Das Produkt existiert nur dann, wenn die erste Matrix soviele Spalten hat wie die zweite

Matrix Zeilen.

Definition 2.20: Das Produkt von zwei multiplizierbaren Matrizen A, » und By, , ist eine Matrix

C vom Typ (m, p) mit den Elementen ;= > aikbkj;i=1 seom =1, p .
k=1

Symbolisch: C=4-B

68



b

11 12

b

X _ a 11 a
Es seien: A= b Cen=Ap2 - Boy

a

12] und B=

21 Y9

21 22

Dannist: C=

ay by tayy by a,btay, by, Gy €

a,;by ta, b, all'b12+a12'b22]=[011 012]

Man sagt, dass die Matrix B von links mit 4 oder die Matrix 4 von rechts mit B multipliziert wird.

Eigenschaften des Matrixproduktes

(1) AB) C=4(BC) (Assoziativitdt)
(2) im Allgemeinen ist AB # BA (nicht kommutativ — mit Ausnahmen)
3)04=40=0;AE=FEA=A4 (falls Multiplizierbarkeit gegeben)

(4)(A+B)YC=AC+BC;C(A+B)=CA+CB (Distributivitit)

Aus 4 - B =0 ldsst sich bei Matrizen — anders als bei Zahlen — nicht folgern, dass 4 =0 oder B=0
gelten muss, da die Nullmatrix z.B. auch aus dem folgenden Produkt resultieren kann:

ol M

Beispiel 2.18:

3
1 2 3 2 -1 2 3 1
A= 0 2l , B=|3 21, C = 9 4 und r=—§ )
-1 -2 0 0 1 3 2
0 1

Esgilt: B=C ;A #B; A #C. A und B sind nicht vom gleichen Typ.
Die Summen (Differenzen) A + B, A — B, A+ C, A — C existieren nicht.

4 -2 00
B+C=|6 41 ; B—C=|0 0| =0.
0 2 0 0

1 3 1

—= — 1 = — 1 =

2 2 2

Multiplikation mit einer Zahl: r-A= —% 0 -1 r-B=| — % -1
1 1

= 1 0 0 —=

2 2

Produkt von Matrizen: 4 und B sind multiplizierbar, da 43 und B, .
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8 6
A-B=| 6 —1| = A-C , B-Aexistiert nicht, da B, und Ag;).
-8 -3
C - 4 existiert IliCht, da C(3,2) und A(3,3)'
C-Bund B- C existieren nicht, da B3, und Cgp).

Definition 2.21: Gilt fiir eine quadratische Matrix 4 = A" (also ai = a), so heiit A symmetrisch.
Die Hauptdiagonale ist die Symmetrieachse.

Transposition des Produktes von Matrizen

Fiir die Transposition des Produktes von Matrizen A4, » und By, ) gilt (4 - B)' = B"- A" (Man
beachte die Vertauschung!)

A und A" sind multiplizierbar. Das Produkt 4 - A" ist eine symmetrische Matrix (sogenanntes
Gramsches Produkt), da nach obiger Bemerkung gilt: (4" - A)'=A4" - A"™"=4"- 4.

1 x
o _ ' r_|1 1 1
Beispiel 2.20: Gegeben: X =|1 x,| ; X
1 x, ’

I 1 1
X

Gesucht: X "x =[
1 Xy X3

—
[—y

= =
(08 —_
M=,
Ra

M= i]M-
= =
X, S

Il
—_
—

I
—_

Operationen mit Submatrizen

Werden Matrizen in Submatrizen aufgeteilt, so gelten fiir die aufgeteilten Matrizen die gleichen
Operationen. Sobald diese Operationen erlaubt sind, werden sie statt mit Elementen mit Sub-
matrizen ausgefiihrt.

Produkt einer Matrix mit einem Vektor

Eine spezielle Form des Matrizenproduktes ist das Produkt einer Matrix A4 (., , mit einem

(n; 1)-Spaltenvektor X=(x,x,, .‘.xn)T . Als Ergebnis erhélt man einen (m; 1)-Spaltenvektor

- T
Y=y, Yy ¥,)

ay  ap Ayp X )2

a a a X

21 22 2 . —_ y - n - m m n
! 2l =172 *eR"; yeR" ; 4eR"xR

aml amZ amn xn ym

zB.: y,=la, x+a,x,+..+a,, x)

Symbolisch: 4.X=3: A4:R"->R"
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Anwendungsbeispiel Walddynamik

Die Altersstruktur eines Waldes zum Zeitpunkt ¢ wird beschrieben durch den Altersklassenvektor:

a, Flache mit Baumen der 1. Altersklasse
a,| _ der 2. Altersklasse
a, dern. Altersklasse

a,€R"  (n=Anzahl der aufeinanderfolgenden Altersklassen)

Zeitliche Fortschreibung: lineare Abbildung: R"—IR" .

Essei p,, der Anteil der Fliche der j-ten Altersklasse, der in die k-te Altersklasse libergeht.
z.B.: p3,4=0=7

P3,=03 , d.h. 30% des Bestandes der Altersklasse 3 werden gefallt und

die Flachen sofort neu aufgeforstet (— Altersklasse 1)
Ps,=0  fiir alle iibrigen £.

Py P 7 Pia )
P:=| ,Altersklassen-Ubergangs-Matrix*
pn,l pn,Z pn,n
Dann gilt: «,, ,=P"-d,
a’, P Pa1 Pz a, Piia,t Py atpsa;
alsoim Fallen=3: |a’, Pip Py P3p| ° |92 = Pi2a,tPra,t psya;
a ; Piz Pz P33 as Pi3a,tPyza,t psysa;

Da Béume in ihrem Alterungsprozess weder innehalten, noch Altersklassen iiberspringen oder
jiinger werden konnen, gilt:

p:.:=0

p; ;=0 fir j>i+1 und fur j<i, j#1.
Somit vereinfacht sich der dreidimensionale Fall zu:

a Py P P3a a, Piia,tpya,tp;a;
a ,| = | P2 0 0 4] = Pipa,
a ; 0 p,; O as Pr3a,

P beschreibt eine Durchforstungsstrategie.

Wird zwischen Zeitpunkt ¢ und ¢+ 1 die Strategie P angewandt
und zwischen Zeitpunkt 7+ 1 und ¢+ 2 die Strategie Q,
so ergibt sich insgesamt:

a;,=0"a;,=0"(P"-a,)=(0"-P")-a,=(P-Q) -q,
Das Matrizenprodukt P - Q entspricht der Nacheinanderanwendung der Durchforstungsstrategien.
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Ist die Strategie in jedem Zeitschritt gleich, so gilt:

@ = Pha’,
= pl.pl., ,
PP

T pT -
.P .at_3

-
t—

(P T)l'go
(Beachte: T: Transposition; #: Potenz der Matrix P” | d. h. t-faches
Produkt mit sich selbst)

Konvergenz auf eine stabile Altersklassenverteilung wiirde heiflen:

lim (P")"d, = a (dazu spéter mehr).

t— o
Das Produkt einer Matrix mit einem Spaltenvektor stellt eine lineare Abbildung von |R" in |R"

dar; ihre Eigenschaften (Injektivitdt, Surjektivitdt, etc.) bestimmt die Matrix 4. Wenn 7 gegeben
ist, stellt das Produkt ein lineares Gleichungssystem von m Gleichungen (Zeilen) mit » Unbekann-

ten x; (den Spalten zugeordnet) dar.
Wenn es genauso viele Zeilen wie Spalten gibt (m = n) und \A|¢O , S0 ist 7(4) = m, und das
Produkt stellt eine bijektive Abbildung von |R" in sich dar. Erst dann existiert auch die inverse

Abbildung mit der zugehdrigen Matrix 47" mit =43 . Im Weiteren wird nach 4"
gesucht.

Inverse Matrix

Definition 2.22: Eine Matrix B hei3t inverse Matrix zu einer Matrix 4, wenn gilt:
A-B=B-A=E .

1

Symbolisch: B=4"' : 4 ' 4=4-4"'=E

Damit die inverse Matrix zu 4 existiert, muss insbesondere 4 eine quadratische Matrix sein (also

genauso viele Zeilen wie Spalten haben).

Aus Definition 2.22 folgt: Falls B inverse Matrix zu 4 ist, ist auch 4 inverse Matrix zu B, d.h.
(A7) '=4

Aus dem Zusammenhang zwischen Matrizen und linearen Abbildungen folgt:

1

Fiir die Existenz von 4" ist notwendig und hinreichend, dass 4 reguldr ist (|A|#0)
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Wann existiert 4712

A Matrix vom Typ (72, 1)
entsprechende lin. Abb. £ R* - R~

wann existiert die inverse Abbildung -1 ?

Wenn f byektiv, d.h
[ imektiv ... nicht:

und
f sugektiv ...... nicht:

= fle) .....f(e,) spannen ganz R” auf

j’; zmlf(él)—i_"'—i_mnf(gn)
.’ml\

=f(me+...+me )= ]

1

Y

SrA)=n=detA=0

A reguléir

Adjungierte Matrix

(d.h. durch den zu a; gehdrenden

Ersetzt man in einer Matrix 4 jedes Element a; durch ’D,j

Minor (Adjunkt) ) und transponiert man die Matrix, so erhilt man die sogenannte adjungierte
Matrix zu A (Vorzeichen beachten!).

10102 |2 ]
Symbolisch: 4., = ‘1):12‘ |D:22‘ ‘D"Z
.|D1n D2n ‘Dnn ]

Der Sinn der Einfithrung von A4 ., ergibt sich aus:
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1 9 ap, -‘DIIHDZI‘ ,‘Dnl
A-A,,= dy Ay s ‘D12||D22 ‘DnZ
anl a”2 a"l” ‘D.ln l).Zn ‘Dnn
|4 0 0 0 1 0 0 0
O |4 =t _yy.]0 1 IR R
: .0 ‘A‘ ad
0 0 |4 0 0 1

Zusammenfassung der Schritte:
1
A—A,—A A, =Skalarmatrix — M'A'Aad=E , somit:

11
A 1=|Z"Aad (Berechnungsformel fir 47" ).

1 0 O
Beispiel 2.21: Gegebenist: 4=|3 1 0| , gesucht wird 4~ la|l=1 - 347
0 3 1
1ol |o o 0 0
3 1 3 1 1 0 . 0 0
=1 _‘30‘ ‘10‘_‘10 N P
1 0 1 01 30 o 3 1
3 1] |10 10
0 3 0 3 3 1
. 1 0 0 1 0 0 1 0 O
Kontrolle: 4-4 =|3 1 0||-3 1 0=|0 1 O
0 3 1 9 -3 1 0 0 1

1

Zur Berechnung von 4 ist die Formel bei groBeren Matrizen meist zu aufwindig. Es ldsst sich

aber vorteilhaft obige Bemerkung heranziehen, die besagt, dass fiir aufgeteilte Matrizen die gleichen
Operationen gelten: Zur quadratischen Matrix A, , fligen wir eine (n, n)-Einheitsmatrix wie folgt
ein:

ap Ay - 4y, 1 0 0
M=[A|E]= a-zl a.22 . Ay, 0 1 0
a, a,, .. a, 0 . 1
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1

Multiplizieren wir M mit 4~ von links, ergibt sich: 4™ M=[4""4 | 4 “E|=[E | 4]

-1
Nach dem Vergleich von [4 | E] mit [E | 4 '] ist ersichtlich, dass nach Umformung von M mit
elementaren Operationen die Submatrix aus den ersten n Spalten in die Einheitsmatrix und schlie3-

lich die Submatrix aus den letzten n Spalten in die Inverse 4 ' iibergeht.

1 00
Beispiel 2.22: Gesucht wird 4~' zur Matrix 4 nach obigem Schema: 4A=[3 1 0
0 3 1
1 001 0O
Das Schemaist {3 1 0} 0 1 0| mit Z,—-3Z, und Z;—3Z,
0 3 110 0 1
1 00 1 0 0 1 0
= 01 0;-3 1 0o = 4"=|[-3 1 0
0 0 1 9 -3 1 9 -3 1

Weitere Anwendungen der Matrizenrechnung

Koordinatentransformation
Es seien U und V jeweils eine Basis des |R" .

Die Matrix des Basiswechsels von U nach V enthilt in ihren Spalten die Koordinaten der Basis-
vektoren aus U beziiglich der neuen Basis V.

ap o a4y, uy=ayvit+..+a,v,
My «U) = | : : :
a, - a,, u,=a,,v,+..+a,v,

Beispiel: U = Standardbasis = [e”l,é’z]

-2 1

3 3 - _[1|_=2]-1
woeo- |33 e a2

3 3



Dann gilt:
1. Die Koordinaten eines Vektors

X beziiglich der neuen Basis V ergeben sich aus
denen beziiglich U gemil:

(E)y =My <U) - (X

Beispiel: 37:[ 3] (%)y (U= Standardbasis),

3 —1 : 2
l3] = l 2 ] — neue Koordinaten von X

2. Die Matrix des umgekehrten Basiswechsels ist:
MU V=MV «U)"!

-1

-2
Beispiel: :;
3

W= W=

T

Koordinaten von g Z beziiglich Standardbasis U.

3. Die Hintereinanderschaltung zweier Koordinatentransformationen verlauft gemaf:

MW —Uy=MW <V) - M(V «<U)
(Matrizenprodukt)

Lineare Gleichungssysteme (LGS)

Definition 2.23: Das Gleichungssystem 4-%=p : YeR": beR" ;A vom Typ (m;n),

komponentenweise aufgeschrieben:

a, x,ta,x,*.+a x =b

n 1

a, x,ta,,x,+..+a, x =b,

a .x.+a .x,+..+a x =b
ml7™1 m27"2 mn~"n m

heiit System von m linearen Gleichungen mit » Unbekannten. Die Zahlen a; € R,
i=1,..,m; j=1, .., n heillen die Koeffizienten des Systems.

Die Zahlen b; €R heillen absolute Glieder (zusammen: rechte Seite) des Systems.

Ist b;=0firalle i =1, ..., m, so heif}t das Gleichungssystem homogen;

gibt es mindestens ein b; # 0, dann heil}t es inhomogen (nicht homogen).

76



ay, ayy,
4= %2 Aap - :
=l : Koeffizientenmatrix,
am 1 amn
ay, dap a, b,
a a e a b . . . .
A4,.,=| "2 "2 T 2| heiBt die erweiterte Matrix des Systems.
aml amZ amn bm

Die Symbole x; heiBen Unbekannte des Systems.

Definition 2.24: Ein geordnetes n-Tupel (u,,uy,...,u,) | u,€R | heilit Losung des Systems,

wenn es nach Einsetzen fiir ¥ das Gleichungssystem erfiillt. Hat das System

mindestens eine Losung, heilit es 16sbares System (konsistentes Gleichungs
system), andernfalls heif3t es unlosbares Gleichungssystem (inkonsistentes GS).
Zwei Gleichungssysteme, die die gleiche Losung besitzen, heillen dquivalent.

Obiges Gleichungssystem zu l0sen, hei3it, alle Losungen (die allgemeine Losung) dieses Systems zu
bestimmen. Fiir jedes lineare Gleichungssystem trifft genau einer der folgenden drei Félle zu:

(1) das System hat genau eine Losung,

(2) das System hat unendlich viele Losungen,

(3) das System hat keine Losung.

x,+x,=5
2x,+x,=7

x,=3 :esgilt2+3=5, 2-2+3 =7, es gibt keine weiteren Zahlenkombinationen,
die beide Gleichungen zugleich erfiillen.

Beispiel 2.23: Das LGS

_ -_|2
] hat genau eine Losung: x=l3] ,also ¥, =2,

x,+x,=5
2x,+2x,=7
widersprechen sich, sind ,,inkonsistent.

Beispiel 2.24: Das LGS

] hat keine Losung: Die beiden Gleichungen

xX,+x,=5

ispiel 2.25:
Beispiel 2.25: Das LGS 2x,4+2x,=10

} hat unendlich viele Losungen, die alle von der Gestalt

x=

al sind( a€eR ),dh. x;=5—a und x,=a .

Satz von Frobenius:

Das System 4-¥=5b von m Gleichungen mit n Unbekannten hat genau dann Lisungen, wenn

der Rang der Matrix A und der Rang der erweiterten Matrix A, gleich sind.
r(d4)=r(4, ) .AuBerdem gilt:
(1)Ist r(A)=r(A, )=n | hatdas System genau eine Losung.

77



erw

(2)Ist r(A)=r(A,)<n | hatdas System unendlich viele Losungen, wobei n—r(4) Unbekannte

beliebig gewidhlt werden konnen. Es ist nur darauf zu achten, dass diese

Wabhl nicht im Widerspruch zum Gleichungssystem steht.
(3)Ist r(A)#r(A,,) ,sohatdas System keine Losung.

Anwendung auf obige Beispiele:

=

. 1 1
p 23. A= ,
Beispiel 2.23 lz 1 ]

x —
=l 1] gesucht, b=l5] , somit
X, 7
AWW:B i ;] ,undesist 7(4)=r(4,,)=2=n
= es gibt genau eine Losung.

. 1 1 1 1 5
. : A= ) Aerw= 4
Beispiel 2.24 [ 5 2] l 5 5 7]
r(d)=1, r(4,,)=2
= es gibt keine Losung.

2 2 2 2 10

Beispiel 2.25: A=[1 1] , Aw:ll 1 5] ’
r(4)=r(4,,)=1 (zweite Zeile ist Vielfaches der ersten),

1<n=2

= es gibt unendlich viele Lésungen und 2 — 1 = eine Unbekannte kann
beliebig gewahlt werden (z.B. x,=a ,dann muss x,=5—a sein).

Zusammenhang mit linearen Abbildungen, Herleitung des Frobeniussatzes:

A-%=b , % unbekannt, ist gleichbedeutend mit f(}g’):E , wenn f die zu 4
gehorige lineare Abbildung  f:R"->R" , f(X)=A4-% ist.

Dann gilt:

Es existiert keine Losung < b liegt nicht im Bildbereich von f

& b istnicht als Linearkombination der Spalten von 4
darstellbar

o r(A)<r(d)
Es existiert (mindestens) eirl? Losung < b liegt im Bildbereich von f
. < b ist Linearkombination der Spalten von 4
o r(d)=r(d,) .
2 Unterfille:

r(A)<n < die Spalten von 4 sind lin. abhiingig
< es gibt mehrere (und dann sogar
unendlich viele) Darstellungen von

E als Linearkombination der
Spalten von 4.

< es existieren unendlich viele
Losungen.
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r(A)=n < die Spalten von 4 sind linear
unabhéngig
< es existiert nur eine Losung.

Aus dem bisher Gesagten folgt, dass ein homogenes Gleichungssystem (25 =0) immer l6sbar
ist, da die triviale Losung x =0, x,=0, ..., x =0 immer existiert.
Aus dem Frobeniussatz folgt: Ist 4 eine (n, n)-Matrix, dann hat ein homogenes Gleichungssystem

eine nichttriviale Losung genau dann, wenn |A ‘ =0 (wenn also 4 nicht regulir ist, also nicht
den maximal moglichen Rang hat).

Beispiel fiir ein homogenes LGS:
+x,=0
XpT X, A=113Aerw=110
2x,+2x,=0 2 2 2 20
Triviale Lésung: x,=x,=0 . r(A)=1<n=2
1 1
=1-2—-1-2=0
2 2

= es gibt nichttriviale Losungen.

auch: det 4 = |4|=

Allgemeine Losung: Setze z.B. x, = p.

x =[ _pp ] PER st die allgemeine Losung des homogenen

Systems.

Beachte: Die allgemeine Losung des inhomogenen Systems

x1+x2=5 - 5—p > 5 —p
) s W HE
7 T
spezielle allgemeine
Losung des Losung des
inhomogenen  homogenen
Systems Systems

Kennt man die allgemeine Losung des zum System A-%=5 zugehdrigen homogenen Systems

-

A%=0 und eine spezielle Losung X, des urspriinglichen Systems, d.h. A4 X 1=Z , SO ist

y=X+X, allgemeine Losung des urspriinglichen (inhomogenen) Systems. Denn es ist fiir

-

¥ und X, : A%=0 und A¥,=b .

-

Durch Addition ergibt sich: A¥+AX,=b+0

A(F+%,)=b

l
'
<

]
S
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Losungsyerhiltnisse des homogenen Gleichungssystems (m = n)

A sei eine (n, n)-Matrix. Das homogene Gleichungssystem 4%=0 hat nur dann eine nichttriviale

Losung, wenn | 4 | = 0. Es gibt dann unendlich viele Losungen X , und diese Losungen bilden
einen Teilraum, ndmlich die Linearkombinationen dieser Losungen (s. Bsp. 2.27).

Methoden zur Lisung von linearen Gleichungssystemen
Ubersicht

1. ,naive* Verfahren (Einsetzen, Gleichsetzen) — nur bei kleinen LGS sinnvoll

2. GauB-Jordan'sches Eliminationsverfahren
Vorteil: klappt immer; auf dem Rechner sehr effizient
Nachteil: eventuell lingere Umformung, Briiche

3. Cramersche Regel
benutzt Determinanten
Vorteil: Losungsformel in einem Schritt

Nachteil: geht nur bei »(4)=n (eindeutige Losung),
Determinantenberechnung aufwéndig bei grofen LGS.

4. Matrixinvertierung

man benétigt die Kenntnis der inversen Matrix 4~

A-%=b © ¥=A4 b
Vorteil: 4~' eventuell noch anderweitig verwendbar
Nachteil: geht nur bei r(4)=n

A" aufwindig zu berechnen.

GauBsches Eliminationsverfahren

Bei diesem Verfahren wird die erweiterte Matrix 4,,, des Systems mit Hilfe elementarer Opera-

erw

tionen auf Dreiecksgestalt gebracht. Man erhélt so eine Matrix, die dem umgeformten Gleichungs-
system entspricht. Aus dieser Matrix berechnet man den Rang der Matrix des Systems und den
Rang der erweiterten Matrix, wodurch die Frage nach der Losbarkeit des Systems beantwortet wird.
Wenn die Losung existiert, ldsst sie sich aus dem dreieckformigen System auch leichter bestimmen.

Beispiel 2.26: Losen Sie das Gleichungssystem:

x1—2x2+x3 = 0
3x1—5x2—2x3= -3

Tx,—3x,+ X, = 16
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1 -2 1 0
Die zugehorige erweiterte Matrix ist: 4_=[ 3 -5 -2 |-3
7 =3 1] 16

1 =2 1 0
Durch elementare Umformungen erhélt man: | 0 1 -5 -3 - r(d)=r(4,)=3
0 0 49| 49

Da n=r(4)=r(A4,) , hat das Gleichungssystem nach dem Satz von Frobenius genau eine

erw

Losung.
Esist: x,—2x, + X, = 0
x, — S5x; = -3
49 x, = 49

Nach Elimination erhdlt man: x,=1, x,=2, x;=3 | 50 dass die Losung lautet: X=

— N W

Beispiel 2.27: Losen Sie das Gleichungssystem: 2x,—4x,+5x,+ 3x, =0

3x,—6x,+4x,+ 2x, =0
4x—-8x,+17x,+11x, =0 |
Das System ist homogen, die triviale Losung x,=0, ..., x,=0 |

Die erweiterte Matrix des Systems ist:
2 -4 5 3]0 2 —4
A =3 -6 4 2 0| = |0 0
4 =8 17 11]0 0 0

S 3 D
S D W

0
0
0

r(d)=r(4,)=2; n=4 — r(A4,)<n = Das System hat nach

erw

Frobenius unendlich viele Losungen. n—r(A4)=2 Parameter konnen

frei gewdhlt werden, z.B. x;,x, . Die Parameter X;,X, konnen nicht
beide gleichzeitig frei gewdhlt werden, da laut Gleichungssystem (siekhe
Dreiecksform) gilt:  7x;+5x,=0

5 7
Wahl: - X, =p; %,=¢ = x;=5¢—7p; x=;p-7q .

Also lautet die Losung: X=| 5¢—>p . peR, geR .
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GauB3-Jordan-Methode der vollstandigen Elimination

Hier wird die Matrix 4 eines Gleichungssystems vom Typ (m, n), m > n, mit Hilfe von elementaren
Operationen auf die Diagonalform gebracht, so dass alle Elemente in den ersten m Spalten (aufler
den Diagonalelementen) gleich Null sind und in der Hauptdiagonale die Werte 1 stehen. Werden

diese Operationen gleichzeitig am Vektor 5 (also an der erweiterten Matrix 4, ) durchgefiihrt,

so wird dieser dadurch in den gesuchten Losungsvektor transformiert. Da dieses Verfahren oft in
der linearen Optimierung (Betriebswirtschaftslehre) angewandt wird, soll ein Schritt an einer allge-
meinen Matrix gezeigt werden.

ayy s ay, b,
Es set: AWW_ arl ars arn br
aml ams amn bm

Der Jordansche Eliminationsschritt wird mit dem Element a,, mit »=1, ..., m und s =1,..., n wie
folgt ausgefiihrt:

(1) Man dividiert die r-te Zeile (Schliisselzeile) durch das Schliisselelement a,, (Pivot).
(2) Die so erhaltene Zeile wird die neue r-te Zeile der Matrix.

(3) Von der i-ten Zeile der Matrix A4, ,i#7 , subtrahiert man die neue, mit dem

Element a;; multiplizierte r-te Zeile, und dies fiir alle i#r .

So ergibt sich die reduzierte Matrix:

a, .. 0 .. a bl
a, .. 1 .. a, b,
a,, -. 0 .. a,, b,

Der Jordansche Schritt beinhaltet die systematisch geordneten elementaren Operationen der
Matrizen

[A] b 1=[E| % ]

Beispiel 2.28:

Losen Sie das folgende Gleichungssystem:

2x1+ X,+ x; = 2
x,+ 3x,+ X, = 5
X+ x,+ 5x3 = -7

2x1+ 3x2— 3x3 = 14
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Losung: Vertauschen Sie die erste und dritte Zeile:

(1 1 5|7
1 3 1 5 . .
A, - ) 1 ) ) ; Wahl des Schliisselelements a;; = 1 (Pivot)
| 2 3 -3 | 14
L3 3| e
i dazy=z3+z, — 0 2 —4 12
0 -1 -9 16 0 -1 -9 16
0 1 —13] 28
1 0 7 —13
Wabhl des Pivots a,, — |0 1 -2 6
0 0 —11 22
1 0 0 1
Wahl des Pivots a;; — [0 1
0 0 -1 2

5ET=(x1 ,X%,,%,)=(1,2,—2) ist die eindeutige Losung.

weiteres Beispiel:
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Invertieren von Matrizen (vgl. Bsp. 2.22):

Beispiel:

Eine weitere Losungsmethode fiir lineare Gleichungen mit mehreren Unbekannten arbeitet mit der
Determinante.

Als Beispiel: Gegeben ist das lineare Gleichungssystem
ay X ta,x,=b, "y
ay Xt ayx,=b, (=a,,)

Multipliziert man die erste Gleichung mit a,, und die zweite mit —a,, , so ergibt sich nach
Addition der beiden Gleichungen:

a,a,x,—a, a,x,=b-a,—b,a, . ( x wurdehiereliminiert.)
b1a21_b2a11 _D

a,d,—a,;a, D a,d,—a;,d,

2 alle_aZIbl

Fir x, folgt: x,=

Es zeigt sich, dass Zdhler (D) und Nenner (D) hier Determinanten sind:

all bl

a. b

21 2

a a
— 11 12| e . _ . et = . p— .
D= =4a,,"d,—a,a,, DZ a, bz a, bl

21 22
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Beispiel 2.29: 5x—-3x,=24 x ,x,eR

—2x+ x,=9 x,,%,€R

24 -3
R | R o o 2 A
! s 3| 51-(3)(-2)  5-6
21
‘ 5 24‘
2 9 94—
o _ 59-24(=2) _ 45448 _
: 5 -3 51—(=3)(-2) 5-6
—2 1

Diese Vorgehensweise ldsst sich mit mehr oder weniger groem Rechenaufwand auf komplexere
Systeme (n > 2) verallgemeinern.

Allgemein gilt:

Das lineare Gleichungssystem von n Gleichungen mit » Unbekannten hat genau eine Losung, wenn
die Determinante des Systems, | 4 |, von Null verschiedenist (|4 | # 0).

Diese Losung ldsst sich errechnen gemal: xk=|—k| k=1,..,n .

4]

| 4 | entsteht aus | 4 |, indem die k-te Spalte in | 4 | durch die rechte Seite des Systems, 5
(absolute Glieder), ersetzt wird.

Zur Herleitung der Cramerschen Regel:

A-¥=b seigegeben; A sei(n, n)-Matrix, 3eR' , beR’ .

1

Multipliziert man A4 ¥=b von links mit 4~ , erhdlt man wegen A ' AT=E7=%

[ |- R oM R I Z R D,
x =4 b= m'Aad'b = |—| N S I A m i :
‘DI" |D2"| |D"" b Zbi ‘Din

Hieraus folgt fiir die j-te Komponente von X :

Dl.j‘ , wobel hier
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4y b, v
! b A,
Y b ’Dij= a.21 a?z 2 a?n = ‘Aj‘ ; es ist also x.=’—f‘
i=1 : : : : J ‘A|
anl anZ bn ann
Beispiel 2.30:
Ldosen Sie das folgende Gleichungssystem mit Hilfe der Cramerschen Regel:
x,—2x,+ x;= 0
Tx,—3x,+ x,= 16
3x,—5x,—2x, =-3
1 -2 1 0 -2 1 1 0 1
lal=] 7 =3 1 |=—49 ‘AJ: 16 -3 1|=—147 \A2\=7 16  1/=—98
3 -5 =2 -3 =5 =2 3 -3 =2
1 =2 0
[4,]=7 =3 16|=—49
3 -5 =3
—14 —98 —4
Nach der Cramerschen Regel ist: xl=797=3 , x2=_—4919=2 , x3=_—4§=1

Ubersicht; Anwendungen der Matrizenrechnung

1. Matrix einer linearen Abbildung f:R,—R,

all e al
MV «U)=

Spalten = Koordinatenvektoren der alten Basisvektoren bzgl. der neuen Basis,
also (#,)y,....(i,), .
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3. Altersklassen-Ubergangsmatrix eines Bestandes / einer Population P=(p ,j)
Eintriige = Ubergangskoeffizienten von Altersklasse i in Altersklasse ;.

4. Matrix 4 und erweiterte Matrix 4,,, eines linearen Gleichungssystems (LGS)
m Gleichungen
n Unbekannte

a, x,ta,x,+*..+a x, =b

a,, X, ta,, x,+..+a, x, =b,

a .x,+a .x,+..+a x =b
ml™1 m2772 mn~"n m

A ist vom Typ (m, n): m Zeilen
n Spalten

Lineare Abbildungen und ihre Eigenschaften

A sei eine (n, n)-Matrix und X ein (n, 1)-Spaltenvektor. Dann ergibt das Produkt A4-X wieder
einen (n, 1)-Spaltenvektor. Wie schon erwéhnt wurde, stellt AX=Y eine lineare Abbildung von

R" in R" dar.

Im Folgenden sollen einige Eigenschaften solcher linearer Abbildungen deutlich gemacht werden —

wegen der besseren Anschaulichkeit in R (n=2).

Beispiel 2.31:
cos¢p —sin¢

sin ¢ cos ¢
0<¢<m . Esist leicht zu iiberpriifen, dass die Abbildung AX=y eine Drehung der Vektoren

fiir einen festen Wert ¢pmit

Gegeben sei eine Matrix 4 der speziellen Form 4 = l

X um den Winkel ¢ um den Nullpunkt des Koordinatensystems darstellt. Die Einheitsvektoren

l 1 ] und l(l)] werden wie folgt abgebildet:

0
4. 1|_|cos ¢ —sin¢ | |1 —|cosp| . A,l0]= —sin ¢
0| [sin¢ cosp| |0 singp | 1 cos ¢

(Bilder = Spalten der Matrix A).
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Abbildung 35 Abbildung 36

, cose
o
- A [1 :1- !2

S e wm e = o

Das heiBt, diese Einheitsvektoren (und damit auch alle anderen ¥€|R® ) werden um den Winkel ¢
gedreht. Man nennt 4 eine Drehungsmatrix.

Beispiel 2.32:

Gegebensei A= 8 ;\)] mit einem festen Wert A # 0.

Die folgende Abbildung 4 X=

A O A
}. Yil=[ YT streckt alle Vektoren ¥ auf
0 Allx, Ax,

A-fache Linge in gleicher Richtung. Beachte: Nur ein Parameter A kommt in der Matrix vor. (Fiir
|2\|<1 ergibt sich eine Stauchung). Dies ist die sogenannte dquiforme Abbildung. Parallelitit
und die GroBe aller Winkel bleiben erhalten. Anwendung: Baumschaftformwachstum (4bb. 37, 38).

Abbildung 37 Abbildung 38
AY
A\
a’ Ao ()
A
a b .
o(x)
B Bﬁ x
0 >
4 2
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Beispiel 2.37:

A O
Gegeben sei die Matrix A= 01 N ] mit zwei festen Werten A, #A, A, A,#0 .
Bei dieser Abbildung erfahren lediglich Vektoren der Form X, =lg und X,= g] a,beR,

nur eine Streckung! Alle iibrigen Vektoren lg] mit a, b # 0 werden gestreckt und gedreht, da
die Streckfaktoren A, fiir die x-Richtungund A, fiir die y-Richtung unterschiedlich groB3 sind:

A O a] Aja
1. 1= iehe Abbi .
[ 0 Az] [b lAzb (siehe Abbildung 39)

Man spricht von einer zentroaffinen Abbildung. In der forstlichen Praxis spielt sie eine grof3e
Rolle. Anwendung: Wachstum der Schaftform bei Bdumen, Statistik!

Abbildung 39 Abbildung 40

ia -],5- 11

L&nqenuac!isttm 1,5 > Dickenwachstum 1,2

X ,( A, A>0 )
NINERIERETE

Flichendinderung bei der linearen Abbildung f:X—

. _|a 7_|b
Sei P dasvon ¢ =[ 4 1] , b =[ bll aufgespannte Parallelogramm.
2 2

Fliche von P=|det( &, )|= |a,b,—a,b)| .

Was ist die Fliche des ,,Bildparallelogramms® f(P), das von f(@) und f (Z) aufgespannt

wird?
sB)=| N0
A, b,

9

f(5)=[A1“1

Aya,

Fliche von f(P) = | det f(&'),f(l;) |



|det Ava; Ab, |
Aa, A,b,

|?\1a1?\2b2—?\2a2?\1b1|
= |2\1~2\2(a1b2—a2b1)‘
= |?\1‘-|/\2‘-‘(a1b2—a2b1)‘
= A,-A, - Fldche von P.

Also: Die Flache verdndert sich um den Faktor A -A, .

Wenn A,=A,=:A (Fall der dquiformen Abbildung): Flichenfaktor A’ .

>

0 0
A, Of- %X ?
0 A,

Wie dndert sich das Spatvolumen unter  f :X—

oS O

(Anwendung: Baumschaft, gleiche Faktoren A, flir Durchmesser in x- und y-
Richtung, anderer Faktor A, fiir Hohenwachstum)

a, b ¢
Vol (Spat (3,b,¢) )= |det |a, b, c,| |
a, by ¢,

Ava, Aby Ac
| det [A,a, A,b, A,c,| |
Aa; A,by A,c,

Vol (f (Spat (@,b,2) ))

a, b, «c,
=] A;A; A, det a, b, ¢,
a; by ¢,

= AlA, - Vol (Spat)

Im dquiformen Fall: Volumenfaktor 2>

Die¢ Begriffe ,.Eigenwert™ und ,.Eigenvektor::

. . . A, 0 X A X . )
Bei der linearen Abbildung /' ] - l ” ‘}=l ! ‘] (zentroaffine Abbildung) sind

0 7\2 X, Azxz

X,
X

2

die beiden Richtungsvektoren l (1)] und lO] unter allen Richtungen in der Ebene besonders

1

ausgezeichnet: Auf sie wirkt /" als eine reine Streckung.

Allgemein ist die Angabe von Richtungsvektoren mit dieser Eigenschaft eine wichtige Moglichkeit,
lineare Abbildungen zu beschreiben. Man spricht von Eigenvektoren der linearen Abbildung, bzw.
der zugehorigen Matrix. Die zugehdrigen Streckfaktoren heillen Eigenwerte.
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Beispiel: [ (l)l ist Eigenvektor der Matrix [3 2] zum Eigenwert 3:

3 0(]1]|=|3 =3.|1
0 7]10 0 0
2| . . .13 0 . )
0 ist ebenfalls Eigenvektor der Matrix o 7| Zum Eigenwert 3:
3 0[]2|=|6 =3./2
0 71(0 0 0
0 .. .. . 3 0 . )
1 ist Eigenvektor der Matrix o 7| Zum Eigenwert 7:
3 0]]0(=(0 =7./0
0 7)|11] |7 1

Allgemein: A4-¥=A-%¥ ,dabei #0 .

Definition 2.25:

A sei eine (n, n)-Matrix. Falls eine Zahl A existiert, so dass die Gleichung A4X=AX eine Losung

X, #0 besitzt, dann heiBt A Eigenwert und X, Eigenvektor der Matrix A.

Abbildung 41
A
-'w
o . -
o Y=A-x= A x
Gecmetrische Deutung
% des Eigenvektors
2 3
J - -
a X, =1

Ist X, Eigenvektor und a # 0, so istauch a-X, ein Eigenvektor. Der Parameter A kann so

gewihlt werden, dass die Linge von a-X, gleich 1 wird, d.h.
ax ¥=1

Ein Eigenvektor ist also ein Vektor ¥#0 ,firden A4-% die gleiche Richtung und die A-fache

Lénge wie X besitzt.
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Aber nicht jede Abbildung, die durch eine (nXn)-Matrix definiert ist, besitzt Eigenwerte: Zum
Beispiel besitzt die Drehungsmatrix keine Eigenvektoren (und damit auch keine Eigenwerte), falls
nicht ¢ ein Vielfaches von 180° ist (sin ¢ = 0).

Die Gleichung A4-x=A-x ldsstsich wegen X=EX wie folgt umformen:
AF=A%  © AF-AF=0
< AF-AEZ=0
= (A-AE)Z=0

Diese Vektorgleichung stellt ein homogenes lineares Gleichungssystem dar, welches nur dann eine
nichttriviale Losung %#0 besitzt, wenn die dem Gleichungssystem zugeordnete Determinante

det(A—AE) gleich Null ist. Daraus ergibt sich:

1. Eigenvektoren von A4 sind nichttriviale Lésung_e:n (d.h. Losungsvektoren # 0 ) von
A-X=A-X bzw.von A-X—A-X=0 . Solche existieren genau dann, wenn
det (4—A E)=0 ist. Man bestimmt also zunéchst die Losungen A der
Zahlengleichung det (4—AE)=0 .
Diese hei3t charakteristische Gleichung von A, det (4—AE) heilt

charakteristisches Polynom von A.
Die Gleichung det (4—A E)=0 speziell fiir 4, lautet:

2
= A —(a11+a22)?\+a11a22—al2'd21=0 (quadratische Gleichung)

Die formale Losung lautet:

2 2
_a,tay, (a),+a,)" 4aay, _a;tay, (ay,—ay,)
Ay = 5 i\/ 4 T4 taa, = ) * 4 ta,a,,
Fiir die Existenz von reellen Losungen muss der Ausdruck unter der Wurzel
2
nichtnegativ sein, d.h. M+a12a2120
=
Beispiel: A = |
—— 1
2
1 1
1 —— 1I-A —=
A-\E = 20 A 1 0 2
. 01 L
2 2
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I=A _% 1Y 1
det (4 —AE) = . = (1—2\)2—(—5) = 1—2A+;\2—Z
— 1-A
2
3.
= A=2A+>=0
4

@ Ap=la|l-2=le, A=Z, A=5

Die Eigenwerte von 4 sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms bzw. die

3
Losungen der charakteristischen Gleichung von 4, hier also 5 und 5
1 3 .
Genau fiir ?\=E und ?\=5 hat 4.¥=A-% bzw. (A—AE)%¥=0

Losungsvektoren ¥#0 , also Eigenvektoren.

2. Bestimmung dieser Eigenvektoren: Die allgemeine Losung des homogenen LGS

(A-AE )5c’=6 ist (fiir jeden Eigenwert A einzeln) auszurechnen.

Beispiel (s.0.):

1 o -
Eigenvektor zum Eigenwert )\1=5 : (A—%E)x=0
11
- 2 2| [x] = M
1 1—— X5 0
2 2
11
- 2 20 |x — |0
11 X 0
2 2
1 1
L Lty
2 2
1 1
= 0
2 2
=
1~ 0
| | 0
1 -1 0
0 0 0

= x,+(—x,)=0_ 1 Parameter frei wihlbar, z.B. x,=c
= allgemeine Losung: x,=c , x,=c ,also k’_lz]

( ¢#0 ,da X Eigenvektor sein soll)
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Es reicht die Angabe eines Vektors dieser Richtung:

z.B. 55:[ ”

1
} ist Eigenvektor von 4 zum Eigenwert 5
1 1
1 It 2|1 [ 1
. A . — . — - . = A, -
re [l =0 Bl = b= B
2
: . 3 3 =
Eigenvektor zum Eigenwert 7\2=5 (A—EE)x=O
11
- 2 2 x| = |0
11 X5 0
2 2
1 1
- —= 0
2 2
1 1
-— —= 0
) 2
1 1 0
0 0
= x,+x,=0 1 Parameter frei wihlbar, zB. x,=c
= allgemeine Losung: x,=—c , x,=c ,also X= _CC] , ¢c#0
z.B. 55=l_11]
=1 . . :
1 ist Eigenvektor von 4 zum Eigenwert 5
Probe:
1 3
' 2| _ 3
y —1| _ 1| _ 2=_.—1_)\2 =1
1 1 1 1 3 2 1 1
2

Beachte: Das Verfahren geht genauso fiir nxn-Matrizen. det (A—AE) ist dann ein Polynom in

der Unbekannten A vom Grad n, d.h. von der Form ¢, A"+ cn_lA"71+... +c,A+¢, . Es
hat hochstens n Nullstellen, 4 kann also hochstens n verschiedene Eigenwerte haben.

Im Allgemeinen kann es zu ein- und demselben Eigenwert A auch mehrere Eigen-
vektoren mit verschiedenen Richtungen geben.
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Beispiel: Fiir A= lg (5)] ist jeder Vektor ¥#0 Eigenvektor zum Eigenwert 5.

Zusammenfassung:
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Falls die charakteristische Gleichung det(A4—AE)=0 im Fall einer 2x2-Matrix 4 Losungen
A; p besitzt, so errechnet man aus der formalen Losung der charakteristischen Gleichung fiir das

/\1-2\H=a11a22—a12-a21=|A|

Daraus ersieht man, dass mindestens einer der Eigenwerte gleich Null ist, wenn die Determinante
von A gleich Null ist (sog. entartete Abbildung). Geometrisch bedeutet dies, dass R auf R

(Ebene auf Gerade) abgebildet wird. Alle Vektoren # 0 , die auf der Bildgeraden liegen, sind
Eigenvektoren von 4. (Ein Beispiel ist die Projektion auf die y-Achse, vgl. Abb. 32 rechts).

Eine besondere Rolle spielen im Hinblick auf Eigenwerte die symmetrischen Matrizen. Ist
a,=a,, ,so istsofort ersichtlich , dass
2
(a;,—a,)
4
jedoch nicht voneinander verschieden zu sein brauchen.

+af220 ist. Eine symmetrische Matrix besitzt also immer reelle Eigenwerte, die

2
(all —a22)
4
sind beide Eigenwerte gleich (siehe Bsp. zur dquiformen Abb.).

Ist +a?2=0 , so muss gleichzeitig @,;=a,, und a,,=a,;=0 sein. In diesem Fall

Die symmetrischen Matrizen besitzen noch eine wichtige Eigenschaft:
Sind die beiden Eigenwerte A;,A; verschieden, dann stehen die zugehorigen Eigenvektoren
senkrecht aufeinander (wichtig fiir multivariate statistische Methoden, z.B. Faktorenanalyse).

Ganz analoge Aussagen lassen sich fiir n > 2 treffen. Die charakteristische Gleichung ist im
allgemeinen Fall eine Polynomgleichung n-ten Grades. Es gibt daher hochstens 7 reelle Eigenwerte.
Ist | A4 | =0, so muss auch hier fiir » > 2 mindestens einer der Eigenwerte gleich Null sein.

Definition 2.26: Es sei f:R"—>R" eine Abbildung.

¥€R" heiBt Fixpunkt von f, wenn f(¥)=X gilt (wenn also X unter der
Abbildung f',.fest* bleibt).

X heiBt anziehender Fixpunkt, punktformiger Attraktor oder Strudelpunkt von
f, wenn es zusitzlich eine Umgebung von X gibt, so dass fiir jedes 7 aus

dieser Umgebung die Folge
v, S L)

gegen X konvergiert.

Beachte: Die Fixpunkte von /inearen Abbildungen sind genau die Eigenvektoren zum Eigenwert 1
sowie der Nullvektor.

96



Beispiele: A= (1) ? (Scherung):  jeder Punkt auf der x-Achse ist Fixpunkt.
_[2 o -
A= 0 2 (Streckung): Nur der Nullpunkt ist Fixpunkt.

(Es gibt keine Eigenvektoren zum Eigenwert 1;
einziger Eigenwert ist 2.) 0 ist nicht anziehend.

(Stauchung): Der Nullpunkt ist anziehender Fixpunkt.

S N|=

N | —

Definition 2.27: Eine stochastische Matrix ist eine nxn-Matrix, in der die Summe der Eintrige
jeder Spalte =1 ist.

Satz: Jede stochastische Matrix A4 hat den Eigenwert 1. Die zugehorige lineare Abbildung hat somit
einen Fixpunkt # 0 .

Beweis: A hat den Eigenwert | < det(A—1-E)=0
< A—1-FE istsinguldr (also nicht regulér)
< r(A—E)<n .

Es reicht also zu zeigen: Die Zeilen von 4 — E sind linear abhingig.
Spaltensummen von 4 sind =1

= Spaltensummen von 4 — E sind =0

= fiir die Zeilenvon 4 — E gilt 2,4+ Z,+..+Z,=0

= die Zeilen von A4 — FE sind linear abhingig, was zu beweisen war.

Die Ausbreitung einer Krankheit kann als stochastischer Prozess (Zufallsprozess) aufgefasst
werden.
Fiir einen Baum einer bestimmten Art gebe es zwei Zusténde:

»gesund® (Zustand 0) und

,krank* (Zustand 1).

Fiir einen gesunden Baum sei die Wahrscheinlichkeit, nach einem Jahr erkrankt zu sein, 1 d.h.:

1 3
Po= 1 bzw. pOO:Z (= Wabhrscheinlichkeit, gesund zu bleiben).

1
Fiir kranke Biaume trete nach einem Jahr mit Wahrscheinlichkeit — spontane Heilung ein.

3
1 _2
Plo—g ) pn—g .
p=|Po Porl g Ubergangsmatrix.
P Pn
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Ein stochastischer Prozess dieser Art, bei dem die Wahrscheinlichkeit des Ubergangs in einen neuen
Zustand nur vom gerade erreichten Zustand abhéngt, hei3t Markoff-Kette.

Grafische Darstellung der Ubergiinge:

Abbildung 42

|.~.

{Cafr s
\i__/
3

pP'= ist stochastische Matrix.

A= Bl
WM W=

Ist g bzw. k, der Anteil der gesunden bzw. kranken Biume im 1. Jahr, so sind die durch-
schnittlichen Anteile im 2. Jahr:

i.g +l.k
[g2]=PT.lg1]= 4=t 3
k k 1 2
z ! Z’g1+§'k1
) A
Zustandsvektoren

Frage: Wie ist der Prozentsatz der kranken Bidume, wenn man den Bestand viele Jahre sich selbst
uiberlédsst?

(Voraussetzung: Die Ubergangswahrscheinlichkeiten dndern sich im Laufe der Jahre
nicht.)

Antwort: Es stellt sich ein Zustandsvektor ein, der sich nicht mehr nennenswert dndert — der also
Fixpunkt beziiglich der linearen Abbildung ¥ — pPT.% ist. Als stochastische Matrix

hat p” den Eigenwert 1. Es ist nur noch ein zugehéoriger Eigenvektor [i l

(Fixpunkt) zu bestimmen:
3
=——1
4

1
4 3
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GauB-Jordan-Verfahren:

1 1
- = 0
4 3
1 1
- - 0
4 3
3 —4 0
3 —4 0
3 —4 0
0 0 0
- 3-g—4-k=0
1 e Lo g |=|4c £0
allgemeine Losung: P 3.0 ,C
. .. B ko _ 3 _é
= Anteil der kranken Bidume = —g+ k_—4+3_7

Bemerkung: [‘i ] ist tatsdchlich anziehender Fixpunkt (Strudelpunkt), wenn man sich auf feste

Gesamtzahl g + k& beschrinkt.

Beachte: Der Anteil % ist unabhéngig vom Gesundheitszustand der Baume im 1. Jahr!

Man nennt (g , k) auch ergodische Verteilung der Markoffkette.

Weitere Beispiele fiir die Verwendune von Markoffketten in der Botanik
Anlegen von Lateralknospen bei der Ontogenese von Jahrestrieben

Zustand 0: unverzweigtes Internodium
Zustand 1: verzweigtes Internodium

Anlegen von Bliitenknospen
Polyzyklismus (Johannistriebbildung) in aufeinander folgenden Jahren an der selben Sprossachse

Zustand 0: kein Johannistrieb
Zustand 1: Johannistrieb wurde gebildet

d, sei der Altersklassenvektor eines Bestandes zum Zeitpunkt #:

a Flache mit Baumen der 1. Altersklasse

- _la, der 2. Altersklasse
t— | . — .

c;n der n. Altersklasse
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Der Ubergang zum niichsten Zeitschritt ¢+ 1:

T - - -
Pa=a,., ,
Py 0 Pia
darinist P:=| : (und P" die transponierte Matrix)
pn,l T pn, n

mit p; = Anteil der Fliache der j-ten Altersklasse, der in die k-te Altersklasse libergeht.
(pix zwischen 0 und 1)
P beschreibt die Durchforstungsstrategie (+ eventuelle Kalamititen etc.).

Nach k Schritten: @, =(P")"ad, .
Frage: Gibt es zu P eine stabile Altersklassenverteilung g° , P'-a" =& ,

und wird diese irgendwann ,,von selbst* erreicht (wenn P in allen Zeitschritten
unverdandert bleibt)?

P" ist , stochastische Matrix* :
Pytpj,t..tp;, =j-te Zeilensumme von P =1 (weil Fliachenanteile sich zu 1
addieren)
= j-te Spaltensumme von P" .

= P" hat den Eigenwert 1,
d.h.esexistiert g° %0 mit pPL.3" =1.4° =34
4 ist Eigenvektor zum Eigenwert 1 von P |

und damit Fixpunkt von /i ¥ — pPT.% .

Man kann beweisen: Wenn in P nicht mehr Nullen vorkommen als fiir Altersklassen-
Ubergangsmatrizen notwendig, ist " sogar anziehender Fixpunkt (Strudelpunkt), d.h.
fiir jede Start-Altersklassenverteilung @, konvergiert die Folge

a, , p-a, , (P"Ya,, (P')V-a, , .. gegen &  ,sofernnur die Gesamt-

Bestandesfliche (= Summe der Komponenten) von d, und 7  iibereinstimmt.

Beispiel 2.34: Es W@rden drei Altersklassen betrachtet.
Die Ubergénge seien wie folgt:

0,6 0,2
g iy /-\
C klasse
1

1

Abbildung 43

p.,=04 P2,=0,8 psi=1
p1,2=0:6 Prz= 0,2 Rest=0
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04 06 O 04 08 1
- P=[08 0 02|, P'={06 0 0
1 0 0 0 02 O

P" hat Spaltensumme = 1 in allen Spalten = P" hat den Eigenwert 1.

Gesucht: Eigenvektor 3" zum Eigenwert 1.
Pli'=1d .= (P'-E)a'=0.

04—-1 0,8 1 -0,6 08 1
P'—E=| 06 0-1 0| =106 -1 0
0 0,2 0-1 0 0,2 —1
-0,6 0,8 1 0
0,6 -1 0 0
0 02 -1 0
3 -4 =5 0
3 =5 0 0
0 1 -5 0
3 -4 =5 0
= 0 -1 5 0
0 1 -5 0
3 0 =25 0
0 -1 5 0
0 0 0 0
10 -2 o
3
0 1 =5 0
= a1—23—5a3=0 , a,—5a;=0
25 . -
v =g, a,=5a; a; zunichst frei wihlbar: a;=c # 0.
25
x ?C
= allgemeine Losung: @ = 5 , ¢ #0.
c
c
. 04 0,8 1 2—50 £c+4c+c 2—50
Probe: PTa" =106 0 off3 |=|? =13
0 02 off°¢ Se Sc

C C C
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Beachte:

Sei die Gesamt-Bestandesflache z.B. 86 ha.

a,ta,+a,=86

= 2—SC+50+0=86 = C'(2—5+5+1)=c~£=86
3 3 3
= c=86-i=2-3=6
43
also: a,=23—5-6=50 a,=5-6=30 a,=6
50 ha
z" = [30ha
6 ha

Dieses ist die stationédre Altersklassen-Verteilung, auf die das System (bei gleich
bleibender Durchforstungsstrategie P) ,,zustrebt.

1. Es wird keine Aussage gemacht, ob diese stationdre Verteilung besonders ,,naturnah®,
,Lerwiinscht oder ,,vielfaltig* ist.
2. Bei nichtlinearen Systemen in der Physik oder Okologie (= nicht mehr durch

X — PI.% beschreibbar) kann es Attraktoren (sich ,,von selbst” einstellende
Zustandsmengen/Verteilungen) geben, die nicht punktférmig sind:
- zyklische Attraktoren (z.B. beim Pendel),
- ,.seltsame Attraktoren (— Chaostheorie), dort ist keine Vorhersage iiber ldngere
Zeitrdume moglich.
D.h., wir haben nur einen sehr einfachen ,,Idealfall” behandelt.

Das sollte. man nach dem Besuch der Vorlesung und Ubungen beherrschen;

rechnerische Anwendung der Operationen mit Vektoren (Addition, Multiplikation mit Skalar,
Skalarprodukt, Vektorprodukt)

lineare Abhingigkeit / Unabhingigkeit ermitteln

Berechnen der Lange von Vektoren

Unterschied: Matrix — Determinante

Regeln zur Berechnung von Determinanten (Kreuzregel, Sarrussche Regel, Entwicklungs-
formeln)

Eigenschaften der Determinante

Summe und Differenz von Matrizen

Multiplikation einer Matrix mit einer Zahl
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Multiplizierbarkeit von Matrizen miteinander, Anwendung
Transponieren einer Matrix

Satz von Frobenius (Ldsbarkeitskriterium fiir lineare Gleichungssysteme)
Anwendung des Gauf3schen Eliminationsverfahrens
GauB3-Jordan-Methode der vollstdndigen Elimination

Eigenvektoren / Eigenwerte und deren Berechnung

Fixpunktbestimmung

Wie ist die Ubergangsmatrix P in der Populationsdynamik aufgebaut? Wie #ndert sich ein

Vektor durch Multiplikation mit P? Wie dndert er sich, wenn er unendlich oft mit P multipliziert
wird?

Anhang zu Kapitel 2

9: Anak) gesunder Baume
le: Anasl) kvenber Boume

A-[2) =[]

50@ cy. L @

% 3°$ S QOOQG

Setae
= F9ct o

9gJ=Y-¢c
3
o E;DLM 3cc=k

=5 Lz{u»g,: rz} s f;':

), cenx
Z #‘g}/ >0
D9tk =Y, ¢3e =Pe
Aot kvawber Beare ¢
|3 3e _ 8 ~
g =g e =132
Abbildung A14

103

a j Flache in j-&r Altersklasse
2‘ = (‘.' 0o PN )T A"!'Skllxbt w‘hr

Anteil Jee Flache :
Ah‘m&l." -3 Albershl. k

Pik
P=¢ Pi; )  Altersblassen ~Ubergangsmatrix
FT ist 5&,6(4‘ Matrix (a[l' )p] (tensummmen = ’?)

o -
- T
Q= P a,

Hat die Alershl. -Fortsclrei bungs <Fundsio,
2 > P73 cinen Fixpunkt 3*
(stabile Altersklverteiluny )

Sp9ar einen DTrudelfunkt £

PT_ Z# - Zt

PT stoct.Mtadein 3 PT hat den EW 1
=5 es ex. Fixpuntt X* 23

m’:m(f:(a EV 2uw EW 1

- . . L O P
{ Lnber besbioaden Vovamss. st dies so9ar Strudelpunit |

Abbildung A15
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