KAPITEL 6: GRUNDLAGEN DER INTEGRALRECHNUNG

Grundlegende Kenntnisse der Integralrechnung sind fiir Forstleute nicht weniger wichtig als die
Grundlagen der Differentialrechnung. Bekanntlich wird die Wachstumsfunktion einer forstlichen
TaxationsgroBe als Integral der ,,Zuwachsfunktion® aufgefasst, und die Problematik des Baum-
volumens und des Volumenzuwachses ist mit den Grundlagen der Integralrechnung eng verbunden.
Erwartungswerte (Mittelwerte) in der Biometrie werden als Integrale definiert. Hier soll auf die
Grundlagen der Integralrechnung der Funktion einer Variablen eingegangen werden. Zunédchst zum
unbestimmten Integral als inverse Operation zur Ableitung.

Unbestimmtes Integral oder Stammfunktion

Definition 6.1:

Die Funktion F(x) heift Stammfunktion zu f(x) im Intervall [a,b], wenn fiir Vx € (a, b) gilt:
F'(x) = f(x);
also dF'(x) = fix)dx; bzw. dF(x)/dx = f(x).
Bemerkung

Die Stammfunktion F(x) ist im Intervall [a, »] immer stetig, da, wie aus der Differentialrechnung
bekannt ist, eine in x € [a, b] differenzierbare Funktion in diesem Punkt immer stetig ist.

Beispiel 6.1:

Die Funktion x*+7 ist Stammfunktion zur Funktion 4 x° im Intervall (—o0,) |, da
(x*+7)'=4x" .

Satz 6.1:

Wenn F(x) Stammfunktion zur Funktion f{x) im Intervall [a, b] ist, dann stellt F(x) + C, wobei C
eine beliebige Konstante ist, die Menge aller Stammfunktionen zur Funktion f(x) im Intervall [a, b]
dar.

Geometrische Bedeutung:

Ein Graph der Stammfunktion zur Funktion f(x) im Intervall [a,b] ist nicht nur der Graph der Funk-
tion F(x), sondern auch der Graph jeder Funktion F(x) + C, der durch Verschiebung des Graphen
von F(x) in Richtung der y-Achse entsteht.
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Definition 6.2:

Die Menge F(x) + C aller Stammfunktionen zur Funktion f(x) im Intervall [a, b] heilit unbestimmtes
Integral der Funktion f(x) im Intervall [q, b].

Bezeichnung: Jfx)dx = F(x)+ C

f(x) heift Integrand
x heiB3t Integrationsvariable
C hei3t Integrationskonstante

Die Methoden und Schritte, die zur Berechnung von [f(x)dx fiihren, nennt man Integration.
Aus der Definition 6.2 folgt unmittelbar:

d[[fx)dx] = d[F(x) + C] = dF(x) = fix)dx
[Jfc)dx ]'= [F(x) + CT' = f(x).

Zusammenfassung:
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Um die Grundaufgabe der Integralrechnung leichter 16sen zu kdnnen, miissen wir die Grundformeln
fiir die Integration kennen. Diese Formeln werden mit Hilfe der Differentialformeln abgeleitet
(siehe Tabelle 6.2). Hier ist wie folgt verfahren worden:

Wenn gilt [F(x)+ C]' = f(x), so ist auch die Gleichung [f(x)dx = F(x) + C richtig.
Die Ubersichtstabelle (oder eine Formelsammlung) gibt uns Auskunft iiber die Stammfunktionen
von wichtigen, elementaren Funktionen (z.B. Potenz, exp, sin, cos).
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Tabelle 6.1

Ubersichtstabelle zur Ableitung von elementaren Funktionen

Einfache Form

Geschachtelte Form

I lc]'=0
I [x"|'=nx"" [f ()] =n(f (X)) f " (x)
[ex] =¢" [ef(x)] =e(f(x))f (x)
III
la*]'=a"1lna [a’" =a" " na-f ' (x),a>0
nx'=l x> nf(x =f'(x) x)>
[Inx] T’ 0 [In f (x)] ) f(x)>0
v
, . 1
[log,, x| _xlna’x>0 [log, f (x)] _f(x)lnaf (x), f(x)>0
[sin x|"=cosx [sin £ (x)]'=cos £ (x) f'(x)
[cosx]'=—sinx [cos f(x)]'=—sin f(x) f'(x)
1 1 :
v [1g x] = [1g f (x)] —Coszf(x)f (x)
T co x)|'=— L "(x
[cotg x]'= e [cotg f(x)] Sinzf(x)f (x)
|arcsinx|'= ! - |arcsin f(x)]'= ! — f'(x)
1—x 1—f"(x)
|arccosx|'=— ! [arccosf(x)]'=—;f "(x)
1—x° \/l—fz(x)
VI
1 1 :
larctg x] = larctg f(x)] _1+f2(x)f (x)
=L arcco X '=——1 (x
larccotg x]'= o larccotg f(x)] 1+f2(x)f (x)
|+t tu, | '=u, +u, +.+u,
A [uv|'=uv'+u'v lcu(x)]'=cu'(x)
lwjuyeu, ) =0, wyou, oy, o, + o u . u,
VIIT lz];u v w(x) | _u'(x)
Ix £ (") ) g (a)in (a0 L, ()0




Tabelle 6.2

Ubersichtstabelle zur Integration von elementaren Funktionen

Einfache Form

Geschachtelte Form

x+C

fdx=

IT

fAdx=Ax+C

III

f?\xdx=?\f xdx

f)\f(x)dx=?\f f(x)dx

n+1

FLForf (=L o

v fx”dx=:lc+1+C,n¢—1 p— n#—1
v f%dx=1n|X|+C ff dx In| f (x)|+C
VI fexdx=ex+C fe x)dx=e’"Y+C
a £ o _af(X)
VII fa dx= lna+c fa f'(x)dx= o
VIII fsinxdx=—cos x+C fsinf(x)f "(x)dx=—cos f (x)+C
IX fcos xdx=sinx+C fcosf(x)f '(x)dx=sin f (x)+C
X f dx=tgx+C f f (%) dx=tg f (x)+C
cos” x cos f(x
X1 f '12 dx=—cotg x+C f f =—cotg f (x)+C
sin” x sin f
XII f\/Azlfxzd)Farcsin%JrC fﬁdx=arcsin%+c
1 2 f'(x) Vf
dx=1 + +A|+C ———dx=1 + Al+C
X111 fm X n‘x X ‘ f\/m x= n‘f ‘
L1 1 fl)
X1V fA2+x2 dx—AarctgA—I-C f T dx=—arctg +C
xv | [—d=tm e | G N B b A1 S
A—x 20 [A—x A= f(x) 20 | A—f(x)
xvi| [——d=——m=Xc | | S gem L[ A2
x—A 20 [A+x f(x)-a 20 | A+ f(x)
XVIL| J(f(x)£g(x))dx = ff(x)dx+fg( ) dx
v A A0+ 4k, £L(0] = k[ S (x
+kff2 Jdx+..+k, [ f,(x)dx
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Elementare Integrationsverfahren

Integration durch Umformung des Integranden und durch Zerlegung des Integranden.

Beispiel 6.2:

f—l dx = l-f—zdx = laurcsinz—x—i-C
V3—4x? 27 3-(2x 2 V3

Siehe Formel XII in der Tabelle 6.2, mit  f(x) = 2x; f'(x) = 2; A = V3 .

Beispiel 6.3:
1 1 V5 1
—dx = = | ———dx = —=In|V5x+V5x°+3|+C
f V5 x7+3 VSJ‘\/(\/g)c)z-i% V5 ‘ ‘

Siehe Formel XIII in der Tabelle 6.2 mit  f (x)=V5x; f '(x)=V5,A=3 .

f cosx . =,[ COS X
1+sin’ x 1+(sinx)
Siehe Formel XIV in der Tabelle 6.2 mit f(x) = sinx; f'(x) = cosx;A = 1

dx = arctgsinx+C

3+¢"

X

+C

e’ e’ 1
dx = dx = —In
»rg_er J‘9—(€x)2 23 3_€

Siehe Formel XV in der Tabelle 6.2 mit  f(x) = e*; f'(x) = e",A = 3

Partielle Integration

Eine allgemeine Formel zur Integration des Funktionsproduktes gibt es nicht. In einigen Féllen ldsst
sich das Produkt mit der sogenannten partiellen Integration integrieren:

fu'(x)v(x)dx = u(x)v(x)—fu(x)v'(x)dx .

Bemerkung:

Die Funktionen u(x), v(x) seien in [a, b] differenzierbar.

Nach Tabelle 6.1, Formel VII gilt:
[u(x)-v(x)]" = u'(x)v(x)+ulx)v'(x) .

Nach Definition des unbestimmten Integrals gilt folglich die Gleichung
f lu' (x)v(x)+u(x)v'(x)]de = u(x)v(x) .

Diese kann wie folgt vereinfacht geschrieben werden:

(a)fu'vdx = uv—fuv'dx
(b)fuv'dx = uv—fu'vdx .

Diese Gleichungen heilen die Formeln fiir die partielle Integration. Sie ermoglichen uns in einigen
Fillen, das gegebene Integral zu berechnen oder zu vereinfachen. Soll eine der Formeln zur Be-
rechnung des Integrals [f(x) dx angewandt werden, so muss der Integrand f{x) in das Produkt zweier
Funktionen u'v oder uv’ zerlegt werden. Fiir ' bzw. v’ muss die Stammfunktion bekannt sein (u'
bzw. v' kann auch 1 sein). Die Formel (a) fiihrt die Berechnung des Integrals [u'v dx in die
Berechnung von [uv'dx iiber.
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Zusammenfassung:

Integrationsregeln

j" Li = gl .« Partiele Integration "
k-x +C

1]

S k dx
ju'(x)'v(x)dx = um-vm—jum-v'm.u

[xdxe = 55" e Ghu-0)
Eeiﬁpid:

Ix" dx In x| #C

e K
j(ﬁn x)xde = (-5 x) x "I(—cesr) 4 dx
1 P

H : }

vV (YRR VL

W Vv
S’L'Fl""“ - L-]f&d.bt L um= —cosx I__J

= —X-Co5x +Icasx¢lx
j' Z)) dx = nlf) ¢ = —Xx:€o3x + Sinx +C

j EW2960)dx = [Food + fytxide

Beispiel fiir die Anwendung der partiellen Integration:

f(sinx)-xdx = (—cosx)-x—f(—cos x)-1d x,da u(x)=—cos x = u'(x)=sin x

u v u v u v’
—x-cosx—l—fcosxdx

—x-cosx+sin x+C

Bemerkung

Diese Methode ist dann vorteilhaft, wenn das Integral [uv' dx bereits bekannt oder einfacher als
Ju'v dx ist. Die Formeln fiir die partielle Integration lassen sich auch mehrfach hintereinander
anwenden. Die Anwendung folgt an einigen typischen Beispielen (Zwischenrechnungen in senk-
rechten Doppelstrichen).

Beispiel 6.4:

(a) 1 = fxexdx = = xex—fexdx = xe'—e'+C |

dhnlich : [x sin x dx, [x cos x dx.

X

1—|—x2dx -

(b) farch x v=arctg x V'=1_i : x-arctg x f
x

1p 2x 1 )
2f1+x2dx = 21n|1—|—x|

dhnlich: [arcsin x dx, [arccos x dx.

= xarctg x—%ln(1+x2)+C
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(c) I = flnxdx = 1 = xlnx—fdx = xlnx—x+C
x

(d) I = flnzxdx = n? SIS xlnzx—f2lnxdx=||sieheflnxdx||
v=In x v =Z2ZInx-—
x

= xln®x—2xlnx+2x+C

u=x" u'=2x||_
v=e' v'=e"

(e) I=fxzexdx =x’e —2fxe dx—||szehefxe dx||=x’e"—2xe'+2e +C

Bemerkung 1:

Bei der Wahl der Funktionen miissen wir uns folgende Tatsachen klarmachen:

1. Zu u'(x) muss die Stammfunktion bekannt sein.

2. Das Integral auf der rechten Seite soll einfacher sein als das urspriingliche Integral auf der
linken Seite.

Bemerkung 2:

Wird die Wahl im letzten Beispiel (e) umgekehrt getroffen, so erhilt man auf der rechten Seite ein
komplizierteres Integral als das urspriingliche:

2 '= = X
fx efdx = || ¥ T U=T —e——fxedx ,
X

Mit Hilfe der partiellen Integration 16st man Integrale, bei denen gewisse Funktionen in hoheren
Potenzen auftreten, z.B. [sin” x dx, [x" ¢* dx.

Substitutionsmethode

Sei f: I =R stetig und ¢ : I, —I differenzierbar. Sei F eine Stammfunktion von f, also F’(x) = f(x).
Nach der Kettenregel gilt:
d de
—F = [’ t))d'(t) =
Lr(g) = Fr@(0)¢'() = fp1)EL
do(t)
dt

Hieraus folgt, dass F(¢(¢)) Stammfunktion ist von f (¢ (¢)) , d.h.

[ rieLlar = Fp(n) = f(x)dx |y, .

Geometrische Bedeutung der Substitutionsmethode:

Wir greifen hier etwas vor auf die Interpretation von Integralen als Flichen; siehe nichster Ab-
schnitt: ,.Der Begriff des bestimmten Integrals. Aus Abbildung 107 ist ersichtlich, dass das im x,y-
Koordinatensystem markierte Flachenstiick zwar die gleiche Hohe, aber nicht die gleiche Breite wie

das entsprechende Flachenstiick im 7, y-Koordinatensystem hat. Wegen x = ¢ () gilt
dx = $(ty+dt)=¢p(1) = ¢'(1y)d 1
Y dassf(xo)dx = f(qﬁ(to))'qﬁ'(to)dt-
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Abbildung 107
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Damit geht die Integration iiber die Variable x in die Integration iiber die Variable ¢ iiber.

Substitutionsregel:
f f(x)dx Substltutlonx gt f flg
merke: aus x=g(t) folgt
dx dg(t) ,
—_ = = t
dt a =8

< dx = g'(1)de,
ersetze also das dx hinter dem Integral durch g '(t)dt.

Auch in der Form:

ff(( dx—ff )ox'(u)du

(selbes Prinzip: Z—x = x'(u) > dx = x'(u)du einsetzen fiir dx.)
u

Beispiel:

f\/3x+7 dx =7

Substitution:u = 3x+7 = u'(x) = Z—z =3 > dx=%du

1 1 ;— 123 2 2

= f\/3x+7dx=f\/ﬁgdtt:—f\/;du:—fu = 33u +C=§u +C
Resubstitution: u = 3x+7 = 5(3x—|—7 \/ (3x+7)+C
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Zusammenfassung:

Su'osf vdutions ?*&3:[

f £0908)) - 9'C¢) d¢

fxldx =
foos -

Substitedion

merke :

aus x=9) folyt
dx _ d.,ll) ﬂ‘(‘)
at

-F}:runl afﬂ:

dx = g'¢t)-d¢
ersefee alse das dx hinter dew Integrat
durch 9'6)dt .

anderes Beispiel:

1 = 9
J.\/;—l dx :
Substitution: u = \/;—1
= \/; = u+l
o x = (u+l)

dx
— = 2(u+1
e - (u+1)

< dx = 2(u+1)du

fﬁl_ = [t nan = 2[ 2L au
= 2[u+1Inul]+C

Resubstitution: u =

Beispiel 6.5:

J- sin x dx = H t=3cosx+5
V1—(3cosx+5) dt=—3sinx dx

= —%arcsin(3cos x+5)+C

V-1 = Ergebnis:

- _lf;
3941-7

avel in der Fore :

J Flut)dx = (fu)x') du

(“Hu Primaip :
d’: =x'w) = dx =x'lda

einsefien for odx )

Bcisru'el: j\/w dre =1
W= 3Ix+? W ') =‘L: =3
=) dl’e%dq
[oeids = Vi $du =3 fVa du
=%Ju*£u z-}-%u‘i' +C
2, ®
;'S:,:ff;.... il .
(3:4?) +C

; % V{;ua)’ +C

2 (1+D)du = 2[f1du+f37dul

2-(Vx—1+In|Vx—1))+C

dt| _ =

1 .
t=3cosx+5 _§ arcsint+C

Bei der praktischen Anwendung wird oft die Funktion f(x) integriert, indem man x = (¢)
substituiert, mit dem Zweck, das Integral auf der rechten Seite:

[ fx)ax = [ f(o(1))

ersetzt wurde. Die Funktion x = ¢p(¢#) muss in [a, b] streng monoton sein, damit in [a, b] die Inverse

t= @' (x) existiert.

@'(t)dt in ein einfacheres zu iiberfiihren, wobei dx durch ¢' (¢) dt



Beispiel 6.6:

— = X =
f\/a—xzdx = t—arccos\/; x=Nacost —afvl—coszt-sintdt=afsinztdt
dx = —a sintdt
= || bereits gelist ||

Zwei typische Beispiele fiir die Anwendung der Substitutionsregel:
(a) I = fx-i-%/?dx ; ||t = 3/;”
1
(b) 1=

cosx—+sin x
(gilt allgemein fiir Funktionen der Form R(sin x, cos x))

X
dx ; ||t = tg=—
= gk

Der Begriff des bestimmten Integrals und Anwendungen

Die historische Entwicklung des Integralrechnung ist durch das Bediirfnis gekennzeichnet, den
Flacheninhalt von ,krummlinig begrenzten Figuren* zu bestimmen (siehe Abbildung 108). Fir
forstliche Anwendungen sind aber auch andere Deutungen von grundlegender Bedeutung. Die
Volumenbestimmung von Bidumen, die durch Rotation ihrer Schaftform modelliert werden,
Erwartungswerte der Wahrscheinlichkeitsverteilungen von Zufallsvariablen (z.B. Brusthohendurch-
messer, Hohe etc.) sowie Wachstumskurven und Wuchsleistungen sind einige der wichtigsten forst-
lichen Deutungen des bestimmten Integrals (die Integration der Funktion des laufenden Zuwachses
iber die Zeit ergibt die ,,Wachstumskurve* selbst).

Nunmehr zur Einfiihrung des bestimmten Integrals:

Bemerkung

f sei eine stetige Funktion, die im Intervall I = [a, b] definiert ist und iiberall in [a, b] positiv ist
(fix) > 0) (siehe Abbildung 108). Die Aufgabe lautet nun: Bestimmung des Flicheninhaltes F Z .

Abbildung 108

F Z wird wie folgt approximiert:

1. Wir unterteilen / = [a, b] in n gleiche Teilintervalle Ix ; k=1, 2, ..., n, wobei

I, = [a+(k=1)Ax, a+kAx], mit Ax = (bn;"). Mit den Geraden gi: x = a+k-Ax
wird die untersuchte Fliche in n Streifen Sk, k=1, 2, ..., n, zerlegt.
Siehe Abbildung 109.
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Abbildung 109

, E(x)

2. Der Inhalt Fy jedes Streifens Sk wird durch den Inhalt eines Rechtecks angenéhert.

Da f in [ stetig ist, nimmt f(x) in jedem I ein Maximum und ein Minimum an. Das Maximum
(Minimum) werde in &,(&,) angenommen. f(&,)-Ax (f(&)Ax) ist dann der Inhalt eines
Rechtecks, welches den Streifen Sk enthilt (in Sk enthalten ist).

3.Bsgilt: f(§)Ax = F, = f(§)Ax; k=1.2,..n
Aus der Summation folgt unmittelbar:

S, = 2 fE)Ax = 2 F, = Fy = 2 f(§)Ax =5,

. . b .
wobel S, bzw. s, die Obersumme bzw. Untersumme von F, genannt wird.

4. Die Funktion f hei3t in I gleichmdiflig stetig, falls es zu jedem ¢>( ein §>(
gibt, sodass YV x,€1: |f(x,+h)—f(x,)| < € fiir h<é .

(Jede in einem abgeschlossenen Intervall 7 stetige Funktion ist in / gleichméBig stetig.)
Da fin I gleichméBig stetig ist, gibt es zu jedem beliebigen £> 0 ein 0> 0, so dass

!

[f(x)=f(x)] < &= h—

ist, wenn |x,—x,| < & ist.
a

Da [lim b—a = 0 ist,existiertein N€E€IN ,sodass Ax = b—a < § firallen>N.
n—ow n n

’

Dafirallei=1,2,...,nalso gilt: f(&)—f(&) < bg—_a , so gilt auch fiir alle n > N:

n '

S;=s, = L(FE)-FE)Ax < S —nAx = ¢ = lmS, = lims, .

i=1 —d n— oo n—oo

> F' > 5

n - a n ’

fOlgt: lim Sn = FZ = lim Spo.

n—oo

Da fiir jedes n gilt: S
Der Flicheninhalt F°

a

mieren. F” wird das bestimmte Integral der Funktion f iiber dem Intervall [a, b] genannt und

lasst sich auf diese Weise beliebig genau von oben und von unten approxi-

b
mit Integralzeichen geschrieben: F’ = f f(x)dx.

Zur Veranschaulichung siehe die folgende Abbildung 110.
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Abbildung 110
OBERSUMNEN: UNTERSUIMMEN

diiuii

5;
[N
>

Beispiel 6.7:

b
Gegeben sei die Funktion y = f(x) = x. Gesucht wird F 3 = f xdx. (siehe Abbildung 111).

0

Abbildung 111
v} £{x)=x
//
(i-1)b / .
= ibyn
=
/]
F 5 e
1. Die Unterteilung von [0, b] ist hier mit
b 2b (i—1)b i-b
0 =x, x, = PR N T e X, b gegeben.
2. Fiir F; (Flicheninhalt von §) gilt:
i—1)b b i-b b i—1)b = | -b b
Q-—SFI.SZ—-—; f(§_i)= ( ) R f(gi)=l_; Ax = = .
n n n n n n n
. , _~ibb _b~. _ b onntl) b b
3. Die Obersumme S, lautet: §, = T l;z = 2 = >t
: - (i=1)b b _ b X b’ n’=n _ b b
a . = - = —. —1) = =— _——
Die Untersumme s, lautet: s, ; P " i=1(z ) R > 50
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Wir erhalten also:
b: b b b b b

e g DD B BB
lim S, = lim=-4=2 = lims, = lim = =70 = 3

Die Definition des bestimmten Integrals

Definition 6.3:

Eine Menge Z von n+1 Zahlen Z = {XO, Xp oo s Xjy Xy qseens Xn] ; Z < la,b] = I mit
a=x9<x <x;<..<Xx; <X <..<Xx,=b nennen wir eine Einteilung oder Zerlegung des
Intervalles I (vgl. Abb. 112). Die Zahl
n(Z) = max(x,,,—x,);, k =0,1, .., n—1
k
heit Norm der Einteilung Z (maximale Distanz zwischen zwei Teilungspunkten der Menge Z).
Abbildung 112

A A A A o AA A .. i4A

X =a X4 Xy Xq LI IR x b=x

Ist Z, £ Z, dann heilit Z, eine Verfeinerung von Z;.

Abbildung 113
a X, X, Xy X4 Xg Xg b u,-:z1
A M o v Ty
V| ) | 1 o
(I | | ! i P
[ | o bt
P! | | i | [
b v o
Pl | I !
o ! | Pt
b | D! y ! #=iZy
Adi 4 a4 3 A A 4 A A [
2y, ¥Y,Y3Y,; ¥y Yg Y9 V¥g ¥Yg b

Aus Abbildung 113 geht hervor: Z, S Z, und n(Z,) > n(Z,).

Bemerkung
Sei I, das Intervall [Xc—1. X0 &€1 my = i’éf;f(x)" My = sg)f(x)
Esist m; < f(&) < M, ;k=0,1,...,n.

Jeder Zerlegung Z von [a, b] und jeder Funktion f ordnen wir folgende drei Summen zu:

S(z,f) = kZ’;le'(xk_xkl)
1(Z,f) = éf(gk)'(xk_xkl)

s(Z,f) = kznlmk'(xk_xkl)

(vgl. Abb. 114).

Fiir jede beliebige Zerlegung von Z gilt: S(Z,f) = I(Z,f) = s(Z,f) .

Im weiteren wird die Zerlegung so verfeinert, dass die Norm n(Z) gegen Null strebt: n(Z) — 0,
d.h. mgx (X1 x,) 0
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Abbildung 114

v

Definition 6.4:

Existieren die Grenzwerte n(lé’)’j . (z,f )"n (lzl)”jo s(Z, f)

lim S(Z,f) = (lZim s(Z,f) = lim I(Z,f)

n(Z)-0 n(Z)—-0 n(Z)-0

und gilt

, so heiBt f in [a, b] integrierbar, und

n(Z)-0

lim 1(Z,f) =: [ f(x)dx

heiB3t bestimmtes Integral (Riemann-Integral) der Funktion f auf dem Intervall [a, b].
a heil3t untere und b obere Integrationsgrenze.

Beachte:

b
Obgleich durch die Flichenberechnung motiviert, ist das bestimmte Integral f f(x) dx im

Allgemeinen keine Fliache:

Abbildung 115
1t 7/’
e
0 //; . \~\\\L\\ 3 z
J \\_\\\{
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Oft lassen sich Symmetrien ausnutzen, um zu zeigen, dass ein bestimmtes Integral O ist (Abb. 116):
Abbildung 116

21
— r sinxdx = 0
o \/ .!

Es gilt der wichtige Satz:

Satz 6.2

Jede in [a, b] stetige Funktion f ist in [a, b] integrierbar.

Beweis:

Da fin [a, b] gleichmiBig stetig ist, gibt es zu jedem € > 0 ein § mit

| f(x)=f(x,)] < 5:=b5—_a ,sobald |x,—x,|]<& ist.
Wir wihlen eine Zerlegung Z = {a = xo, X1, ..., Xi1, Xi» .o X, = b} mit n(Z) <6, d.h.
max (x, ., —x,) < 6
. .

Dann gilt:
n g’ n g’ '
S(Z, f)=s(Z,f) = k=l(Mk_mk)(xk_xk—1) < Ek=l('xk—xk71) = b—a(b_a) =&,
also ist
S(Z,f)-s(Z,f) < &' ,sobald mfx(xk_xkfl) <0, k=12,..n
= (lzT (S(Z, f)=s(Z,f) = 0 = limS = lims = f istintegrierbar.
n(Z)—0
Aus der Definition des bestimmten Integrals ergeben sich folgende Sitze:
Satz 6.3:
b a
a) ff(x)dx = —ff(x)dx; da (x,—x,_,) = —(x,_,—x,)
a b
(b) [ f(x)dx = 0
b b
(c) fc-f(x)dx = c-ff(x)dx; c ist eine beliebige Konstante.
Satz 6.4:
Die Funktionen f;(x) und f>(x) seien integrierbar. Dann ist f(x) = fi(x) + f>(x) integrierbar, und es gilt:
b b
ff(x)dx = f(f (xX)+f, (x ff x)dx + ffz Summenregel
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Satz 6.5:

jf(x)dx = _[f(X)dX + _[f(_x)d_x; a<b<ec.

Bemerkung:

b
Das Integral f f(x)dx gibt den Flicheninhalt F Z der Fliche an, die durch die x-Achse und

den Graphen von f begrenzt wird, wenn f(x) >0 in [a, b].

SN\ _ S

Liegt eine Situation geméal Abbildung 117 vor, so ist

ff ff dx+ff dx+ff dx+ff

Abbildung 117

Fiir den Flacheninhalt Fh gilt: FZ = —f f(x) dx-l—f fx dx—f fx dx-l—f fx
Fiir die praktischen Anwendungen sind die M zttelwertsatze der Integralrechnung von Bedeutung.

Sie zeigen die Abschitzungsmoglichkeiten des Integrals mit Hilfe gewisser Funktionswerte der
Funktion f (Hubersche Formel).

Bemerkung:

n(Z)-0

b b
Aus der Definition von f fx)dx als flim 1 (Z, 1) ergeben sich fiir f f(x)dx folgende
Aussagen:

(a) Sei f in [a, b] stetigund f(x)>=0 YV x€la,b| ,so gilt ff dx > 0 wegen
Zf (x,—x,_,) = 0.

(b) Sind f und g in [a, b] stetigund gilt f(x) = g(x)V x€la,b]| ,soist
ff fg )dx ,da f(x)—g(x) = 0 istund nach (a)

_[f( dx— _[g Jdx = f(f(x)—g(x))dxzo ;
siche Abbzldung 118.
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Abbildung 118

\\

AN £ (x)

\\

~
g(x) \\\
\\ \
o a . b} > X
b £1 !.2

Satz 6.6: Mittelwertsatz der Integralrechnung

Ist f in [a, b] stetig, so gibt es ein EE€[a, b| mit ff(x)dx = f(%)-(b—aqa).

Abbildung 119
M £(x)
[T
11/ /’f 11/11// /] 7
1111/ 1111/ ! /
"I-"r-*ff'xa"" / f{l/f -’// // /;/ / / f’/r /]
'fxx"x'ii'-'ax’;"-’f’J;){.‘ 11 ;r [ ff_rff"f vy o
a H b Eh
Beweis:

Nach dem Satz von Weierstrass (S. 137) nimmt die stetige Funktion f auf [a, b] ihr Maximum M
und ihr Minimum m an. Esistalso m < f(x) < M ¥V x€|a,b] ; nach obiger Bemerkung gilt

m-(b—a) < ff(x)dx < M:b-a). .

Hieraus folgt m < f(x)dx < M .Nach dem Zwischenwertsatz (S. 138) gibt es einen

p—
2 >

(b—a)
1

Punkt Z€[a,b] mit f () = (=)

f(x)dx ; daraus folgt die Behauptung, welche zu

Q>

beweisen war.

Satz 6.7: Verallgemeinerter Mittelwertsatz

Seien die Funktionen f und g im Intervall [a, b] stetig und g in [a, b] entweder positiv oder

b b
negativ, dann gibt es in [a, b] ein &, so dass gilt: f f(x)g(x)dx = f(E)-f g(x)dx .
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Hauptsatz der Integralrechnung

Hier wird gezeigt, dass das unbestimmte und das bestimmte Integral in enger Beziehung zueinander
stehen, indem man das bestimmte Integral mit Hilfe der Stammfunktion in vielen (bei unseren
Anwendungen sogar allen) Fillen berechnen kann. Hierzu betrachtet man die bestimmten Integrale

(1) [FE)dE = Flx) @) [fEdE = Gx).

Bemerkung:

Gegeben sei eine in [a, b] =: I stetige Funktion. Bei festem a € I konnen wir das bestimmte Integral
(1) als Funktion F(x) der oberen Grenze x auffassen. Das Integral (2) ist dagegen eine Funktion
G(x) der unteren Grenze.

Abbildung 120
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Fiir die Beziehung zwischen der Ableitung von F(x) gemidl (1) [G(x) gemidB (2)] und flx) gilt
folgender Satz:

Satz 6.8:

Die Funktionen F und G sind differenzierbar, und es gilt:
F'(x)=f(x); G'(x)=—fix).

Beweis:
Nach dem Mittelwertsatz 6.6 gilt fiir den Fall F(x): Es gibt im Intervall [x, x+A] einen Punkt X mit

x+h x+h

F(x+h)—F(x) = ff(g)df—jf(f)dﬁ = ff(E)dE = f(X)-h .Hieraus folgt:

Flath)-F(x) = limM = f(x) (dax< X <x+h,undmith —0

*) F'(x) = lim

h—0 oo h
geht X — x).

Folgerung:
Ist f im Intervall I stetig, so besitzt f in / eine Stammfunktion F, z.B. (fiir a € I)

F(x) = ff(E)dE ,dawegen (¥) gilt: V xe I ist F'(x) = fx).
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Nunmehr der Hauptsatz der Integralrechnung.

Satz 6.9:
f seiim Intervall I stetig und F eine beliebige Stammfunktion von f. Liegen a und b in I, so gilt:
b

J f(x)ax = F(b) = Fla)

Beweis:
F,(x) = f f(E)d € ist nach obiger Folgerung ein unbestimmtes Integral (eine Stammfunktion)
von f, falls a € I. Ist F eine beliebige Stammfunktion von f, so gilt:

F(x) = j'f(ﬁ)dﬁ—l—c = F,(x)+C .Esfolgt:

F(b)=F(a) = ([ f(g)dg+C) — ([ f(§)dE+C) = [ f(E)dE , oderin gekiirzter
Schreibweise:

J fx)ax = F(x)f,
Fazit:

Die praktische Berechnung bestimmter Integrale stetiger Funktionen wird auf das Finden von
Stammfunktionen zuriickgefiihrt, wenn gemif} Satz 6.9 verfahren wird.

Zusammenfassung:

H 3upt satz der Lidearal reclmun_,

X
1. Fed = § Flerat
a

isf Sfiumﬁm‘.ﬁan Ven .f .

F'=F
2.. Fﬂ:’ jﬂ_il_‘ Sé‘ﬂ*ﬁnnifu‘ca F
von -F ,.’[é :

b
JF!’x)J: = F(L)—'F(dl)
a

= [ Ftx) ]: " rmI:

Bzdtu‘-«\, §

Berecknung des bestivaméen [ntograls
© mit Hilfe des unbestimméen Latesrals

{Jﬁf Sflh-,ﬂ.‘n‘.“iu\).
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Anwendungen:

1. Flacheninhalt F des Bereiches zwischen einer Kurve gemil f(x), der x-Achse
und Grenzen a und b.

Beispiel 6.8:
fx)y=x—4x; a=—-2, b=2.

Abbildung 121
A
y
-2
0 2 4 4
F=P+P, & F = f(x3+4x)dx—f(x3+4x)dx = (%—2x2)|,02—(%—2x2)|§ = 8
-2 0

Wichtig ist hier die Bestimmung des Funktionsverlaufes (wo positiv, wo negativ).

2. Bestimmung des Fliacheninhaltes, der durch die Graphen von zwei Funktionen f und g
mit f (x)=g(x) in[a, b] eingeschlossen wird.

Beispiel 6.9:
2

flx) = ;o glx) = x"
1+x
Abbildung 122
4 g (x)
2
-
y
1 1
; : £(x)
3 : 1 x
-1 () 1
2 2 )
Grenzen: > =x = x = -1, x, = 1. Esist
+Xx
l l 2 2 P T
F = x)—g(x))dx = —x")dx = (2arctg x——)|_, =||larctg1 = —||=m—
Jirmsande = [ (2o = Qarergx=5 ) =lareret = ]




Substitutionsmethode bei bestimmten Integralen

Die Funktion (Integrand) f(x) sei stetig und die Funktion ¢p(¢) differenzierbar und eineindeutig
(injektiv). Die zusammengesetzte Funktion k(¢) = f{(t)) seiim Intervall I = [a, b] definiert. Falls
gilt

a=@(x); b=@(B), so gilt

P (p) B b ®'(b)
= [ rl@)e (0)d bzw. [ flx)dx = [ flo)o (1)d
P (x) o4 a @ '(a)
Beweis:
Nach der Substitutionsregel fiir unbestimmte Integrale gilt fiir jedes ¢ € I (siehe S. 186):
= ff(x)dep( _ff (r)dt =: G(1).
Daraus folgt nach dem Hauptsatz der Integralrechnung.
B @(B)=b
| rlem)e ()dt = G(B)-Gla) = F(@(B)—F(p(a)) = fx)dx .
« @ (x)=a

Folgende Schritte sind bei der Berechnung mit der Substitutionsmethode einzuhalten:
1. durch eine injektive, differenzierbare Funktion ¢ wird eine neue Variable eingefiihrt:

x=00) o 1 =9 ()

2. Man berechnet das Differential dx = ¢'(¢) dz, und die Funktion bestimmt neue
Integrationsgrenzen @' (a) und @' (b).

3. Man sucht eine Stammfunktion G(f) des transformierten Integranden g(7) = f{ip(¢)) @'(¢) und
@ '(b)

berechnet das Integral f g(t)dt nach dem Hauptsatz der Integralrechnung.
¢ '(a)

Beispiel:
2
J ool = 7
o (2+3x)
o _ du _ _ 1
Substitution:u = 2+3x = —=3 < dx = —du
dx 3
Integrationsgrenzen:
x lauft von 0 bis 2
u(x): u(0)=2+3-0=2
u(2)=2+3-2=8
u ldauft von 2 bis8
r 11 (o 1 e _ 1, 1.1, _ 13 _ 1
I(2+3x {u23 _3»5” du = Sl=uh = 3(=g+3) = 35 = 3

Beispiel 6.10:
Bestimmen Sie den Fliacheninhalt des oberen Halbkreises mit dem Radius r = 1.

Losung:
Die Kreisgleichung  x*+ y’=1 = y=\/ 1—x? ist die Funktionsgleichung fiir den oberen

Halbkreis.
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Abbildung 123

1

¥ X

o1 B

Betrachten wir den Viertelkreis und multiplizieren seinen Fldcheninhalt mit 2:

1=>b
F' = zf V1—2de=|l * = ®(t) = sint t=¢ ' (x)=arcsinx o<=arcs?n 0=0 _
oza dx=' (t)dt=cost dt B=arcsin 1 = /2
T=p =5 ud
2 f V1—sin’t costdt = 2 f cos’tdr = 2(15t+%sin2t)|§ =
0=« 0=
1T 1 . . m 1 1 . s
2(= T+ §in 28 )= 2(=-0+—-sin(2:0)) = .
(2 5 tysin 2) (2 0 2 sin(2-0)) 5

Beispiel 6.11:

Gegeben sei die Schaftform eines Baumes zur Zeit ¢ mit y = fi(x). Angenommen wird zentroaffines
Wachstum mit den Faktoren A, und A,. Die Linge des Schaftes zur Zeit ¢ ist 4o und der Durchmesser
zur Zeit t ist d(x)= 2-f(x). Gesucht wird der Fliacheninhalt unter der Schaftkurve zur Zeit ¢ und
unter der Kurve des zugewachsenen Schaftes zum Zeitpunkt #+7; v>0 (vgl. Abb. 124).

Abbildung 124

Radiun ?

Der Flacheninhalt des Schaftes zur Zeit ¢ lidsst sich bei Kenntnis der Schaftformfunktion f; mit Hilfe

h()

des bestimmten Integrals folgendermaB3en bestimmen: F, = f f(x)dx .
0

Ebenso lieBe sich der Flicheninhalt des Schaftes zur Zeit t+T bestimmen, wenn man auch die
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hy
Schaftformfunktion des zugewachsenen Stammes f .- kennen wiirde: F,, = f [l (x)dx
0

Da die Schaftformfunktion aber schwierig zu modellieren und f ... meistens unbekannt ist, die
Streckfaktoren fiir Hohe und Radius des Baumes hingegen relativ einfach gemessen werden

h
konnen, soll das Integral F, = f f..(x)dx in ein Integral iiber die Funktion f; iiberfiihrt und
0

mit Hilfe der Substitution bestimmt werden.

Es gilt: x, > ArX, = X, = x, =

filx) Az.f’('x’) = ff+7(x1+7) = fz+r(xz+r) = Az'fz(xz) = Az'fz( 21\+T)
1
hy
Zu bestimmen ist also: F,,, = f?\z-f,(%)dx mit A, = Aph
0 1
Substitution: Sei z = <+ d ilt: dz - 1 = dx = A;dz
ubstitution: Sei A, ann gilt: I A, .
L. . h, Ay-hy
Substitution der oberen Grenze: x = hy = A;-hy wirdzu z = ~ =3 = hy .
1 1
Damit ergibt sich:
hy hy hy

Fo.= ,[Az'fz(z)'Ale = ,[Al'Az'fz(Z)dZ = Al'Az',[fz(Z)dZ = AfAF,
0 0 0

also

Bei dquiformem Wachstum (A, = A, = A) gilt somit : F,., = A>F

.-
Kennt man also den Flacheninhalt zur Zeit ¢ und setzt zentroaffines bzw. dquiformes Wachstum

voraus, so ldsst sich die Langsschnittfliche des Halbschaftes mittels dieser Formeln einfach fort-
schreiben.
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