KAPITEL 3: GRUNDLAGEN DER DIFFERENTIALRECHNUNG

Neuere Methoden zur Beschreibung dynamischer Vorgénge in Waldokosystemen (Verdanderung von
Waldkomponenten) setzen als mathematisches Instrumentarium u.a. Grundlagen der Analysis vor-
aus. Einige Beispiele, wie z.B. Wachstumsprozesse, lassen sich durch sogenannte differenzierbare
Funktionen erfolgreich beschreiben. Und diese werden auch zu Prognosen von Wuchsleistungen
der Baume und Besténde, zur Beschreibung der Entwicklung von Populationen, zu Optimierungs-
aufgaben sowie zu Réuber-Beute-Modellen herangezogen. Viele Verfahren der mathematischen
Physik haben bereits eine lange Tradition und aufgebaute Infrastruktur. In der Biologie dagegen und
insbesondere im Forstwesen, das ja soziookonomisch ausgerichtete Biozonosen zu steuern und zu
regeln hat, halten sich seit langer Zeit konventionelle Methoden. Diese werden immer mehr durch
moderne, leistungsfahigere und durch EDV-Technik unterstiitzte mathematisch-statistische Ver-
fahren ersetzt. Um den Anschluss hieran zu erleichtern, ist es notwendig, sich mit den Grundlagen
der Analysis (Differential- und Integralrechnung mit einer und mehreren Variablen sowie Dif-
ferentialgleichungen) zu befassen.

Funktionen mit einer reellen Variablen

Hier spielt der Begriff der Funktion einer reellen Variablen eine wesentliche Rolle, der im 1.
Kapitel behandelt wurde.

Zum Funktionsbegriff:
Gegenstand dee Analysis :
Funktionen -F: R™ = g"”
(nicht wmehe wetuendiy linear ),
hier Bunselst: f': R —

Grapl der Funldion f:
Y
fee) |-

SPeiid{tﬂ Fofgg :
Fan"'l‘.n a: N —_— R
Selveibueise: (a,.)

Definition 3.1: Eine Abbildung /" einer Menge 4 in eine Menge B nennen wir reelle Funktion

einer reellen Variablen, falls A4,BCRR .
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Schreibweisen: (a) f={(x,y) € D(f) X B(f)S RXR | V(x,y)}
®) f=l(x.y) € D(f) x B(f)S RxR | y=f(x)|
© f:R->R; xe D(f) S R; ye B(f)<R
(d y=f(x); x € D(f) =R

Abbildung 44 Abbildung 45
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Definitionsbereich einer Funktion

Definition 3.2: Die Menge D(f) heiBt Definitionsbereich der Funktion, das Element x€D( f)

heiBt Wert der unabhiingigen Variablen (Original); y€B(f) heiBt Wert der
abhiingigen Variablen (Bild).
Symbolisch: D(f)=|x€R | 3, yeR mit (x,y)ef]

Definition 3.3: Die Menge B(f) hei3t Funktionsbereich oder Bildmenge der Funktion f.

Symbolisch: B(f)=|yeR | 3xeR mit (x,y)E f]

Darstellungsweisen;

Sind die Mengen D(f) und B(f) vorher bekannt, wird die Funktion nur mit Hilfe der Funktions-

gleichung y = f(x) beschrieben. Die Funktion kann in verschiedenen Formen angegeben werden,

z.B. als

(a) sogenannte explizite Form der Funktionsgleichung mit y = f(x), d.h. y wird aus x berechnet,

(b) sogenannte implizite Form der Funktionsgleichung mit F(x , y) = 0 (nur solche (x , y) sind
zuléssig, die diese Gleichung F(x , y) = 0 erfiillen).

(c) Funktionstabelle
X X1 X2 X3
y Vi 2 V3

(d) Graph der Funktion f.
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Definition 3.4: Die Menge der Punkte G={(x,y) € RXR | x € D(f) A y=f(x)} heif3t

Graph der Funktion f.
Die Darstellung erfolgt gewdhnlich im kartesischen Koordinatensystem.

Abbildung 46 Abbildung 47
. v 2
A y=x“=f(x)
|
YaPrY [T T~~~ '
B(E) ‘, :
|
1
Y =f(x,) |
Y3 o - '
\, i Y2 | R x
X3 X1 . X2 VR
D(£)
Abbildung 48
£(n) a =(-1)"=f(n)
LR . e - —--—®-~-
1T 2 3 4 S5 € 1 8
o ->
Y
-1 - ——-- *-———- .———— --——————

Beispiel 3.1: Der Graph von y = x ? ist eine Parabel (siehe Abb. 47). Der Definitionsbereich ist
D(f)=(—o0, o), der Bildbereich [0, o).

Definition 3.5: Ist D( /) = IN (Menge der natiirlichen Zahlen), so wird die Funktion f(n) = a, Folge
genannt.

Schreibweise: (a n )n eN

Die Werte a, nennen wir Glieder der Folge, und # ist der Index des n-ten Gliedes.

Beispiel 3.2: Der Graph der Folge (—1)" ist die Menge der isolierten Punkte
(1;, =1, 2; 1),3;=1), ..., (n,a,), ... (siehe Abb. 48).

Gerade / ungerade Funktionen

Definition 3.6: Die Funktion f heif3t
(a) gerade ,wenn Y x € D(f) gilt: f(—x)=f(x)
( Der Graph einer geraden Fkt. ist symmetrisch zur y -Achse, z.B. y =x 2.)

106



(b) ungerade ,wenn ¥ x € D(f) gilt: f(—x)=—f(x)

(Der Graph einer ungeraden Funktion ist punktsymmetrisch beziiglich (0, 0), z.B.
y=x3 (Abb. 49) oder y =sin x.)

Abbildung 49

v

L I T r——
—

Beachte: Viele Funktionen sind weder gerade noch ungerade!

Beispiel 3.3: Die Funktion y=Slﬂ ist eine gerade Funktion, da
X

f(_x)=sin(—x)=—sinx=sinx=f(x) _

—X —X X

Periodische Funktionen

Definition 3.7: Die Funktion f hei3t periodisch in D ( ), wenn es ein p > 0 gibt, so dass
YV x € D(f) gilt: f(x+p)=f(x).Die Zahl p heiBt die Periode der Funktion.

Abbildung 50

y=sinx

-——————

2n Sn e

T e

Beispiel 3.4: Die Funktion y =sinx ist periodisch in (—oo, +00) mit der Periode 27, entsprechend
360° (siehe Abb. 50). Die Funktion y =tgx ist periodisch in

IR—{(2k + 1)-% | k€Z | mit der Periode . (Z = Menge der ganzen Zahlen.)
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Zusammenfassung:

S!i 'F: IR IR Funkition,
SN e
3:1 : =D : | [y
-F 9erade Ve: f(-x)= £tx) .9"“‘
-F hv\gu‘lJ( 1@ e ‘C(_x,__.,_{(x) e Eakbian
Beazelte:
Viele £ sind weder gerade meel
Uuwldl-.'
Bﬁr. !:ﬂf,;’ QEIZJ&—- Funidtion : e
fox) = %—5 (x#0) . «ungerade
S s;.. i3t ungerads Fmdfion. . F I“ﬂ .
fenz E2CH 2 2R o B2 g,
£ Peri.J:uL P 3P W :
£ tesp) = f60,
weder-
f nocl
£l
;G ;:' ___/
Perisde p

Geschachtelte Funktionen (Komposition, Verkettung)

Definition 3.8: Gegeben sei die Funktion y=f(u) mit u€G S D(f) und die Funktion

u=g(x)mit xeM < D(g) .

Essei Vx € M ein u€G definiert. Dann entspricht jedem x€M genau

ein Wert yeN < B(f) ,dermit y = f(g(x))oder (fog)(x) bezeichnet
wird. Die Funktion g hei3t die innere und f die dufiere Komponente der
geschachtelten Funktion (fog) (siehe Abb. 51).

Abbildung 51

Soy=flgix) J=fog(x)
~
‘—__-_’-
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Beispiel 3.5: Fiir die Funktion y= f(u) = u* ist D(f)=B(f)=(—o, o).
Fir die Funktion u = g(x) = sinx ist D(g)= (—o0, ).
Fiir die Funktion u = g(x) ist B(g)= [—1,1]=D(f)
Daraus folgt, dass die Funktion y = f(g(x)) = (sin x)* = sin* x auf (-0, o)
definiert ist.

Beispiel 3.6: (a) Fiir die Funktion y = f(u) = €™ ist D(f)= (-, ).

—_—

Fiir die Funktion u = g(x)= — , a>0reell, ist D(y) = (0, o).

a b

x
Fiir die Funktion g(x) ist B(g) = (0,00) S D(f)

L

a

Daraus folgt, dass die Funktion y= f(g(x))=e * auf(—o0, o) definiert ist.

(b)
flx)=x*+x+1
glx)=x-1
(feg)x)=f(g(x)=f=-D
=(x-1P+(x-D+1
=xt=2xtldx—141

=x*—x+1

Inverse Funktion

Fir die Einfilhrung der inversen Funktion ist der Begriff einer eineindeutigen Funktion von
Bedeutung, und dieser entspricht dem der injektiven Abbildung im Spezialfall der Funktion von R
in R.

Definition 3.9: Die Funktion f heif}t eineindeutig (injektiv) in M, wenn
Vx,x, € M: x#x, = f(x)#f(x,) (vergl Def. 1.13)

Abbildung 52 Abbildung 53
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f(x) injektiv inM
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Definition 3.10: Ist f in M < D(f) injektiv, und bildet f die Menge M auf N < B(f)

ab, d.h. /: M — N, dann wird die Funktion, dic jedem y € N die Zahl x€M mit f(x)= y
zuordnet, die inverse Funktion zur Funktion /' genannt und mit /™' bezeichnet, x = /7'(y), also f™':
N — M. (Sie wird daher auch Umkehrfunktion genannt.)

Fiir Definitionsbereich und Bildbereich der Funktion /™' gilt:

(a) D(f"') = B(f) (Die Bezeichnung der Variablen wird dann aber vertauscht, damit die
unabhédngige Variable immer mit x und die abhéngige einheitlich mit y
bezeichnet wird.)

D(Y).

(b) B¢G™)

Den Graphen der inversen Funktion y = f ~!(x) erhalten wir aus dem Graphen der Funktion y = f'(x)
durch Spiegelung an der 1. Winkelhalbierenden, der Geraden y = x (Vertauschen von x und y,
siehe Abb. 54).

Beispiel 3.7: y=f{x) =x2, x €[0, «). Die inverse Funktion f~'zu f wird durch Auflosen nach x
erhalten als x= \/; . Nach Vertauschung der Variablen ergibt sich die zu y = f(x)

= x 2 symmetrisch verlaufende Funktion y=\/; , wobei die Gerade y = x die
Symmetrieachse darstellt.

Graphen von y = x ? und der inversen Funktion y =Vx :
Abbildung 54

AY

D_(f) =10, ) Byf)= [0, )
B (f) =10 D (f*) = [0, )

Beispiel 3.8: (a) Zur Funktion y=sin x; xel—E LS

2o ye[—l,l] ist die inverse Funktion

definiert: y=arcsin x, x€[—-1,1| y€

T
2°2

(b) Zur allgemeinen Exponentialfunktion y =a*;a>0, a #1, x €(—o0,0),
y €(0,00) ist die inverse Funktion definiert: y=log, x |

x€(0,0), y€(—ow,w) (gelesen: Logarithmus von x zur Basis a).

Esgilt /(f7(x)) = x5 f7(f(x)) = x;

zB.: In e*= x;arcsinsin x = x.
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Beispiel 3.9: Bestimmen Sie D(f) zur Funktion f, bestimmen Sie /' zu f:
y=fx)=1l+ln(x+2); x+2>0 = x>-2.

D(f) = (_29 Oo) ; B(f) = (_OO’ Oo):

S7'x): In(x+2)=y—1 = x+2=e’" = x=e'-2

Vertauschung der Bezeichnung fiir die Variablen ergibt: y = e*'—2= f~!(x).

Beispiel 3.10: y=4arcsin\/1—x2 ; 0<Vl-x'<1 = 0<l-x<1 = x<l =

—1<x<1, x>0 gilt immer;
7 (x): 1—x2=sin(£) = 1—x2=sin2(£) =
X=l-sin'(2) = x= 1—sin’ (X)=cos? .
4 4 4

Anderung der Variablenbezeichnung: y=cos (ﬁ) .

Beispiel:
Umkehrfunktion
1 1
gegeben: f(x)= n(? Lesa)

1
=—In(x+1
y=3 (x+1D)
2y=In(x+1)

e =x+1
x=e? -1

S =e -l

Grundlegende Funktionen (Ubersicht)
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Tabelle der Elementarfunktionen

Name der Einfache  Definitionsbereich Bild- Form der Beispiele
Funktion Form f{(x) bereich geschachtel-
ten Fkt.
Konstante y=c, ceR R {c} y=9
Lineare Funktion y=mx+5b R R y=m-fx)*+b y=—x+42
m, b €R
m # 0.
Potenzfunktion y=x" R* R y=(f(x)) y=sin’x;
n€lR y= v log x
_ 1
(log x)*
Exponential- y=e", R IR* y=e/®) y=e"
funktion y=a*, a>0 y=al y = 3eosx
Logarithmus- y =log,x, IR* R y=log.f(x) y=logstgx
Funktion a>0, a1
Trigonometrische y = sin x R [-1,1] y=sin flx) y=sinx’
Funktionen y=CosXx R [-1,1] y=cos fix) y=cos2x
y = cotg x R— {k Tr] - keZ R y=cotg flx) y=-cotg (x*+1)
Zyklometrische y=arcsinx [—1, 1] T, Y= arcsin f(x) 1
Funktionen -5, 5] y=arcsin—
2°2 X
y=arccosx [—1,1] [0, 7] y=arccos fix)  j,=arccos 4 x
(- x
y=arctgx R 272" y=arctgflx) yTarctg
R [0, 1T] y=arccotg(—2x)

y = arccotg x
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Abbildung 55
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Ahnliche Form hat y =e* bzw. die Umkehrfunktion dazu, y = In x.

Abbildung 56

y=sinx

|
\\i AL- ( X
R % [
] [ |
Abbildung 57
y-tgx
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Abbildung 58

ysarcsinx Y
x
2 :
)
I x
-1, (o] 1
: obr.11,12
"2
y=arctgx IY

Zu den trigonometrischen Funktionen

y=arccosx 4

obr.11

y=arccotgx

[S]E]

obr.11,1§

Abbildung 59
. b i
sin f=— cosB=2 tg B= b_sinp cotg,6‘=g=c.0—sﬁ=L
c c a cos b sinp 1gp
Gradmall — Bogenmal:
180
m=180° = Umrechnungsfaktor: Xpogenmas = XGradmas % bZW. XGradmas =XBogenma ©

Merke: sin0°=c0s90°=0

sin30°=cos60°=

sin45°=cos45°=

V2

= N~

sin90°=cos0°=1
sin60°=cos30°=%\/§

tg 45°=1

.2 2
sin“x+cos x=1
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Grenzwert einer Funktion

An dieser Stelle werden sich die Definitionen und Eigenschaften von Umgebungen von Punkten
a€R als sinnvoll erweisen.

Bezeichnungen:

U (a, 6) = {x€R| |x—a| <6} heilit §-Umgebung von a;

U.(a, 6) = U(a, 6) —{a} heilt punktierte 5-Umgebung von a;

U'(a, 6) = {x€R| a< x < a+6} heilt rechte 5-Umgebung von a;
U".(a, 6)=U"(a, ) —{a} heilt rechte punktierte 5-Umgebung von a.
Analog wird die linke Umgebung U*(a, 6), U.(a, 6) definiert.

Definition 3.11: f{x) sei in einer punktierten Umgebung U des Punktes x, definiert. Die Funktion f
hat den Grenzwert L genau dann, wenn zu jeder e-Umgebung U(L, €) € IR von L
(reelle Zahl) eine 6-Umgebung U.(xy, 6) S IR des Punktes x, existiert, so dass
Vx e U.(x,90) gilt: f(x) € UL, ¢).

Bezeichnung: L=lim f(x) (siehe Abb. 60), kurz auch: f(x) — L fir x — x,.

X=X,

Abbildung 60
vt
'L+t
£ (ad
L - UL, e}
e="Streifen”

Geometrische Deutung des Grenzwertes. von f(x):

Die Existenz von {’j’f S (X) pedeutet geometrisch folgendes:

Fir x € U.(xo, 0) liegt der Graph von y = f(x) innerhalb des Streifens zwischen y =1L + ¢ und
y = L—¢. Genauer ausgedriickt:

Wihlen wir den Streifen zwischen y =L +¢ und y = L—¢ beliebig eng, so existiert immer eine
0-Umgebung von x, , so dass fiir alle Punkte x#Xx  aus dieser Umgebung gilt:
L—¢ <filxy<L+e¢

Symbolisch: VeclR* 36€R*: Vx € U.(xo, 6) gilt:  [fix) —L|< e.
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Zusammenfassung:

Grentwerd tiner Folge : Beispiel: 'F("]' xt-1

Riva 0y &L = KEa

ndes e (x-l--!)(x--l?
»t9

Fr x$=4: = x-4

W—'}——) I Civ Xx==4: nie? def.

n jeder (noc o L) Umgebuny veon L

liegem fast alle (=2l b auf endlic
viele) Folgenglieder a.,, -

Cvemtuert tintr Funktion :

uvn -F(%) =L &
XX, ; b f) = =2

R (-4)

Lq,...... < ; GGﬂiq.:"g;f,-

T el e jedu Urgthuny U ven =2

’L“i‘}i‘_—q (2uf do y-Achts)
Foa jdy (o 3o L) Usmgebomg viow & (ze- 9ibt &3 eime punbiieris Ungehung
Naisbeits band ), UL), 9ibt €3 eine Umpebeny wnw —1 ('.‘ dee ’_M“)’
Us vew Xo ,dic gand in UCL) abaebitdet B s f gdnt in U Misliihe}
H‘l‘. (U, = "'wl.#ule" Usagebung , Xo #n;::&:iif‘j’a&._ w‘d‘

Schreibweisen fiir verschiedene Arten von Grenzwerten:
(a) Endlicher Grenzwert von rechts im endlichen Punkt x, (rechtsseitiger Grenzwert):
Bez: M SIZL e € R 35 € R Ve Un(u,8) = | i) —L|<e

(siehe Abb. 61). Analog linksseitiger Grenzwert lim [ (x) .

Syr
XXO

(b) Endlicher Grenzwert in +oo
Bez: lim [(x)=L .We € R*3k € R Vx€ (k+w) = | ix) — L |<e (siche

X — 00

Abb. 63).

(c) Unendlicher Grenzwert im endlichen Punkt x,
VM € R 36 € R*: Vxe€ U.(xo, 6) = f(x)>M (siche Abb. 62).

Wichtig: (a) Die Wahl von § > 0 oder k£ ist abhéngig von der Wahl der Zahl ¢ > 0.
(b) Aus der Definition 3.11 geht klar hervor, dass uns die Funktionswerte x, in Punkten,
die auBBerhalb von U.(xo, &) liegen, nicht interessieren (Grenzwert als lokale
Eigenschaft).
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Abbildung 61 Abbildung 62

% __

- -
x°6 xoxxoé

b

X

¥

Abbildung 63

4y

L+c¢
AR AR 5 SO
L RN O e S
- SN SRS S
x

13 > X

Spezielle grundlegende Grenzwerte:

x 1 X )
= . .t
Hl) =¢ ) fim(1+xf=e @) limS—t=1 @) lm™==1 (5) limE3=1
X X X

X x—0 x—0

() Iim

X— 0

x—0 x=0

Wichtige Regeln zu Operationen mit den Grenzwerten

Voraussetzung: Es existieren die Grenzwerte ){1_1)1:1( f(x) , fl_’fc g(x) .

Dann gilt: 1. /m k=k kER;

o lim (f(x)xg(x))=lim f(x)xlim g(x) .

b
X"xo XHXO X=X,

3. lim|f(x)|= | lim f(x)‘ :

X=X, XX,

4. lim (f(x)g(x))=lim f(x)-lim g(x) .

X=X, x—x, X=X,
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5 lim k- f(x)=k-lim f(x) , k€ER ;

lim f(x)
6. llm f(x)=x_>x0 falls llm g(X)-_/éO :
vy, &(x)  lim g (x) X,
) P : P
7. lim (f(x)) =(lim f(x)) fas f(x)=0 ;

Die Beweise hierfiir sind Analysis-Lehrbiichern zu entnehmen.

Zusammenfassung:
einseitige Gremrwerte : lcenrwert = Rechenregeln :
b ./ 4
J/n ( 5 (ima ({(x)-l' ()
: : XX,
7 | % % = liwa $2) 4+ livn 9lx)
R=IXg =D leg
lim £6) .(.{:. £e») : T :
RN 2 Ny b (3 - " A%
odas edus xei.";"r‘":i(kj s F' "-. . ".‘.; P
P T e oo
P xoxgd ”x'i a::. , :l‘cte:u 40
oo Mo waden ™ el aben”
einige grind lagends Gremduerde: l_':;. (,‘{&,) = ‘l::;. ‘F“‘,
x&u:o (4-&*): = =’£i|.°. (k-l-x)* > Lin 3t ein lineares Operator "
. x—q 3 - »
liwm E22 < . 2 _ 4 lim ¢fe)’ = € tim £en)'
x0 = xse * . R ¥ FES )

Bei der Einfithrung des Grenzwertes von Funktionen von mehreren unabhédngigen Variablen ist
folgende dquivalente Definition des Grenzwertes von Bedeutung:

Definition 3.12: f(x) sei in einer Umgebung U von x, definiert.
Die Funktion f{x) hat in xo den Grenzwert L, wenn fiir jede Folge (x,), x, € U, mit

(x,2x, A Vn x,#x)) gilt: f(x,) — L (siche Abb.64).

Abbildung 64 :‘:4::::::::_——:_-
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In den folgenden Beispielen werden einige Methoden zur Berechnung von Grenzwerten gezeigt:

Beispiel 3.11: (a) Bei stetigen Funktionen wird einfach x, in f{(x) eingesetzt:
lim (3" +1)’=(3’+1)’=100

x—2

(b) Durch Zerlegung der Polynome in Zdhler und Nenner einer gebrochen-rationalen
Funktion kann eventuell die Unstetigkeit aufgehoben werden, ndmlich durch
Kiirzen:

X =3x42 0 (F=2x+1)(x+2) . x+2 1+2 3
lim ———; =lim —; =lim = =
ol X —x —x4+1 a1 (x =2x+1)(x+1) x-1 X+l I+1 2

(c) Beim Vorliegen von Wurzeln werden oft Zéhler und Nenner um einen Faktor

erweitert, um die Unstetigkeit zu beheben:

. Vx—1-2 . (Vx—1-2)-(Vx—1+2)

515x2—4x—5 )lcl—>5(x2—4x—5)~(\/x—l+2)
= lim X5
vos (x+1)(x=5)(Vx—1+2)
. 1 1
= lim

s () (Vx—1+2) 24

(d) Oft werden der Grenzwert [im X und die Identitdten

x—0 X
. 1 —cosx 10 1+cosax
Z=y und —= angewandt:
sm2 > cos2 ) g
Zim—2x =lim 22 =lim 2x 1 !
x-0V]l—cos4x Ho\f 1—cos4 x x—»ox/zsin2x \/Elimsinz—x
2 2 x—0 X
= || Subst.: 2x=¢t x—0 -0 ||
1 r 1
SEYSETIaNG
t—0

(e) Einseitige Grenzwerte xlinz f () (bzw. xlinz f () ) werden mit Hilfe der

Substitution x =x +6 , (x =xo —6) geldst, indem die Grenzwerte
lim f(x,+6) , lim f(x,—9)

i ] berechnet werden.
5—0 5—0

O 2x+1
ZB. lim > =] Subst: x=3+§ x—3 , 60 |

x—=>3Y—X

. 2(3+06)+1 . 6+26+1
= lim———— = lim

550 9—(3+58) 520 9—(9+65+057)
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) 7+26
= lim — = —©

550 66—i—62

(Der Grenzwert des Bruches ist ©, weil der Nenner sehr klein und damit der
Bruch als ganzes sehr grofs wird, wenn sich 6 an Null anndihert.)

) . 2x+1
Analog ist lim ; = 1T (siche Abb. 65).

x—=3Y—X
Abbildung 65
N !
Yl .
|
|
|
[
|
I
lo] —— o
£ )
'
i y=2X2]
1 9-x
|
1
l
, 0 n<m
. ~ P(x)  a,tax+a,x+..+ax +00 n>m
(f) Beim Typ [lim = lim > - = a
o0 0, (X)) xoxw b b x+b, X+ 4D, X n n=m
b

n

werden Zihler und Nenner durch x* dividiert, wobei k= max(n, m) ist.

X
2 X 1
z.B. [lim = [lim > = [im —— 1

xowox +5 xX—o X 5 x—>001+i

=+ 2

x2 x> X

2
_+_
o 3x42 Xy 0
llm2—= lzm?=§=0
x—o2x +3x+1 x—00
2474
X
Falls n > m, ,,Zahler dominiert®:
lim X H2x°+x—5 = 4o
oo 10X°+2x+3
5 2

. - +1 )
lzm% = —oo (—oo wegen ,,—*im Nenner)
x—w —X +10
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Falls n = m:

i 2x'+x’=5 _ 2
im—— = —=
v —3x+7 3
3 2
lim 1();674_5)6 = 5 (ebenso, ,,—“Kkiirzt sich weg)
xo—0 2Xx =Tx+1
Falls n <m, ,,Nenner dominiert®:
. 50X’ +8x—1 _
lim ———— =
oo X +3x°=2
1 X u—4
(g lim (1+——) =] Subst: x+4=u x—-00 u—-ow ||= lim(1+-)
X— 00 x Uu— o0 u
1 u 1 —4
= lim(1+=) -lim(14=) = el = ¢
u

u— w0 u

Zusammenfassung:

Teckniken der lremduertberedinen, :

(a) Einschien vom ¥, | uenn -F(&J
definiert it u. £ .stebiy” it
G:‘:i; :f.l"fu)

8. /. ek - o
:£:; (3*49) :;:3;»0

(b) Polymera-Rerleguny + kirpen :
B,

. #3342
x4 ti-xt—x 41

e «4)" (x42) "
= by o0

Selriftlicta "(!,nlu. ~Division:
(x’—x'-r-ﬂ): (»-1) = yi-9
et
v L]
———

o

() Fallunterscheidung bei gebrochenvationsion
Funktionen iw Falt % =5 $ oo

£ x4+ 2
sua X+4 -2

Uu— 0
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‘n X“'l' ‘..Q,.‘.‘-u + ‘Q » + ‘.

}E:;m b X"+ b " 4 byx 4 b,
o ‘F‘"S Nném
= teo falts n>w
—?— falls N=wa
Beselte:

Piese Rege! il mur v X Foo,

Verhalien gebrochen -
Fationaler Funktionen

auxtra, "N+ a,xta,

b = b, _ ™+ b xtb,

for x> Xeoo Beispicle :

# o Meamer

3, 2
%34 Lyte x-S
L = +oco

1. shiffon 102 +2x+3
Fall n>wa, | Zahler PR
‘”“. “—3"‘1 = = 00
z: xe0 —RI40
ebense, jedod Litr —00 wiegen =" i
L. Yegd-S _ _
3. x-Soe =3y +7? §
Fall Nn=in
. gaden’ . . ¥
Y., L~ 232X
g - »®
ebenso, ,.'N Loteat siele wey
S
L. soae =1 _ 0
5 pdee X +3x*-2 3
[Mevner doriniert

Fall n<w,



O-Notation nach Bachmann und Landau (GroBbuchstabe O, nicht Null!)

fix) = O(g(x)) heifdt:
fiir alle geniigend groflen x gilt:

|f(x)] < clg(x)] (c=Konstante),

,»f wird durch c-g (dem Betrage nach) majorisiert*,
./ 1st hochstens von der GroBenordnung g*

flx) = o(g(x)) heilt:

lim

X—00

Beachte: Das Gleichheitszeichen ist hier eigentlich fehlerhaft. Aus fi(x) = O(g(x)) und
fo(x) = O(g(x)) folgtnicht f = fo.
Beispiele:  5x'—2x—10xX+1 = O(x")
x10—6x5+%ex = 0(e")
5x+Vx+2logx = O(x)

Stetigkeit von Funktionen

Stetigheit ven Fumk¥iomen

M ey

f stediy  vustediy

Defe: £ stebiy in %, : &=
F ) ist definieet vnd

x) = ) .

xl;-;: «F %) = %)

.

Un, Jof

|

u-ﬂtlg md:*":

5" !o in X in v

2naley: einseitise Stehigheit

,F linl.sseix‘{,r abtr niclf
/\P’A vachisseitiy stebly in X

Definition 3.13: Die Funktion f* ist im Punkt x, stetig,
(a) wenn sie in x, definiert ist (d.h. das Symbol f{x,) hat einen Sinn),
(b) wenn lim f (x) gleich dem Funktionswert ist, d.h. )Clinz S(x)=1x) .

X=X,
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Symbolisch: Ve € R* 36 € R*,sodass Vx€ R gilt: x—x| <6 = [f(x)—f(x0)<e.
Andernfalls heillt /" in x, unstetig.

Einseitige Stetigkeit

Die Funktion f heil}t in x, rechtsseitig (linksseitig) stetig, wenn sie in x, definiert ist und wenn gilt:

lim f(x)=f(x,) (lim f(x)=f(x)))

+ -
— —
X )CO X .XO

In der naiven Vorstellung kann man sich eine stetige Funktion als einen Graphen denken, den man
mit einem Zug, ohne abzusetzen, zeichnen kann. Unterbrechungen und Spriinge treten darin nicht
auf. (Beispiele: Wachstumsfunktionen und morphologische Kurven von Stidmmen). Eine stetige
Funktion hat also folgende Eigenschaft: Andert man x ,,sehr wenig® auf (x + Ax), so wird sich f (x)
sehr wenig dndern (auf f(x +Ax)).

D.h.: Geht Ax gegen0 ( Ax—0 ),sogiltauch Ay= f(x+ Ax) —f(x) — 0.

Die in der Abbildung 66 dargestellte Funktion f* ist in x, unstetig, da zu beliebig gewdhltem ¢ keine
5-Umgebung von xo, U(xo, 8), existiert, so dass alle Funktionswerte f(x) V¥V x € U(xo, §) im 2 - ¢-
Streifen liegen. Die dargestellte Funktion ist aber in x, rechtsseitig stetig.

Abbildung 66

£({x)

!(xo)ﬁ

P

-& +
X, Xq Xq §

Die sogenannten Elementarfunktionen f dienen sehr oft als Bausteine fiir Modelle (Potenz-,
Exponential-, Logarithmus-, trigonometrische Funktionen, etc.). Die in der Tabelle (s.0.) aufge-
fithrten Funktionen sind in allen x € D(f) stetig.

Stetigkeit ist eine lokale Eigenschaft der Funktion.

Ist aber eine Funktion f{(x) fiir alle x, € [a, b] stetig, so sagen wir, f(x) ist auf dem Intervall [a, b]
stetig.

Man beweist in der Analysis: y = const. ist auf IR stetig.

Sind f(x) und g (x) inx, (auf [a, b]SIR) stetig, so ist
(a) fix)+g(x)=h(x) inx, (auf [a, b]SR) stetig.
(b) fix)-g(x) inxo (auf[a, b]<IR) stetig.

/)

© k)

in xo (auf [a, P]SR) stetig. (Voraussetzung: g (x) # 0)
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(d) | f(x) | in xo (auf [a, b]=R) stetig.
(e) k- fx) in xo (auf [a, b]SR) stetig. (k€IR)

Bei Beachtung der oben aufgefiihrten Bemerkungen kommt man zu folgendem Ergebnis:
y=x" istin (—oo, o) stetig. Dann ist y = a x" ebenfalls stetig in (—o0, o), genau wie
y=ao+ axt+ a x* +..+ a, x" = P,(x) (allgemeine Polynomfunktion) in (—oo, o0) stetig ist.

Die Funktionen y = f (x) = P, (x), sogenannte Polynome, werden oft zur Anndherung forstlich
relevanter Abhéngigkeiten herangezogen.

Unstetigkeiten

Die Funktion f{x) kann aus folgenden Griinden in x, unstetig sein:
(a) xlinz J(x) existiert nicht.

(b) Die Funktion f istin x, nicht definiert.

(c) Es gilt nicht )Clinz Sx)=1x) , auch wenn beide Seiten definiert sind.

Stiickweise Stetigkeit

Eine besondere Rolle spielen in der Anwendung die sog. stiickweise stetigen Funktionen. Dies sind
Funktionen, die in einem Intervall [a, b] nur endlich viele Unstetigkeitsstellen besitzen. Die bei
statistischen Methoden der forstlichen Praxis wichtigen Verteilungsfunktionen sind stiickweise
stetige Funktionen (Treppenfunktionen).

Differentiation einer Funktion

Forstliche Motivation zur Ableitung

In der Dendrometrie (Waldmesslehre) werden Groflen wie Baumhohe, Baumdicke in einer be-
stimmten Hohe, sowie Malle des Baumes etc. als Taxationsgroffen bezeichnet. Jede Taxationsgrofle
v, die sich mit dem Alter (der Zeit) verdndert (d.h., der Baum wichst), kénnen wir als eine
Funktion des Alters auffassen, d.h. y = f(¢).

Fiir die Funktion wird vorausgesetzt, dass sie nicht nur stetig iiber ein Zeitintervall (0,0) ist,
sondern dass sie auch Ableitungen hoherer Ordnung besitzt, deren Bedeutung wir hier im Folgenden
andeuten wollen. Der Graph von y = f () ist die sogenannte Wachstumskurve, die bestimmte cha-
rakteristische Eigenschaften besitzt:

(a) Im Anfangsstadium ist sie konvex (sie liegt iiber den Tangenten; vgl. Abb. 67).
(b) In einem bestimmten Alter geht sie in die konkave Form iiber (der Anstieg ldsst nach).

(c) Mit dem wachsenden Alter ndhert sie sich ,,asymptotisch* einer Geraden an, die parallel
zur x-Achse verlauft.

(d) Oft wird die duBlere Form mit einem angedeuteten ,,S* identifiziert, darum wird die
Wachstumskurve auch kurz S-Kurve oder ,,Sigmoid* (Sigma-dhnlich, nach dem griech.
Buchstaben Sigma = S) genannt.
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Abbildung 67

Der durchschnittliche periodische Zuwachs p, fur die Zeitspanne #;—7, ist Quotient des Zu-
wachses der TaxationsgroBe im Intervall [tz’t ., Ay=f(t;)—f(t,) , und des Zeitzuwachses
At=t,—t, ,dh.
f)—f(ty)  fle,+At)—f(1,)

= = =1
P t—t, At gh

Geometrisch ist p, der Richtungskoeffizient der Strecke (Sehne) P, P ;
Py=(t; f(2); Ps=(t; [ (1))

Der Grenzwert von p,, dessen Existenz wir hier voraussetzen und den wir mit p; bezeichnen wollen,
istdie Ableitung der Funktion y = f(¢) an der Stelle %, d.h.

— 7 f(t2+At)_f(t2) _ ,
e T

Er gibt uns den momentanen Zuwachs p; der Taxationsgrofe y im Augenblick # an. Die forstliche
Praxis benutzt fiir p; die Bezeichnung ,,laufender Zuwachs®. Unkorrekterweise wird oft fiir p, bei

At<10 Jahre der Name ,laufender Zuwachs* verwendet, da die Zeitspanne bereits als ,,genti-
gend kurz* angenommen wird.

1020,98388
Beispiel 3.12: Ist f(t)= 1 0(2'935557 7 eine Wachstumsfunktion, so ist
1020,98388
(2.93555————)
S (t,)=10 fo %3’98388 In10 der laufende Zuwachs im Alter #.
t

0

Die Wachstumsfunktionen sind dariiber hinaus Losungen gewisser Differentialgleichungen
y'=®(t,y) ,dh.esgilt f'(t)=d(¢, f(¢)) ,so dass die Differenzierbarkeit von Funktionen,
die eine Verschirfung der Stetigkeit darstellt, behandelt werden muss.
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Definition 3.14:

(a) f{x) set in einer Umgebung U von x, definiert. Den endlichen Grenzwert

h,mf(X)—f(xo)

X=X, X—xo

= f(x)

nennen wir die Ableitung der Funktion f an der Stelle x.
Bezeichnung: f(xo).
(b) flx) sei in rechter (linker) Umgebung von xo U"(xo) ( U (xo) ) definiert.
)= f(x)
lim ———
X—Xx

X=X, 0

Den endlichen Grenzwert [lim

XX,

) nennen wir

die Ableitung in xo von rechts (von links).
Bezeichnung: 1." (xo); f -"(xo)

(c) Sind die Grenzwerte unendlich, so sprechen wir von unendlichen Ableitungen.

Der Ausdruck Ax=x-—x, heilt Zuwachs des Arguments.

Der Ausdruck A y=f(x,+Ax)—f(x,) heiit Zuwachs der Funktion.

Die Ableitung wird auch wie folgt geschrieben:

flrAAx)=flx) _ df(x) _ dy

f(x) = Allino e = ey, (sprich: dy nach dx an
der Stelle x)

. A d
fix) = f@oA_i = ) =)

Bezeichnung: dx, dy nennen wir Differentiale der Variablen x bzw. y.

Geometrische Bedeutung der Ableitung

Die geometrische Bedeutung der Ableitung ist der Richtungskoeffizient der Tangente zur Kurve
v = flx) im Punkt (xo, f(xo)), der ihre Steigung angibt.

Abbildung 68

60-ftx,)

“F ("o) A

v



fir x—x, — Steigung der Tangente im Punkt (x, f (x,))=/"(x,)

X—X,
A f(x) . df (x) B e
Ax fur X=X, - —dx X=X, f (XO)
Abbildung 69

T%ngenlc
iwe Punkt 6&,*?&.))
. hat S!tl‘,u-\_’ {'(x,)

f6) = == — == AT

Wer e wr or e = -

Jk
+
>
X

Abbildung 70

ffxo+6xl

for v —————— ——— -

lim Y o tga
bx-o°X

F(x_ g ————— - ~ --Jr____-_

Definition 3.15: Ist / in jedem Punkt x €(a, b) differenzierbar, so sagen wir, dass f in (a, b)
differenzierbar ist.

d d
Bezeichnungen fiir die Ableitung: f'(x), y '(x), d_i: , J; ng ) .

Ist f in (a, b) differenzierbar und besitzt /" in a die Ableitung von rechts und in b von links, so
sagen wir, f istin [a, b] differenzierbar.
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Existenz der Ableitung

Die Funktion f (x) hat in x, eine Ableitung, wenn die Ableitungen von rechts und von links
existieren und iibereinstimmen, d.h. wenn gilt: f"(xo) =f -"(xo).

1. Existiert 1" (xo) # f-"(x0), so sind die ,,Halbtangenten* von links und rechts im Punkt (x,, 1 (xo))
unterschiedlich (4bb.71).

2. Gilt fiir die stetige Funktion f in xo: ( f-"(xo) =+ und f'(x¢)= —o0) oder ( f~"(x¢) = —©
und f'(xo) =+o0) soist xy sogenannter Umkehrpunkt, und die ,,Halbtangente* in x, ist parallel
zur y-Achse (4bb.72).

Abbildung 71 Abbildung 72 Abbildung 73

« y=ixt

Ist die Funktion an der Stelle x, differenzierbar, so ist sie auch in x, stetig.

Die Umkehrung dieses Satzes gilt jedoch nicht, z.B. ist y = f{x) = |x| in x = 0 stetig, aber

f(0)=1; f£-(0)=—1. Nach dem obigen Satz iiber die Existenz einer Ableitung folgt damit, dass

f(x) an der Stelle x = 0 nicht existiert (4bb. 73).

Die Berechnung der Ableitung einer Funktion geschieht im allgemeinen Fall durch die Berechnung
S (x)= f(x,)

des Grenzwertes [im T in den meisten praktischen Féllen wendet man Differentia-
X=X )

tionsregeln an, um die Ableitung einer Funktion auf die bekannten Ableitungen von Elementar-
funktionen zuriickzufiihren.

Beispiel 3.13:
(1) Gegeben: (a) y=x'=f(x)
b) y=f(x)=e
Gesucht: Ableitung an der Stelle x, = 0.

Losung zu (a):
Ay = f(x+Ax)—f(x,) = (x0+Ax)3—xZ = xz+3xz-Ax+3x0-(Ax)2+(Ax)3—xZ

3

= 3xZAx+3xO(A x) +(Ax)
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Mit Ax = x—x, folgt:

i_x = 3x§+3x0Ax+(Ax)2 ; wenn Xx—x, , dann Ax—0 :
x)—f(x

limﬂ = limM = lim (3xz+3X0Ax+(Ax)2) = 3xz ,

Ax—0 X XX, x_xo Ax—0

fiir xo=01st »(0)=0.

XotAx  x, . Ay exo(eAx_l)

Losung zu (b): = ; —= =
Losung zu (b): Ay e e Ax Ax
X Ax Ax
Zimﬂ = [lim ¢’le ) = ¢ lim € L =e"
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 X

d. h. fiir xo=01ist y'(0)=1.
(2) Gegeben: f(x), g(x); beide Funktionen seien in (a, b) differenzierbar.
Gesucht: (f(x) - gx)); Ax = h = x—x, .

Losung:
Ay = f(x+h)g(x+h)=[f(x)g(x)
= [x+h)glx+h)=f(x)g(x+h)+ [(x)g(x+h)=[(x)g(x)
(Hier wurde der Term f(x) g(x + h) addiert und gleichzeitig subtrahiert, d.h. die Gleichung wurde
dadurch nicht verdndert.)

2_1 — f(x+hh)_f(X)'g(X+h)+f(x)‘g<x+hh)_g(X)

glx+h)—g(x)

lim Ay - limf(x+h)_f<x>~lim g(x+h)+lim f(x)-lim
x

Ax—0 A h—0 h—0 h—0 h—0
= (fx) - gx)' = f(x)g(x)+f(x)g (x)

Andere Schreibweise: (u-v) = u’'v+uv’  (Produktregel).

Analog zu diesen Beispielen werden die Ableitungen sdmtlicher Elementarfunktionen berechnet.

Gegeben seien f(x), g(x), f:(x) (i=1, ..., n); alle diese Funktionen seien in [a, b] differenzierbar,
und £, k€ R.

Dann gilt in [a, b] :
(1) (fx) £ glx)) = f7(x)£g (x) (Summenregel)
@) (flx) - glx)) = f"(x)-g(x)+f(x)g (x) (Produktregel)
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(3) (k- f(x))" = k-f’(x) (,Konstante vorziehen*)

f(x) ) f(x)g(x)=flx)g (x)
g(x)

) ( falls g(x)#0 (Quotientenregel)

Merkregel zum Zihler in der Quotientenregel:
»NAZ — ZAN*“ = Nenner - Ableitung des Zéhlers — Zéhler - Ableitung des Nenners.

M=

) Xk filx) )= kiéf'i(X)=k1f'I(X)+k2f'2(X)+---+k,,f'n(X) :

]
_

N

(6)( ' f,~ ):( fl'fz'fs--"fn )
= fvfyn S e e e f '(n_l)-fn-l-fl-fz-...-f(n_l)-f'n

(verallgemeinerte Produktregel)

(7) Kettenregel: Unter der Voraussetzung, dass f', g’, &’ ,entsprechend” existieren, gilt
fiir die Ableitung der geschachtelten Funktion

(fog) = f'(g(x)g(x) und
(foge by ()= [ lelh(x)]-g " (h(x)h" (x)

wobei f,” die Ableitung der ,,Komponente* f nach der ,,Komponente* g als unab-
hangige Variable ist, etc. (Beim Ableiten einer geschachtelten Funktion bildet man also
zundchst die Ableitung der dufseren, dann die der inneren Funktion und multipliziert
sie miteinander. Ist die innere Funktion wieder geschachtelt, wie im zweiten Fall, so
wiederholt sich die Prozedur. Beim Ableiten der dufseren Funktion betrachtet man das
gesamte Innere als abzuleitende Variable.)

(8) Sind y = fix) und x=g(y) gegenseitig invers, so gilt f'(x)-g'(y) = 1.
Somit: (f7') (x)= —

f((x)
Beispiel 3.14:  Voriiberlegung: f '(x) = lim Ay ; wegen Monotonie und Stetigkeit
Ax—0 X
1 1 1
And 5 = 5 = ; = B .
Ax=0  Ay=0 " Ax#0  Ayx0 . Ax o g'(y) g'(/(x)
Ay—?OAy
x . ]
@ f(x)=y=¢ ; x=Imhy=g(y (allgemein: y=Inx — y =)_c )

1 x

fl)=—4=y=e
(=)
y

(R S 1

g'(y) ~ —siny V1—cos’y ) 1—x’
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(9) Ausdriicke vom Typ  y=(f(x))* ) werden wie folgt differenziert:

Iny = g(x)In f(x) -

y o= e () dn f (x)+ g (x)

Zusammenfassung der wichtigsten Regeln:
Differentiationsregein

5umm¢mf£’tt i ({“"3)‘ = f'-l' 9'
Produled regel : (F-g)' = ‘F"Q +_F_9.|
¢ !

Quetiodemresel:  (£)' = Lg);;_f_a.

Keblenregel:  (foq)x) = m-afrrl
s e
Beisp.:
W= bnliz) = ba (x2)
h‘(}(): (-Faay(?‘)
4 1
(Al
4

BN

S T
X z

R

5 L A WP b
1 x= =T Fot 2
schmeller (ohne leetbe-ragel):

act !ﬂ'“lho-‘
() = fa (x2) = %L x i

= L'a)= -2

)(l_\

1

7(x)In £(x) X
e* = (f(x)"™

Ubersichtstabelle zur Ableitung elementarer Funktionen

Einfache Form

1) ¢ =0
2) [ =nx""
3) [e] =e"
[a*] =a*Ina
4)
[Inx] = ! ; x>0
X
[log.x] = ! >0
8o na

Geschachtelte Form

)T =nlf )] f &)
[e/®] = e/® £(x)
[@/] =a/® Ina f'(x); a>0

mreor=- 28w

1

[log,f ()]" = 7 (x)ina

Sx); f()>0




Einfache Form

5) [sinx] =cosx

[cos x]" = —sin x
[tgx]" = 2
cos X
) 1
[cotgx]" = —7
sin’ x

6) 1
[arcsinx] = T——
\/1 —x

1
[arccos x]'= — 5
I—x
[arctg x]’ 1
arctg x|’ = ——
8 1+x°
[arccotg x]’ 1
arccotg x|" = —
8 1+x°

Geschachtelte Form
[sin flx)]" = cos f'(x) /" (x)
[cos f(x)]" = —sin f(x) [ (x)

[ (x)

1
[tgf ()] = 05 £ ()

feotg f() = = LA

in” f(x)
[arcsin £ (x)] = m-f "(x)
[arccos f(x)] = — \/—l—fz—(x)‘f "(x)
1 ,
[arctg f(x)] = 1-|-f2(x)‘ (x)
[arccotg f(x)] = — 1-|-f2(x).f "(x)

7 (utuwt..tu) =u tu . tu,
uv)y =uv+tuv

() oo tty) = Ua ottt Uy Une

8) (g) u'v—uv’

v

9)

Spezialfall: [c u(x)]” = c u'(x)

Spezialfall: (M) - u’(x)
c c

f(x)
Beispiel 3.15:
‘ 1)
(a) yo= a7 Type ]
: k
(1-n)x 71_ —
y = ae k (—(n—l)x_”ﬂ_l) = .o k
(l—l’l) xn
: u
b) y = L
®) Slncosx-l—l [v]
_ cosx(cosx+1)—sinx(—sinx) _ cos’x+cosx+sin’x _ cosx+1 _ 1
(COSX+1)2 (cosx+1)2 (cosx+1)2 cosx+1
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. X
) y = az-arcs1n—+x-\/az—x2

() y= ———+13
a+bx+cx
) = 2x(a+bx+ex’)—x’ (b+2cx) _ Dax+2bx +2cx’ —bx"—2cx’ _ bx’+2 ax
(a+bx+ex’) (a+bx+ex’) (a+bx+cx’)

() y = 2sin°4x’ = 2(sindx’)

y' = 2:3(sindx’)(cos4x’)20x* = 120x*sin’4x"cos4x’

Ableitungen hoherer Ordnung

/(%) .
Definition 3.16: Existiert der endliche Grenzwert lim x = f(x,) ,
X=X, - 0

so hat die Funktion f inx, eine zweite Ableitung.

Bezeichnung: f/"'(x0) = (f'(x0))".

Ahnlich werden die Ableitungen von héherer Ordnung f"""(xo), /" (xo) definiert.
Schreibweise anstelle der Striche: f™(x).

Es gilt die Rekursionsformel

£ =0 T

Beispiel 3.16: Berechnen Sie y” und y*" der Funktion.
y = 5x'—2sinx—xe "
Losung:
y’ = 455 —2cosx—(e “+xe (—1)) = 20x—2cosx+xe —e "

—X

Yy = 60x +2sinx+e “+xe (—1)+e ¥ = 60x°+2sinx+2e —xe
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Leibnizsche Formel

Existieren fiir u(x), v(x) die Ableitungen n-ter Ordnung, so gilt fiir die n-te Ableitung ihres

(n) (n) (n—=1)_, (n=2) ,, (n)
Produktes: (uv)" = u V+(}11)” v +(’21)“ L +(Z)UV .

Das Differential und seine Anwendung bei der Fehlerrechnung

Es taucht hiufig die Situation auf, dass der Funktionszuwachs A y=f(x,+Ax)—f(x,) durch
eine lineare Funktion der unabhingigen Variablen Ax , A4-A x derart ersetzt werden konnte,

dass der Anndherungsfehler fiir ,kleine“ Ax im Vergleich mit Ax zu vernachldssigen wire.
Diese Moglichkeit der ndherungsweisen Berechnung fithrt zum Begriff ,,Differential®.

Approximation einer Funktion in der Umgebung eines Punktes xo

Approximation = ndherungsweise Berechnung

Erste Niherung:
mit Hilfe der ersten Ableitung

f(xo+Ax)~f(x,) + Tangentensteigung - Ax = [f(x,)+/f (x,)-Ax .
Geometrisch bedeutet dies: Annidherung durch eine Gerade (vgl. Abb. 74).

Abbildung 74

}1‘ 't,)-Ax

<
<0
Bessere Nédherungen:
mit Hilfe der 2., 3., ... Ableitung (zusitzlich) und mit héheren Potenzen von Ax
— Taylorscher Satz
fx,+Ax) = f(x,)+ / 1(/)60) -Ax+f2—(/x°)-(Ax)2+f3—/(x°)-(A x)’+... +Restglied

Geometrisch: Anndherung durch Gerade, Parabel, kubische Parabel, ... (vgl. Abb. 75).
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Abbildung 75

Stelle X,

Das Restglied der Taylorschen Niherungsformel kann nicht exakt angegeben werden. Oft kann man
es aber von der GroB3e her einschridnken mit Hilfe folgender Formel (nach Lagrange):
f("H)(xo—I-t-(x—xo))

(n+1)!
man nur (aber immerhin!) weif, dass sie zwischen 0 und 1 liegt: 7€(0,1) .

Restglied = R,:1(x) = (x— xo)”“ , darin ist ¢ eine Zahl, von der

Wir kommen spéter auf den Taylorschen Satz zuriick. Hier beschrinken wir uns zunéchst auf die
Néherung der Funktion mittels der ersten Ableitung.

Approximation mittels erster Ableitung (Zusammenfassung):

Approximation
(3 herungswreise Bereckaung )
ciney Funktien in der Un g€ b ~J
f’ nkies ¢

A24)

9cometniscl bedectet dies:
Avnzheruny durcl eine Cerade

Definition 3.17: f(x) sei in der Umgebung von xo, U(x), definiert. Existiert zu f{x) in x, die
Funktion A-A x ,diedie Bedingung Ay = 4-Ax+71(Ax)-Ax mit

All"zlo T(Ax) =0 erfiillt, so sagt man, die Funktion f hat in x, das Differential

A-Ax undschreibt dy = A-Ax oder df(x) = A-Ax .
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Abbildung 76

al
L

|
!
i t
I ay LymAAx+T (4x) "AX
| e

K aud | T

e mmm === =hP
__..—4 | AX !

" 4: X

x X+AX

Beziehung Differential — Ableitung

Die Funktion f hat in x, ein Differential < f hat in x, eine Ableitung. Dann gilt 4 = f"(xo).

Fiir die Funktion y= fix)=xist A= f'(x)=1,dh. dy = f(x)"Ax = Ax = dx .Das
Symbol dx nennen wir Differential der unabhédngigen Variablen. Das Differential dy der Funktion y
= f(x) im Punkt x, schreiben wir in der Form dy = f "(x,)dx .

Geometrische Bedeutung:
Ay=A f(x)=f(x+Ax)—f(x) und dy = df (x) =f (x) dx sind im gleichen Punkt unter-

schiedlich. Der Ausdruck Ay driickt den Zuwachs der Funktion aus, wihrend dy den Zuwachs
der Tangente im Punkt A fiir den Zuwachs des Argumentes A x angibt. Fiir geniigend kleine dx ist
dy die Approximation des Zuwachses Ay ,dh. Ay =~dy.

Wird in x, der Funktionszuwachs durch das Differential ersetzt, so wird in der ,,kleinen Umgebung*
U(x,) der Graph der Funktion durch seine Tangente im Punkt A4 ersetzt. Eine genauere Anndherung
liefert die Taylorsche Formel.

Beispiel 3.17: Berechnen Sie ndherungsweise N 16,06 .

Losung: Betrachtet wird die Funktion y:\/; ;o X,=16 ; Ax=0,06
1

, 1 ,
Esist [ (xg+Ax)~f(xo)+f (xo)Ax ; f/(x)=—==; f(16)=
2Vx 8
f(16+0,06) ~ f(16)+f "(16)-0,06 = 4+0,0075 = 4,0075
Beispiel 3.18: Berechnen Sie ndherungsweise sin 46°.

Man betrachte die Funktion y = sin x:

fxg+Ax)=fx))+ f(x)Ax X0=TZT ; Ax="0
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s i)~ sin Tt cos T = ‘/_2+‘/_2L
sin (G +1gg) ™ SN eOs Tes = 5 T TR0

= 0,7071(14+0,017) = 0,7194 sin46° ~ 0,7194

Wichtig:
Eine wichtige Anwendung des Differentials ist in der Praxis die Abschétzung des Fehlers bei der
Berechnung des Funktionswertes, wenn der Argumentwert x mit dem Fehler A x behaftet ist. Der

Fehlerist durch A y= f(x+Ax)— f(x) gegeben.
Der Ausdruck  |Ay| = |dy| heiBt absoluter Fehler der Berechnung,

=‘c&
y

Ay

Der Ausdruck ‘
y

‘ fir y#0 heift relativer Fehler.

Beispiel 3.19: Bestimmung der Relativfehler bei der Kreisflichenbestimmung (Dendrometrie),
wenn der Durchmesserfehler A x bekannt ist.

2

Bezeichnung: y(x)=m % . Diese Funktion gibt die Kreisflache in Abhéngigkeit von x an.

™
_-x-Ax
2
2
X

4

_ Ay | | f(x)Ax
Es 1st ‘ y ‘ ‘—f(x)

Der relative Fehler bei der Kreisflichenbestimmung ist somit zweimal groBer als der relative Fehler
der Durchmesserbestimmung.

Wichtige Anwendungen des Differentials: Messung des Baumdurchmessers mit der Kluppe;
geoditische Messungen, Waldwegebau und iiberall dort, wo eine mittelbare Messung durch eine
Funktion stattfindet.

Eigenschaften stetiger Funktionen

Obwohl hier einige Aussagen intuitiv klar sind, werden wichtige Sétze {iber die stetigen Funktionen
formuliert und grafisch verdeutlicht.

Beschranktheit

f(x) sei im abgeschlossenen Intervall stetig. Dann ist f(x) in [a, b] beschrédnkt. D.h. IM >0 ,so
dass gilt [f(x)|<M W x€la,b| (siehe Abb. 77a).

Satz von Welerstrass

Jede stetige Funktion in [a, 5] nimmt ein Maximum und ein Minimum an.

max - ) min _ _
x€la,b] Slx) = M, x€la,b] f(x) = m  (siche Abb. 77b).
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Abbildung 77a Abbildung 77b Abbildung 77¢

A P‘Y ~
N 1 (1 -1 ) S ————

B
D

i TN L

M -

Zwischenwertsatz

Die Funktion f{x) sei in [a, b] stetig. Dann erreicht sie in [a, b] alle Werte zwischen f{a) und f(b)
(siche Abb. 77c¢).

Folgerung:
Gilt zusdtzlich f(a) f(b) < 0 = es existiert mindestens ein X, €[a,b]| mit f(x,)=0.

Geometrische Deutung: Haben die Funktionswerte /' (a) und f'(b) entgegengesetztes Vorzeichen, so
wird der Graph von f'(x) in [a, b]die x-Achse mindestens einmal schneiden.

Beispiel 3.20:
Die Folgerung wird zur Losung von algebraischen Gleichungen herangezogen. Gegeben sei die

Gleichung Y 4x—9x 4+x+2 = 0 .Wir bezeichnen: f(x) = YA r—9x+x42 =0 .

flx) ist in (—oo, oo) stetig. Esist f{2)=—-8 <0 und f(3)=32>0 = die Gleichung f{(x)=0 hat in
[2, 3] mindestens eine Nullstelle. Nehmen wir an, dass in diesem Intervall genau eine Nullstelle
liegt. Wéhlen wir z.B. x = 2,5, und es ist f{(2,5) >0 = die Nullstelle liegt im Intervall [2; 2,5],
usw.

Mit der weiteren Teilung des Intervalls erhalten wir den genauen Wert fiir die Nullstelle (sieke
Abb.78).

Abbildung 78 Abbildung 79

YA Y A
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Satz von Rolle

Gegeben sei die in [a, b] stetige und in (a, b) differenzierbare Funktion f.
Es gilt fiir f(x): f(a)=f(b)= Tc€(a,b) mitf’(c)=0. (Geometrische Deutung siehe Abb. 79.)

Folgerung:

Aus dem Satz von Rolle folgt, dass zwischen zwei Nullstellen einer differenzierbaren Funktion
mindestens eine Nullstelle ihrer Ableitung f '(x) liegt. Diese wird bei der Feststellung der Anzahl
der reellen Nullstellen vorteilhaft herangezogen.

Beispiel 3.21: Zeigen Sie, dass x>+ 4x —10 = 0 genau eine reelle Nullstelle hat. f{x) ist stetig und
differenzierbar in (—o, ). 3x?+4>0 Vx€R = 3 ceR mit f'(c)=0.

Dann hat f hochstens eine Nullstelle. Da f{x) ein Polynom von ungeradem Grad ist
(n=3) = fix)=0 hat genau eine Losung.

Mittelwertsatz

Gegeben sei eine in [a, b] stetige und in (a, b) differenzierbare Funktion ( 3 f "(x) in (a, b)) .
= 3dce(a,b) mit fb) — fla)= f'(c): (b — a).

Geometrische Bedeutung: siehe Abb. 80 a,b.
Es gibt im Intervall (a, b)) mindestens ein ¢, wo die Tangente an den Funktionsgraphen
parallel zur Verbindungslinie der Punkte mit den Abszissen a und b verléutt.

Abbildung 80 a Abbildung 80 b

f(b)~-
(a)

|
ST(Crf‘CJ)
]

i
|
a c

Der Mittelwertsatz hei3t auch Satz liber den Zuwachs der Funktion. Der Satz ermdglicht uns, den
Zuwachs der Funktion f{(b) — fla) abzuschitzen, wenn es moglich ist, f'(x) in (a, b) zu schitzen.

Beispiel 3.22: Schitzen Sie den Zuwachs der Funktion f'(x) = arctg x in [2, 3].

, |
Fir y = in (2, 3) gilt:
Y 1+x° @3)e

f3)—f2)= 1 . Fiir ¢ = 2 erhiilt man den groBten Wert, den der Zuwachs

1+c¢
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in [2, 3] annehmen kann.

1 1
. < 1o
Es ist also o 5 fir c€(2,3) .

1-1
1+¢

> <

N | —

arctg(3) — arctg(2) =

Taylorsche Entwicklung einer Funktion

Mit Hilfe des Satzes von Taylor wird die Frage behandelt, wie und inwieweit sich eine Funktion in
der Umgebung eines Punktes x, mit der einfachsten Art von Funktionen, den Polynomen, approxi-
mieren ldsst.

Satz von Tavlor

Die Funktion f sei in einer Umgebung von x, mindestens #-mal differenzierbar. Dann bezeichnet
man das Polynom

T (f xgox) = £ S (xg)(xmxg) 4L

s
- (x)

i=0 l/

(x—xo)i

als Taylor-Polynom #-ter Ordnung von f an der Stelle x, . Ist f* beliebig oft differenzierbar, dann
wird durch die Folge der Taylor-Polynome die Taylor-Reihe von f* an der Stelle x, definiert. In der
Regel stellt die Taylor-Reihe die Funktion in einer Umgebung von x, dar, so dass die Taylor-Poly-
nome zur Approximation der Funktion in dieser Umgebung von x, dienen konnen. Dabei wird die
Approximation umso genauer, je hoher der Grad des Taylor-Polynoms ist.

Dann setzt man meistens /7 := X—X, und schreibt x statt x,.

n pli) ]
Mit Tn(x,h):=zf./x)h’ giltalso f(x+h)~T (x,h) .An der Stelle x, = 0 vereinfacht sich
i=0 1.

die Formel zu  f(x) = f(0)+f'(O)‘x+...+fn(0/)xn + Rest = i fi_(/o) + Rest.
n! i=0 1!

Beispiel 3.23: (a) lineare Approximation: Vx+h ~ \x +W— h
(b) quadratische Approximation: Vx+h ~ x -i-L h— 1 W
2& 8x\/;
(c) Approximation dritter Ordnung: \/ X+h ~ \/ X+ . ! X
J?c Sxf BTERP

140



Zusammenfassung:

(siche S. 134)




De 1’Hospitalsche Regeln

Herleitung:
Bei der Formeldarstellung einer Funktion y = f(x) kann der Formelausdruck im Grenziibergang
eine der folgenden Formen enthalten: g ; 5 w—w ; 0o ; 0° ; o’ ;17

. x
Ist zB. f(x,) = g(x,) = 0 , sokann [lim % (wenn der Grenzwert {iberhaupt existiert)

XX,

verschieden ausfallen. Es ist zweckméBig, / und g in x, nach Taylor zu entwickeln, um mehr
iiber das Verhalten dieses Ausdrucks in der Umgebung von x, zu erfahren.

Es sei f(i)(x0)=0 fir 0<i<p ,
g(i)(xo)=0 fir 0<i<y und
Y020, Y (x,)£0
d.h. alle Ableitungen von kleinerer Ordnung als p sind Null und fallen aus dem Taylor-

Polynom heraus, und alle Ableitungen von kleinerer Ordnung als y sind ebenfalls Null und
fallen aus dem Taylor-Polynom heraus.

Dann gilt:
S (x,) VAR EN
Fle) o TRy e
glx)  g"(x,) s 27 ()
yr TRy

Nach Ausklammern in Z&hler und Nenner folgt:

(k) X (k) x
f—(o)(x—xo)“(lJral(x—x0)+a2(x—x0)2+ ..) /A 0)(x—xo)“
fx) _ _w! _o_u! H(x)
g(x) ) X , (y) X )
&0 P (14b (rmx )b x ) E $0%x—x&y
Y y!

Esist H(xo)=1,da(x —x0) =0, wenn X—Xx, .

Zu unterscheiden sind nun drei Fille:

o L)
by =l 7
) M)
2 = e l =
2) wu=y S glx ¢"(x,)
oo L)
© ey = gy T
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Hieraus folgen die sogenannten Regeln von de l’'Hospital:

Es sei g(") (x)#0 1in einer Umgebung von x, mit moglichen Ausnahmen x = x, und

(n)
f(y)(xo) = g(y)(xo) =0 ,; y=0,1,2,..,(n—1) . Wenndann 2 einen endlichen
g (x)
oder unendlichen Grenzwert besitzt, so gilt das gleiche fiir g ((;C)) , und es gilt:

= lim
XX, g(x) XX, g(n)(x)

limM ] f(n)(x) .

Einfachster Fall:

limM = limL(x) , wenn S (x,)=0 und g(x,)=0 .
o (X) oy g (x)

Anwendung findet die Regel von de 1"'Hospital also bei der Berechnung von Grenzwerten der Form
lim /) mit  /im f(x)=0 und

2(x) lim g(x)=0 bzw. co . Man hilft sich in diesem Falle, in-

X=X,

: “(x
dem man die Ableitungen f'(x) und g’(x) bildet und /im {;—((x)) bestimmt. Erhdlt man immer noch

0 ) ) .
0 oder % , so leitet man weiter ab, bis man den Grenzwert ausrechnen kann.
.. . sinx 0 . COSX
Beispiel 3.24: (a) /im—— = ||| = lim —— =1
x—0 X O x—0 1
1
. In . 1
(b) llmxx =lzm£x=—
x—le —e x—le €
e.X ex e)C
(© Ilim— = Ilim——= .. = lim— =+
x—0o X xoopn X x>0 N

Hieraus folgt: e* wichst flir x—oo  schneller alsx” ¥V nelN .

1
(@ limxlnx = [0-(—o)| = limBE = |22 = fim—— = —limx = 0
x—0 x—0 L x—=0—X x—0
x
(e) lim X =0 = lime™ = = =1
x—0

x—0

L = )gi_;??)x-lnx =0 (siehe d) .

Dieser Ubergang ist im Falle der Exponentialfunktion erlaubt, da y = e* fiir alle x
stetig ist.
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x—sin x _ ”Q”
0

63 lim(L—l) = lim

o0 SINX X x50 X-Sinx
. 1—cosx 0 . sin x
= lim———— = |&| = im—————— =0 .
-0 SINX+Xx COS X 0 x50 2COS X—XxSInx

Monotonie und Extrema von Funktionen

Definition 3.18: Die Funktion f* heil3t streng monoton wachsend (fallend) auf der Menge D, wenn
gilt: Vx,€D | Vx,€D : x;<x; = f(x1)< f(x) (bzw. f(x1)> f(x2)).

(Gilt lediglich f(x1) < f(x2) bzw. (f(x1) = f(x2)) so sagt man, f sei
monoton wachsend oder monoton fallend (ohne ,,streng®)).

Definition 3.19: Die Funktion f heiflt monoton wachsend (fallend) im Punkt x, <
3U (x,) ,sodassin U(x,) die Funktion f(x) monoton wachsend (fallend) ist.

Monotonie und Ableitung
f seiauf [a, b] stetig und in (a, b) differenzierbar. Dann gilt
(1) f(x)istauf [a, b] genau dann konstant, wenn ¥ x€(a,b) gilt: f'(x)=0.
(2) f istauf [a, b] monoton wachsend (monoton fallend)
o Vx€(a,b): f'(x)=0 (f'(x)=<0)
(3) f(x)istauf [a, b] streng monoton wachsend (streng monoton fallend)

o Vx€(a,b): f(x)>0 (f'(x)<0) .

Abbildung 81 a Abbildung 81 b
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Abbildung 81 ¢ Abbildung 81 d

Abbildung 81 ist eine Darstellung der grundlegenden Typen streng monoton wachsender Funk-
tionen. Hier ist f'(x) > 0, d.h. die Richtungswinkel der Tangenten sind positiv. Eine analoge
Situation entsteht bei monoton fallenden Funktionen.

Beispiel 3.25:
1 1
flx) =y =20e*; y =20e" é fir x€(0,k), k>0 ist £(x)>0;

die Funktion f'ist fiir positive x streng monoton wachsend.

Lokale Extrema von Funktionen

Definition 3.20: Die Funktion y = f{x) hatin x,€D(f) ein lokales Minimum (Maximum) mit
dem Wert  f{xo) © AU (x)) VxeUlxy) :  f(x)>f(x) ;

(f(x)<f(x,) .(Die Funktion y= f(x) in der folgenden Abbildung hat in den
Punkten C, V, E ein lokales Maximum und in D, U ein lokales Minimum).

Abbildung 82

YA

£(c)

- —-9 4

—

of - -~

,
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Notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Extremums

Hat die Funktion fim Punkt x, ein lokales Extremum, dann existiert entweder f "(xo) nicht, oder,
wenn die Ableitung existiert, so ist f'(xo) = 0.

Die Umkehrung dieses Satzes gilt allerdings nicht: Aus f "(xo) = 0 folgt nicht zwingend, dass in x,
ein lokales Extremum vorliegen muss. (Beispiel: y =x3; f'(0) = 0, aber in x, = 0 ist kein Extremum,
sondern ein Sattelpunkt).

Stationarpunkte

Ist f in x, differenzierbar, und ist f"(xo) = 0, so heilt (xo, f(x0)) Stationdrpunkt der Funktion f.
(In obiger Abbildung sind D, E Stationdrpunkte von f.)

In den Punkten C, U, V in Abbildung 82 existiert die Ableitung von f{x) nicht. Dagegen sind aber,
wie bereits erwéhnt, die Punkte D, E Stationdrpunkte, in denen f'(d) = f'(e) = 0.

Beispiel 3.26:

(a) Die Funktion f{x)=y=x*+2x+ 3 hat ein Extremum im Stationdrpunkt x, = —1, denn
f'(x0)=2x0+2=0. Inxo= —1 befindet sich ein lokales Minimum, da V¥ xelRAx#—1 gilt:

xX*+2x+3>2, dh. (x+1)>>0. Der Graph von f ist hier die Parabel mit der Gleichung
y — 2= (x+ 1)> mit dem Gipfel in V' = (-1, 2).

k

(b) Die Funktion y = 4 k T =y k exp L_l = f(¢) ,diesog. Korfsche
t" t" (n—1)¢"
Zuwachsfunktion ( £ #0 ; n>=1 , A>0 ) hatin zl=”i/lE einen Stationdrpunkt.
n

Spater wird gezeigt, dass hier ein Maximum vorliegt.

(c) Die Funktion f(x)=|x |ist im Punkt (0, 0) nicht differenzierbar. In einer Umgebung
U (0)ist fix)>fA0) ¥V x#0 . D.h. y=|x|hatin x,=0 ein Minimum.

Xo sei Stationdrpunkt der Funktion f oder ein Punkt, in dem die Ableitung nicht existiert. Ist in
U (x) fx)<0 [f'(x)>0]und in U (xo) f'(x)>0][f (x)<O0] (die Funktion " dndert in x,
das Vorzeichen), dann hat die Funktion f in x, ein lokales Minimum [lokales Maximum].

Geometrische Interpretation in den folgenden Abbildungen:
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Abbildung 83 a Abbildung 83 b Abbildung 83 ¢

©

y-f(:d/ o Ny °

Absolutes Extremum einer Funktion

Definition 3.21: Unter dem absoluten Minimum (Maximum) der Funktion f in der Menge

DS D(f) versteht man den kleinsten (groBten) Wert, den die Funktion f auf D
annimmt.

Ein absolutes Extremum der Funktion f(x) in [a, b] tritt auf:
(1) in den Randpunkten a, b oder
(2) in denjenigen inneren Punkten des Intervalls [a, b], in denen die Funktion f lokale

Extrema hat.

Ist die Funktion in x, n-mal differenzierbar, wird zur Entscheidung iiber die Art eines Extremums
folgender Satz herangezogen, auch wenn einige Ableitungen gleich Null sind:

Hohere Ableitungen und Extrema

Esseiinxo: f'(x,) = f "(x,) = ... = f(n_”(xo) =0 ; f('”(xo);tO , n>1.
Dann gilt: (1) Ist n gerade und [ <">(x0)>0 , S0 hat " in x, ein lokales Minimum.
(2) Ist n gerade und  f <">(x0)<0 ,so hat 1 in x, ein lokales Maximum.
(3) Ist n ungerade und  f (">(x0)>0 , S0 ist f in x, monoton wachsend.

(4) Ist n ungerade und [ (")(xo) <0 ,soist f inx, monoton fallend.

Beispiel 3.27: Bestimmen Sie die lokalen Extrema der Funktion ;, = 7 (x) = 3.3\/;2_ .

1. Schritt: Berechnung von f(x); f"'(x)
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1 2 -

4
- . 3
y'=2x ox 0 Y ——gx —2

2. Schritt: Bestimmung der Stationdrpunkte

_ _4
y =0 ; 2(x P=x)=0 = l—x =p , X=71 0% 1

Es existieren also Stationdrpunkte in S, =(—1, 2); S.=(1, 2).

3. Schritt: In S;und S, wird das Vorzeichen von f"’(x) bestimmt.
. . 8 . . 8
Fr@ === 5 <0 f k) = £ )= =5 <0
=1in S und S, liegen lokale Maxima vor.

4. Schritt: Fiir x=0 ist y’ nicht definiert, aber es existieren die rechtsseitige und
die linksseitige Ableitung in 0.

1
limy = lim2(=—x) = +
iy = ) = e
limy’ = lzm2——x = —o

x—0 x—0 1/x

= f’ &ndert das Vorzeichen von — nach +
= in S = (0, 0) liegt ein lokales Minimum vor (siehe Abb.85).

Abbildung 85 Abbildung 86

y-(x-z) 4*-'\

y (2}

[X] YOR—

Beispiel 3.28: Bestimmen Sie die Extrema der Funktion y= f(x)= (x —2)*+ 1.

(1) y'=0, dh4x—=2P=0=> x.,:=2

(2) y'=12(x =2y = y'2) =0
V= 24(x —2) = 37(2) =0
Y= 24 > Y9 (2) =24>0

= f hatin S (2; 1) ein lokales Minimum (siehe Abb.86).

148



Beispiel 3.29: (Beispiel einer Optimierungsaufgabe)
Aus einem Stamm mit dem Zopfdurchmesser d soll ein Balken herausgeschnitten
werden, der die grofSte Tragfahigkeit hat.

Losung: Die Tragfihigkeit N eines rechteckigen Balkens ist proportional dem Produkt x.j4°
wobei x die Basis und / die Hohe des Balkenquerschnittes ist, d. h.
N=k-x-h* , k =const>0 (siehe Ingenieurtafel).

Die Aufgabe lautet, anders ausgedriickt: In einen Kreis mit dem Durchmesser d soll ein

Rechteck hineingelegt werden, so dass A2y maximal wird (siehe Abb. 87).

Abbildung 87 / d |

Der Satz des Pythagoras liefert x’+h*=d> ,also h’=d’—x* ,
und fiir die Tragfihigkeit N ergibtsichaus N =k-x-h* also

N(x) = k-x-(d’=x°) = k-(d’x—x") (als Funktion von x).
Somit: N “(x) = k-(d*1-3-x%) = k(d*-3x%) .

Wo liegen die Stationédrpunkte (,,Kandidaten* fiir Extremstellen)?
N'(x)=0 e k(d’-3x)=0
e 3x’=4’

2 1 2
=—d X, ,==*
< X 3 = 12 \/g

Langen sind stets nichtnegativ, also kommt nur Xx, =+ﬁ in Frage.

Hat N (x) an der Stelle x=Xx; ein lokales Minimum oder Maximum?

Aus der Situation folgt bereits, dass ein lokales Maximum vorliegen muss:
N (x)=0 fiir x=0 und fiir x= d, fiir alle Werte dazwischen ist N (x) > 0, es gibt
zwischen 0 und d keine weiteren Stationdrpunkte.

(Formales Vorgehen:

N(x) = k(—6x) = —6k-x | N”(%) - —6-k-% <0 .da

d >0und k£ >0 ; also liegt ein Maximum vor.)

d 2 B
Die Losung istalso x = x; = ﬁ ;dannist 4 = \/alz—xl2 = d2—d? = \/—'d .
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d
Wihlt man bei gegebenem d die Basis des rechteckigen Balkens mit X = \/_5
und 4 = d\E , so wird dieser Balken die grof3te Tragfahigkeit besitzen.

~5:7~7:10.

ol

B il 2 =
S gilt: no

Konvexitat und Konkavitit von Funktionen, Wendepunkte

Zur genauen Charakterisierung von Funktionen bzw. ihrer Graphen ist es zweckmaBig, die Begriffe
Konvexitét, Konkavitdt und Wendepunkte von Funktionen zu definieren. Diese spielen bei forstlich
interessanten Funktionsmodellen wie Wachstumskurven, Baumschaftformen, 6konometrischen
Modellen, Modellen in der Waldarbeitslehre, Bodenkunde, Populationsentwicklung etc. oft eine
Rolle.

Konvexe und konkave Funktionen

Definition 3.22: Gegeben sei eine in x, differenzierbare Funktion f.
(a) Die Funktion f heiBt in U (x,) konvex (konkav), wenn V Xx€U(x,) der Wert
f(x) iiber (unter) der Tangente im Punkt (xo, f{xo)) liegt. D.h. es
gilt: f(x) > fxp)+f " (xp)(x=xp) (bzw. [f(x) < fxo)+/ (xo)(x—x,) ).

(b) Die Funktion f ist konvex (konkav) im Intervall /<D(f) genau dann,

wenn sie konvex (konkav) in allen Punkten x&€/ ist.

In den folgenden Abbildungen sind die Graphen einer konvexen und einer konkaven Funktion
dargestellt. Hieraus geht hervor, dass im konkaven Bereich mit wachsendem x die Ableitung

tgp = f '(x) fallt, dagegen im konvexen wichst.

Abbildung 88 a Abbildung 88 b Abbildung 88 ¢
konvexe Funktion konkave Funktion Wendepunkt bei x,
vt YT ;. y=£ (x)
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Hinreichende Bedingung fiir Konyvexitat (Konkavitit)

Besitzt die Funktion f in allen Punkten des Intervalls [a, b] die zweite Ableitung f"'(x),
undgilt /" "(x) > 0 (f '(x) < 0) Vx€la,b| ,
dann ist die Funktion f in allen inneren Punkten von [a, b] konvex (konkav).

Wendepunkte

Definition 3.23: f sei in x, differenzierbar. Geht f in x, von Konvexitét in Konkavitdt (oder
umgekehrt) tiber, so heiflt x, Wendepunkt von /. (siehe Abb.87¢c)

f sei in xo zweimal differenzierbar.
Wenn in einer linken Umgebung von x,, U "(xo), gilt: f7x)<0 (f"(x)>0)
und in einer rechten Umgebung U "(xo) gilt: f7x)>0 (f(x)<0)
(d.h. f"(x) dndert in x, das Vorzeichen),
so hat f in x, einen Wendepunkt mit dem Ubergang
Konkavitit — Konvexitit  (Konvexitit— Konkavitét).

Ist f im Punkt x, » mal differenzierbar, n=2 , so wird man in der Praxis nach folgendem Satz
verfahren, auch wenn die ersten n —1Ableitungen in x, gleich Null sind:

Essei /7' (xo)) = f"""(x0) =...= f"D(x) =0und f“(x0) #0, n > 2.
Dann gelten folgende Aussagen:

(a) Ist n ungerade und f™(x,) > 0, so hat £ in x, einen Wendepunkt mit dem Ubergang
Konkavitidt — Konvexitit.

(b) Ist n ungerade und f®(x;) <0, so hat f in x, einen Wendepunkt mit dem Ubergang
Konvexitidt — Konkavitit.

(¢) Ist n gerade und 1™ (x0) > 0, so ist f in xo konvex.

(d) Ist n gerade und f™(x) <0, soist f/ in x, konkav.

Beispiel 3.30: Finden Sie die Wendepunkte der Funktionen

@ y = f,(x) = In(1+x’)

2
X

®d) y = f,(x) = \/%— e 2 (GauBsche Glockenkurve)
U

= 2(1—x7%)
1+x° (H—xz)2

Losung: (@ v =2

. f istin (0, o) zweimal differenzierbar.
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= M
(1+x°)

y'=0 = x=0 [ °(0)=2>0 —  bei xo=0 ist ein Minimum.

y'

y =0 = 1-x'=0; © =1 ; x,=—1

Esgilt p7(x)<0 Vx€(—oo,—1)U(1,+m)
y'(x)>0 Vxe(-1,1)

Nach der hinreichenden Bedingung fiir die Existenz eines Wendepunktes und wegen
¥ (x)>0 ¥V xe&(—1,1) hat die Funktion in x; = 1 und x, = —1 Wendepunkte,
da hier y”" das Vorzeichen &ndert.
Im Punkt x; = 1 erfolgt der Ubergang
Konvexitat — Konkavitét
und in x, = —1 der Ubergang
Konkavitdat — Konvexitét.

Die Tangenten in den Wendepunkten lauten:

t,;: y—1 = 1(x—1) ; t,; y=1 = —1(x+1) (vgl. Abb. 89).
Abbildung 89
A
Y
._.tz £
£, (x)
> X

Losung: (b)) y = ———-e? -x
\/21'(
pE et ()
21T
! T-)c()c2—3)

1
(1) yv=0 = x=0; f70)= __\/;<0 = in x=0 liegt ein Maximum vor.
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lim y’(x)=0 und Ilim y(x)=0 ; y(x)>0 Vx&(—o0,)

x—*oo Xt

2
—X

= in =*oo liegt jeweils ein Infimum von y(x) = \/;e 2 vor.
2t

2)y"=0 = X*—=1=0 = x,= =*I

Y (+D)>0 = inx; ist ein Wendepunkt mit Ubergang:
Konkavitdt — Konvexitdt.
y(=1)<0 = in x; ist ein Wendepunkt mit Ubergang:

Konvexitit — Konkavitit.
Siehe Abb. 90.

Abbildung 90

Beispiel 3.31: Bestimmen Sie die Wendepunkte von y = x°.

Losung: pr=sxt oy =200 5y =60x" 5y =120x 5 =120

Esisty'(0)=0; y"’(0)=0; y"'(0)=0; y¥0)=0; y*>0= (0, 0) ist Wendepunkt,
in dem die Funktion aus dem konkaven in den konvexen Verlauf iibergeht.

Zusammenfassung
Steigungsverhalten von K rGmmungsveckalten ven
| L / |
i T [
strens e
mcnaten s“‘::‘:" wag e fara kon\l‘l Wende - binials
Wacksend r faltend punkt

1 1 ) 1 l )

fcft) 20 f'(X) =0 {'())(0 'F“(‘) S0 'f"(l,'-"o flla}<o
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Ist man bemiiht um ein vollstdndiges Bild einer Funktion fiir x —=*o0 oder in der Umgebung von
Unstetigkeitsstellen, so ist die Konstruktion der Asymptoten von Bedeutung.

Gibt es zu einer Funktion f eine Funktion g mit [lim {;((;C; = 1 ,so sagt man,
f(x) verhilt sich asymptotisch wie g(x).
Beispiel 3.32:
1 - e
f(x)=yx+- 5 g(x)=\/x , dann gilt:
X
1 1
o1 x(1+1) —
o f(x) : \/x x . X , 1 (4bb. 91a).
lim = lim = lim —=— = lim/1+— =1
xa+m>g(x) X—© J; X —00 J; X— 00 X
Abbildung 91 a Abbildung 91 b

b 4
y T f(x) = Jx#i

gi(x) =J x

A 7

Spezialfall: Ist g eine lineare Funktion (Gerade), also g(x) =k-x+¢q, sonennt man diese Gerade
eine Asymptote des Graphen von f, wenn zusitzlich gilt:

lim (f(x)=(k-x+q)) = 0

X — 00

(vgl. Abb. 91b: diagonal verlaufende, gestrichelte Gerade).

Die Gerade y =k-x + g ist Asymptote zum Graphen von y = f(x) genau dann, wenn folgende end-
liche Grenzwerte existieren:

k= lim LX) g=lim (f (x)—kx)

X— 00

fir x—>+4+w oder x—>—w .

xow X

Asymptoten parallel zur y-Achse bilden einen weiteren Spezialfall:

Die Gerade x = x, ist (vertikale) Asymptote zu f, wenn f in x, einen rechtsseitigen
oder linksseitigen unendlichen Grenzwert hat. D.h. es gilt mindestens eine der vier
Beziechungen:
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limf(x)= +o fir x— x' oder x— Xx¢

limf(x)= - fir x— x oder x— xo

Abb. 92 zeigt verschiedene Fille.

Abbildung 92 a Abbildung 92 b Abbildung 92 ¢ Abbildung 92 d
A | A : }
: Y | Y ! yﬁ '
I ' ' \
| I ' |
| ! I
| | 1
l : / \
i | |
: v ! .. 17 / S~
— X -+ X " » X ™% »X
x 1 ¥o o 1 *o
| @ i | |
I I
| . |
; |
I
I |
I I l
] I
Kurvendiskussion

Zusammenfassung der Schritte, die bei der Bestimmung von Kurvenverldufen von y = f(x) gewohn-
lich angewandt werden:

(1) Bestimmung des Definitionsbereiches D(f) und des Funktionsbereiches B(f)
(2) Stetigkeit, gerade oder ungerade Funktion, Periodizitit

(3) Schnittpunkte von f{x) mit den Koordinatenachsen
(a) mit f{x) = 0 die Schnittpunkte mit der x-Achse (Nullstellen)
(b) mit y = f{x) fiir x =0 den Schnittpunkt mit der y-Achse
(c) Bestimmung der Intervalle, wo die Funktion positiv bzw. negativ ist

(4) Verhalten der Funktion in den Unstetigkeitspunkten und in den Randpunkten des
Definitionsbereiches

(5) Asymptoten

(6) Lokale Extrema der Funktion

(7) Wendepunkte (und Intervalle der Konvexitdt und Konkavitit)

(8) Konstruktion des Graphen, gegebenenfalls zusitzliche Punkte fiir die genauere
Darstellung.

Einige dieser Punkte werden gegebenenfalls ausgelassen, wenn sie keinen Sinn haben, z.B. Asymp-
toten bei Polynomen, etc.

Beispiel der ..Gaul}'schen Glockenkurve*:

fle) = e
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Schritte zur Kurvendiskussion:
(1) (a) Definitionsbereich: D(f)=R

2
(b) Bildbereich: g(x) = —x? nimmt alle Werte < 0 an.

h(x) = ez >0 VZ
h(—0,;0]=(0;1]

1
f(x) = Th<g(x>) nimmt die Werte zwischen 0
1s

1
und —2 ~ (0,3989 an.
V21T

—(0-—L_
= B(f)—(O,m] :

(2) (a) Stetigkeit: f ist auf ganz R stetig.
_(_x)z 2
1 5 1 -
(b) gerade/ ungerade: f(=x) = e = e’ = f(x)
] V21T V21T
= f 1st eine gerade Funktion.
(c) Periodizitit:

f ist nicht periodisch.
(3) Achsenschnittpunkte:

(a) mit der x-Achse (Nullstellen): f(x)=0 o e? -0 > kann nicht existieren, da

e’ >0 Vze R
< keine Nullstellen

1 1
(b) mit der y-Achse:  f(0) = T-e‘) == 0,3989
TT TT

(c) Wo ist f positiv/negativ? ¢* >0 =  f(x)>0 , f iiberall positiv.

(4) Verhalten von f an Unstetigkeitsstellen und am Rand des Definitionsbereichs:

. . T . 1.
lim f(x) = lim f(x) = lim —e? = Ilim e’ =0.
x— —w0 x— +0o0 x— 40 \ 2TT x——0 V21T
T T
x2
f gerade z=—7
(5) Asymptoten: Fiir x —>*oo geht fix) gegen 0
= die x-Achse ist an beiden Réndern ( oo ) des Definitionsbereichs
Asymptote.
(6) Lokale Extrema:
Zunichst Ableitungen berechnen.
: 1 5 —2x -1 5
f(x) = —=e” ) = ‘X-e (Kettenregel!)
Vo 2 V2T
f(x) = —L_(l'e%+x~e%~(_2x)) = L(—e_; +x2-e_;)
Vam 2 V21T
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Stationdrpunkte:

2
—X

, —1
f(x)=0 & ——xe? =0 o x=0.
V2T

>0
= nur bei x, = 0 kann eine Extremstelle vorliegen.

f(x)=0 fir x—>+ow , f(x)>0 aufganzR
= bei xo = 0 kann nur ein Maximum vorliegen.

[ Kontrolle: f " "(x,) = f"7(0) = ﬁ'(oz—l)-e0 = —l-ﬁ <0 V]

Funktionswert bei xo=0: f (x,)=/(0)~0,3989 | s.o.
Weil es keine anderen Extrema gibt und weil f(x)—0 fiir x—+oo | istdieses
lokaleMaximum sogar ein absolutes Maximum von f .

(7) Wendepunkte; f konkav/konvex ?
. 1 2 -5
fx) = (x"—1)e
V21T
1 >0
Term (x*—1) entscheidet das Vorzeichen!
S7x) =0 e x*-1 =0 e x, =21 Wendestellen.

Fiir x < (=1) ist /" '(x)>0 , also f konvex
Fiir x€ (—1;+1) ist [ '(x)<0 , also f konkav
Fiir x > (+1) ist /" '(x)>0 , also /' wieder konvex.

-1
Funktionswert an den Wendestellen: f(—1) = f(+1) = ! e’ ~ 0,242

V2T
(8) Graph von f: siche Abb. 93.
Abbildung 93
"t
X
¥ ¥ ¥ ¥ " .
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2
Beispiel 3.33: Bestimmen Sie den Verlauf der Funktion y = x_l
x—

Losung:
() D(f)=(==.1U(L,2)
(2) Die Funktion ist weder gerade noch ungerade. Sie ist nicht periodisch.
(3) Beriihrungspunkt mit der x-Achse ist x =0,
Schnittpunkt mit der y-Achse ist y = f0)=0.
(4) Punkt x =1 ist Unstetigkeitspunkt.

2
X

2 2
lim = || x=1+5, 5-0 || = i 8 _ x
1=l s—01+6—1 e x—1

(5a) Asymptote nicht parallel zur y-Achse (y = k-x + q):

X 2x
k= 1 —— = [ =1
xiﬁox(x—l) o 2x—1
x2 X
q = lim (——x) = |lim — =1 = y:x+1
x—+oo X— x—»ioox_l

(b) Asymptote parallel zur y-Achse hat die Gleichung x = 1, da nach (4) gilt:
2 2

. X . X
lim—— = 400; [lim— = —0 .
x—1 x_l x—1 x_l
2
X —2x .y 2
(6) Extrema: y = , Yy o=
(x—1)’ (x—=1)
y=0 = xX*-2x=0 = x=0x=2
y7'(0)=-2<0 = Sy =(0,0) istlokales Maximum,
y’'2)=2>0 = S>=(2,4) istlokales Minimum.

(7) Aus y""# 0 folgt: es existiert kein Wendepunkt.
(8) Graph: siche Abb. 94.
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Abbildung 94

i x=1
y=x+1

Das sollte.man nach.dem Besuch der Vorlesungen und Ubungen konnen;

Was ist eine Folge?

Erkennen von innerer und duerer Komponente bei geschachtelten Funktionen
Berechnen einer inversen Funktion (Umkehrfunktion)

Bestimmen des Grenzwertes einer Funktion

insbesondere Grenzwerte vom Typ ,, % “ (Regel von de 1"'Hospital)
Bachmann-Landau'sche Grof3-O-Notation

Erkennen von Unstetigkeiten

Anwendung der Rechenregeln fiir Ableitungen

Approximation einer Funktion mit Hilfe der ersten Ableitung (Differential) und gegebenenfalls
mit Hilfe héherer Ableitungen (Formel von Taylor)

Extremwertbestimmung bei Funktionen einer Variablen
Bestimmung von Wendepunkten

Kurvendiskussion
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