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Aufgabe T6.1: Cayley-Graph - Erzeugendensystem #1

ad==cl=e¢

(ab)? = (ac)? = (bc)®> =e

A sei die Gruppe mit den Erzeugenden {a; b; ¢} und den definierenden Relationen

(e = Einselement von A). Zihlen Sie die unterschiedlichen Elemente von A auf.

Zeichnen Sie den Cayley-Graphen von A.

QuickFact: alternativ zum Losungsansatz auf der nachsten Seite,
nachdem die Relationen “entziffert” sind, man kann auch in
geschickter Weise auf die Losung kommen:

ord (a) =2 inv (a) =a
ord (b) =2 inv (b)=0b
ord (c)=2 inv (c)=c

v Hausaufgabe

Fir jedes Element g € G:

Gruppe in so einem Fall

: beweist dass die erzeugte

kommutativ ist

g= 1_[ sing=ak-bm-c"

SESHES

Wobei (k,m,n) € {0,1} 3 sO & e

s

Die Ordnung der erzeugten Gruppe: |G| = |{0, 1} 3| =23=8
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https://de.wikipedia.org/wiki/Gruppe_(Mathematik)#Gruppenordnung
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Aufgabe T6.1 Hausaufgabe : beweist es
Losung: fir den allgemeinen Fall von endlichen
Schritt #1: Nutzung der Definition eines Erzeugendensystems einer Gruppe G(-, e) < Gruppen und beliebig vielen Erzeugenden
n(g)
firjedes g € G g = 1_[ s; wobeis; € {a,b,c}
i=1 )
Schritt #2: Auffinden aller Elemente der Gruppe G je Kettenldnge n mithilfe der definierenden Relationen
_ n(g=1 g=s1 s, AR
al b c
n(g) =2 g=51"52 ale|la-b|a-c
b
c
a-b a-c b-c
n(g) =3 g=51"5S2"53 a a-b-c
S1 b
c
n(g) >4 g =5S1"52"53"""Sn(g) a b c
ab-cl

?

QuickFact: das schildert im Prinzip nur den Fall
n(g) = 4, aber im Allgemeinen deutet auf die

v Abwesenheit neuer Elemente bei langeren Ketten

G ={a, b, c, e, a-b, a-c, b-c a-b-c}
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https://de.wikipedia.org/wiki/Erzeugendensystem#Erzeugendensysteme_in_der_Gruppentheorie
https://de.wikipedia.org/wiki/Endliche_Gruppe
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Aufgabe T6.1

Losung:

Schritt #3: Cayley-Graph
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Aufgabe T6.2: Cayley-Graph — Erzeugendensystem #2

F 2 3

2 3 1 md. B= (3 3 3
die unterschiedlichen Elemente von T (als Transformationen) auf und zeichnen Sie den Cayley-
Graphen von T.

T sei das von o= erzeugte Transformationsmonoid. Zihlen Sie

QuickFact: auch diese Aufgabe lasst sich etwas geschickter l6sen:
Die Elemente des zu erzeugenden Monoids kann man als Transformationen eines gleichseitigen Dreiecks ansehen das linke Bild):

e Elemente wie a sind Permutationen ;

e Elemente wie 8 sind degenerative Transformationen, bei denen ein Dreieck in einen seiner Eckpunkte Uberfiihrt wird.
Die Komposition der Transformationen o ist einfach deren Hintereinanderausfithrung

e firjedesn € Ny & {0,1,2,...}, a" o B wird das Dreieck erst in seinen Eckpunkt 3 umwandeln, und danach diesen Punkt um

120° um den Mittelpunkt des Dreiecks drehen - somit in einen Punkt Gberfiihren und zwar:
n€3Ng+1 1:a"o B =a-f
n € 3Ny + 2 2:a%oB=a*of
ne 3N0 3:a"o ﬁ = ﬁ

o flrjedest €T, B ot wird das Dreieck im Endeffekt in den Punkt 3 umwandeln, also ganz egal was t angerichtet hat: ot = S8

“

t= s=ak o f™ IT| =1{0,1,2} x{0,1}] =3-2=6
ses;cS={a,p}

Fir jedest € T
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https://de.wikipedia.org/wiki/Permutation#Zweizeilenform
https://vixra.org/pdf/1208.0223v1.pdf#page=12
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Aufgabe T6.2
L&sung:

1

Schritt #1: Festlegen einer Reihenfolge bei Transformationen des Monoids T( o, (1

Schritt #2: Aufzahlen aller Elementevon T
n(t)

fiirjedest e T:t = 1_[ s; wobei s
i=1

n(t)=1 t=s51

i € {a:ﬂ}

n(t)=2 t=s51"5;,
B
B

n(t)=3 t=51"5,"'S3 (

a B
312G 17
312G 1))

e |G, o)

n(t) > 4 t=51"52"S3"Spe
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Aufgabe T6.2

Losung:

Schritt #3: Cayley-Graph

analog zur T6.1 - Hausaufgabe
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Aufgabe T6.3: Algebraische Strukturen: Monoid, Ring

Beweisen Sie: Fiir jeden Ring (R, +, - ) definiert a* b = a+ b —a-b ein Monoid (R, *, 0).
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Aufgabe T6.3
Lésung:

Schritt #1: Assoziativitat der Verknlpfung *

fiir jedes Tripel (a,b,c) E R X R X R

gilt:
(axb)~c \begin{proof}
+b—a-b
(a( +b ‘ )b*)i (a+b b) Definition der Verknipfung *
a -a- c—(a —a-'b) c

(a+b+(—a) b)+c+ (a+b+(—a):-b) (—c)

at+b+(-a)-b+c+(@a+b+(—a) b): (—c) '.

a+b+(-a)-b+c+a-(—c)+b-(—c)+((—a)b)-(—c) distributivitat von - tiber + !
a+b+a-(-b)+c—a-c+(-b)-c—(a-(-b))-c

obige Eigenschaft :
a+b—a-b+c—a-c—b-c—a-(-b) c

firjedex,y € (R,+,): (—x)-y=x-(-y) =—(x-y)
Assoziativitat der Verknlpfung + A

Assoziativitat der Verknipfung - :
c+b—b-c —a-c—a-b—a- (-b)-c Kommutativitat von + *
c+b—-b-c —a (c+b+(—b)-c) distributivitat von - tber + ll
(b+c—b-c) —a-(b+c—b-c) obige Eigenschaften :
(bxc)—a- (bxc) obige Eigenschaften :
(b*©) \end{proof} |
*xC 2 I
Hausaufgaben: beweist dies und das ©
Schritt #2: neutralitdt des Elements 0 € (R, +) fur jedes Element a € (R,*) —
ax0 \begin{proof} 7
a+0—a-0 Definition der Verknupfung « -
a+0+0 firjedesx € (R,+,0,):x-0=0-x=0
a+(0+0) Assoziativitat der Verknipfung +
a+0 Neutralitdt des Elements 0 im (R, +,0, ...)
a \end{proof}

Hausaufgabe: es muss noch auf Einhaltung der Links

geprift werden fj b
QLA
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https://de.wikipedia.org/wiki/Quod_erat_demonstrandum
https://de.wikipedia.org/wiki/Zweistellige_Verkn%C3%BCpfung#Innere_zweistellige_Verkn%C3%BCpfung
https://ftp.mpi-inf.mpg.de/pub/tex/mirror/ftp.dante.de/pub/tex/macros/latex/contrib/ntheorem/ntheorem.pdf#page=30
https://ftp.fau.de/ctan/macros/latex/required/amscls/doc/amsthdoc.pdf#page=12
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Aufgabe T6.4: Begriffsverband: Liniendiagramm
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Aufgabe T6.4

Lésung:
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siehe http://www.uni-forst.gewdg.de/~wkurth/fs19 u06a4loesung.pdf
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