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Aufgabenstellungen: 
auch unten auf den Folien, vor jeweiligen Lösungen 

Teil_06 http://www.uni-forst.gwdg.de/~wkurth/fs20_u06.pdf  
  

 

Anwendungsbeispiele zur heutigen Sitzung:  

Viel Glück bei euren Klausuren! Ihr schafft das! 
Symmetrische Gruppe 𝑺𝟑 Formale Begriffsanalyse (mehr zum Diagramm hier) 

  

 

 

Die Schlüsselbegriffe der heutigen Sitzung: 

Cayley-Graph    
 Erzeugendensystem   
  Halbgruppe, Monoid, Gruppe, Ring, Verband  
   Begriffsverband 

Quelle: Wiki 

https://de.wikipedia.org/wiki/Symmetrische_Gruppe
https://arxiv.org/pdf/1608.07241.pdf
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Aufgabe T6.1: Cayley-Graph - Erzeugendensystem #1 

 
 

  QuickFact: alternativ zum Lösungsansatz auf der nächsten Seite, 

nachdem die Relationen “entziffert” sind, man kann auch in 

geschickter Weise auf die Lösung kommen: 

{
𝑎𝑎 = 𝑒
𝑏𝑏 = 𝑒
𝑐𝑐 = 𝑒

 heißt {

𝑜𝑟𝑑𝑛𝑢𝑛𝑔(𝑎) = 2

𝑜𝑟𝑑𝑛𝑢𝑛𝑔(𝑏) = 2

𝑜𝑟𝑑𝑛𝑢𝑛𝑔(𝑐) = 2

 heißt {
𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒(𝑎) = 𝑎
𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒(𝑏) = 𝑏

𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒(𝑐) = 𝑐

 

 

{
𝑎𝑏𝑎𝑏 = 𝑒
𝑎𝑐𝑎𝑐 = 𝑒
𝑏𝑐𝑏𝑐 = 𝑒

 heißt {
𝑎𝑏 = 𝑏𝑎
𝑎𝑐 = 𝑐𝑎
𝑏𝑐 = 𝑐𝑏

 

 

Für jedes Element 𝒈 ∈ 𝑮: 

𝒈 = ∏ 𝒔

𝒔∈𝑺𝒈⊆𝑺

 in 𝒈 = 𝒂𝒌 ∙ 𝒃𝒎 ∙ 𝒄𝒏 umstellbar 

Wobei (𝒌, 𝒎, 𝒏) ∈ {𝟎, 𝟏} 𝟑 und 𝒔𝟎 ≝ 𝒆 

 

Die Ordnung der erzeugten Gruppe: |𝑮| = |{𝟎, 𝟏} 𝟑| = 23 = 8 

Hausaufgabe für Mathe Fans : beweist dass die erzeugte 

Gruppe in so einem Fall (d.h. bei kommutierenden und dabei 

beliebig vielen Erzeugenden) kommutativ ist 

https://de.wikipedia.org/wiki/Gruppe_(Mathematik)#Gruppenordnung
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Aufgabe T6.1 

Lösung: 

Schritt #1: Nutzung der Definition eines Erzeugendensystems einer Gruppe 𝑮(∙, 𝒆) 

 für jedes 𝒈 ∈ 𝑮 ≝ 〈𝑺〉: 𝒈 = ∏ 𝒔𝒊

𝒏(𝒈)≥𝟏

𝒊=𝟏

, wobei 𝒔𝒊 ∈ 𝑺 ∶= {𝒂, 𝒃, 𝒄} 

Schritt #2: Auffinden aller Elemente der Gruppe 𝑮 je Kettenlänge 𝒏 mithilfe der definierenden Relationen 

𝒏(𝒈) = 𝟏 𝒈 = 𝒔𝟏 𝒔𝟏 𝒂 𝒃 𝒄 
 

𝒏(𝒈) = 𝟐 𝒈 = 𝒔𝟏 ∙ 𝒔𝟐 

  𝒔𝟐 
  𝒂 𝒃 𝒄 

𝒔𝟏 

𝒂 𝒆 𝒂 ∙ 𝒃 𝒂 ∙ 𝒄 
𝒃  𝒆 𝒃 ∙ 𝒄 

𝒄   𝒆 
 

𝒏(𝒈) = 𝟑 𝒈 = 𝒔𝟏 ∙ 𝒔𝟐 ∙ 𝒔𝟑 

  𝒔𝟐 ∙ 𝒔𝟑 
  𝒂 ∙ 𝒃 𝒂 ∙ 𝒄 𝒃 ∙ 𝒄 

𝒔𝟏 
𝒂 𝒃 𝒄 𝒂 ∙ 𝒃 ∙ 𝒄 
𝒃 𝒂 𝒂 ∙ 𝒃 ∙ 𝒄 𝒄 
𝒄 𝒂 ∙ 𝒃 ∙ 𝒄 𝒂 𝒃 

 

𝒏(𝒈) ≥ 𝟒 𝒈 = 𝒔𝟏 ∙ 𝒔𝟐 ∙ 𝒔𝟑 ⋯ 𝒔𝒏(𝒈) 

  𝒔𝒏(𝒈) 

  𝒂 𝒃 𝒄 
𝒔𝟏 ∙ 𝒔𝟐 ⋯ 𝒔𝒏(𝒈)−𝟏 𝒂 ∙ 𝒃 ∙ 𝒄 𝒃 ∙ 𝒄 𝒂 ∙ 𝒄 𝒂 ∙ 𝒃 

 

 

 

 

 

𝑮 = {𝒂, 𝒃, 𝒄, 𝒆, 𝒂 ∙ 𝒃, 𝒂 ∙ 𝒄, 𝒃 ∙ 𝒄, 𝒂 ∙ 𝒃 ∙ 𝒄} 

  

Hausaufgabe für Mathe Fans : beweist es 

für den allgemeinen Fall von endlichen 

Gruppen und beliebig vielen Erzeugenden 

QuickFact: das schildert im Prinzip nur den Fall 

𝒏(𝒈) = 𝟒, aber im Allgemeinen deutet auf die 

Abwesenheit neuer Elemente bei längeren Ketten 

  

https://de.wikipedia.org/wiki/Erzeugendensystem#Erzeugendensysteme_in_der_Gruppentheorie
https://de.wikipedia.org/wiki/Endliche_Gruppe
https://de.wikipedia.org/wiki/Endliche_Gruppe
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Aufgabe T6.1 

Lösung: 

Schritt #3: Cayley-Graph 
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Aufgabe T6.2: Cayley-Graph – Erzeugendensystem #2 

 
 

  
QuickFact: auch diese Aufgabe lässt sich etwas geschickter (als auf der nächsten Seite) lösen: 

Die Elemente des zu erzeugenden Monoids kann man als Transformationen eines gleichseitigen Dreiecks ansehen (siehe das linke Bild): 

 Elemente wie 𝜶 sind Permutationen (sprich, Drehungen oder Spiegelungen des Dreiecks); 

 Elemente wie 𝜷 sind degenerative Transformationen, bei denen ein Dreieck in einen seiner Eckpunkte überführt wird. 

Die Komposition der Transformationen ∘ ist einfach deren Hintereinanderausführung (hier: von rechts nach links): 

 für jedes 𝒏 ∈ ℕ𝟎 {≝ 𝟎, 𝟏, 𝟐, … }, 𝒂𝒏 ∘ 𝜷 wird das Dreieck erst in seinen Eckpunkt 𝟑 umwandeln, und danach diesen Punkt um 

𝟏𝟐𝟎° um den Mittelpunkt des Dreiecks drehen - somit in einen anderen Punkt überführen und zwar: 

{

bei 𝑛 ∈ 3ℕ𝟎 + 1 in den Punkt 𝟏: 𝒂𝒏 ∘ 𝜷 = 𝜶𝟏 ∘ 𝜷 = 𝜶 ∘ 𝜷

bei 𝑛 ∈ 3ℕ𝟎 + 2 in den Punkt 𝟐: 𝒂𝒏 ∘ 𝜷 = 𝒂𝟐 ∘ 𝜷
bei 𝑛 ∈ 3ℕ𝟎 in den Punkt 𝟑: 𝒂𝒏 ∘ 𝜷 = 𝒆 ∘ 𝜷 = 𝜷

 

 für jedes 𝒕 ∈ 𝑻, 𝜷 ∘ 𝒕 wird das Dreieck im Endeffekt in den Punkt 3 umwandeln, also ganz egal was 𝒕 angerichtet hat: 𝜷 ∘ 𝒕 =  𝜷 

 

Für jedes 𝒕 ∈ 𝑻: 

𝒕 = ∏ 𝒔

𝒔∈𝑺𝒕⊆𝑺={𝜶,𝜷}

= 𝒂𝒌∈{𝟎,𝟏,𝟐} ∘ 𝜷𝒎∈{𝟎,𝟏} und | 𝑻| = |{0,1,2} × {0,1}| = 3 ∙ 2 = 6  

https://de.wikipedia.org/wiki/Permutation#Zweizeilenform
https://vixra.org/pdf/1208.0223v1.pdf#page=12
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Aufgabe T6.2 

Lösung: 

Schritt #1: Festlegen einer Reihenfolge bei Transformationen des Monoids 𝑻 (∙ = ∘, 𝒆 = (
𝟏 𝟐 𝟑
𝟏 𝟐 𝟑

)) 

 

𝜶 ∘ 𝜷 = (
𝟏 𝟐 𝟑
𝟐 𝟑 𝟏

) ∘ (
𝟏 𝟐 𝟑
𝟑 𝟑 𝟑

) ∶= (
𝟏 𝟐 𝟑
𝟏 𝟏 𝟏

) 

Schritt #2: Aufzählen aller Elemente von  𝑻 

 für jedes 𝒕 ∈ 𝑻: 𝒕 = ∏ 𝒔𝒊

𝒏(𝒕)≥𝟏

𝒊=𝟏

, wobei 𝒔𝒊 ∈ {𝜶, 𝜷} 

𝒏(𝒕) = 𝟏 𝒕 = 𝒔𝟏 𝒔𝟏 𝜶 𝜷 
 

𝒏(𝒕) = 𝟐 𝒕 = 𝒔𝟏 ∙ 𝒔𝟐 

  𝒔𝟐 
  𝜶 𝜷 

𝒔𝟏 
𝜶 (

𝟏 𝟐 𝟑
𝟑 𝟏 𝟐

) (
𝟏 𝟐 𝟑
𝟏 𝟏 𝟏

) 

𝜷 𝜷 𝜷 
 

𝒏(𝒕) = 𝟑 𝒕 = 𝒔𝟏 ∙ 𝒔𝟐 ∙ 𝒔𝟑 

  𝒔𝟐 ∙ 𝒔𝟑 

  (
𝟏 𝟐 𝟑
𝟑 𝟏 𝟐

) (
𝟏 𝟐 𝟑
𝟏 𝟏 𝟏

) 

𝒔𝟏 𝜶 𝒆 (
𝟏 𝟐 𝟑
𝟐 𝟐 𝟐

) 
 

𝒏(𝒕) ≥ 𝟒 𝒕 = 𝒔𝟏 ∙ 𝒔𝟐 ∙ 𝒔𝟑 ⋯ 𝒔𝒏(𝒕) 

  𝒔𝟐 ∙ 𝒔𝟑 ∙ 𝒔𝟒 

  (
𝟏 𝟐 𝟑
𝟐 𝟐 𝟐

) 

𝒔𝟏 𝜶 𝜷 
 

 

 

𝑻 = {𝜶, 𝜷, 𝜶𝟐 = (
𝟏 𝟐 𝟑

𝟑 𝟏 𝟐
) , 𝜶𝜷 = (

𝟏 𝟐 𝟑

𝟏 𝟏 𝟏
) , 𝒆,  𝜶𝟐𝜷 = (

𝟏 𝟐 𝟑

𝟐 𝟐 𝟐
)} 

  

QuickFact: d.h. keine neuen Elemente 

(d.h. alle werden ausgeblendet) 
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Aufgabe T6.2 

Lösung: 

Schritt #3: Cayley-Graph 
analog zur T6.1 - Hausaufgabe 
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Aufgabe T6.3: Algebraische Strukturen: Monoid, Ring 
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∗ 𝒄 ⇄ 𝒂 ∗ Übergangsbereich 

Aufgabe T6.3 

Lösung: 

Schritt #1: Assoziativität der inneren zweistelligen Verknüpfung ∗ 

für jedes Tripel (𝒂, 𝒃, 𝒄) ∈ 𝑹 × 𝑹 × 𝑹 ≝ 𝑹𝟑 𝑔𝑖𝑙𝑡: 

(𝒂 ∗ 𝒃) ∗ 𝒄 = \𝒃𝒆𝒈𝒊𝒏{𝒑𝒓𝒐𝒐𝒇} 

(𝒂 + 𝒃 − 𝒂 ∙ 𝒃) ∗ 𝒄 ≝ (𝒂 + 𝒃 + (−𝒂 ∙ 𝒃)) ∗ 𝒄 = 
Definition der Verknüpfung ∗ 

(𝒂 + 𝒃 − 𝒂 ∙ 𝒃) + 𝒄 − (𝒂 + 𝒃 − 𝒂 ∙ 𝒃) ∙ 𝒄 = 

(𝒂 + 𝒃 + (−𝒂) ∙ 𝒃) + 𝒄 + (𝒂 + 𝒃 + (−𝒂) ∙ 𝒃) ∙ (−𝒄) =  für jede 𝒙, 𝒚 ∈ (𝑹, +,∙): (−𝒙) ∙ 𝒚 = 𝒙 ∙ (−𝒚) = −(𝒙 ∙ 𝒚) aka − 𝒙 ∙ 𝒚 

 𝒂 + 𝒃 + (−𝒂) ∙ 𝒃 + 𝒄 + (𝒂 + 𝒃 + (−𝒂) ∙ 𝒃) ∙ (−𝒄) = Assoziativität der Verknüpfung + 

𝒂 + 𝒃 + (−𝒂) ∙ 𝒃 + 𝒄 + 𝒂 ∙ (−𝒄) + 𝒃 ∙ (−𝒄) + ((−𝒂) ∙ 𝒃) ∙ (−𝒄) = Rechtsdistributivität von ∙ über + 

𝒂 + 𝒃 + 𝒂 ∙ (−𝒃) + 𝒄 − 𝒂 ∙ 𝒄 + (−𝒃) ∙ 𝒄 − (𝒂 ∙ (−𝒃)) ∙ 𝒄 = obige Eigenschaft 

𝒂 + 𝒃 − 𝒂 ∙ 𝒃 + 𝒄 − 𝒂 ∙ 𝒄 − 𝒃 ∙ 𝒄 − 𝒂 ∙ (−𝒃) ∙ 𝒄 = Assoziativität der Verknüpfung ∙ 

𝒄 + 𝒃 − 𝒃 ∙ 𝒄 + 𝒂 − 𝒂 ∙ 𝒄 − 𝒂 ∙ 𝒃 − 𝒂 ∙ (−𝒃) ∙ 𝒄 = Kommutativität von + 

𝒄 + 𝒃 − 𝒃 ∙ 𝒄 + 𝒂 − 𝒂 ∙ (𝒄 + 𝒃 + (−𝒃) ∙ 𝒄) = Linksdistributivität von ∙ über + 

 (𝒃 + 𝒄 − 𝒃 ∙ 𝒄) + 𝒂 − 𝒂 ∙ (𝒃 + 𝒄 − 𝒃 ∙ 𝒄) = obige Eigenschaften 

𝒂 + (𝒃 ∗ 𝒄) − 𝒂 ∙ (𝒃 ∗ 𝒄) = obige Eigenschaften 

𝒂 ∗ (𝒃 ∗ 𝒄) \𝒆𝒏𝒅{𝒑𝒓𝒐𝒐𝒇} aka \𝒒𝒆𝒅 
 

Schritt #2: Rechtsneutralität des Elements 𝟎 ∈ (𝑹, +) für jedes Element 𝒂 ∈ (𝑹,∗) 

𝒂 ∗ 𝟎 = \𝒃𝒆𝒈𝒊𝒏{𝒑𝒓𝒐𝒐𝒇} 

𝒂 + 𝟎 − 𝒂 ∙ 𝟎 = Definition der Verknüpfung ∗ 

𝒂 + 𝟎 + 𝟎 =  für jedes 𝒙 ∈ (𝑹, +, 𝟎,∙): 𝒙 ∙ 𝟎 = 𝟎 ∙ 𝒙 = 𝟎 

𝒂 + (𝟎 + 𝟎) = Assoziativität der Verknüpfung + (aka Addition) 

𝒂 + 𝟎 = Neutralität des Elements 𝟎 im (𝑹, +, 𝟎, … ) 

𝒂 \𝒆𝒏𝒅{𝒑𝒓𝒐𝒐𝒇} 
 

 

  

Hausaufgaben: beweist dies und das  

Hausaufgabe: es muss noch auf Einhaltung der Linksneutralität geprüft werden 

https://de.wikipedia.org/wiki/Quod_erat_demonstrandum
https://de.wikipedia.org/wiki/Zweistellige_Verkn%C3%BCpfung#Innere_zweistellige_Verkn%C3%BCpfung
https://ftp.mpi-inf.mpg.de/pub/tex/mirror/ftp.dante.de/pub/tex/macros/latex/contrib/ntheorem/ntheorem.pdf#page=30
https://ftp.fau.de/ctan/macros/latex/required/amscls/doc/amsthdoc.pdf#page=12


Formale Systeme Georg-August-Universität Göttingen 
WiSe 20/21 

Übung #6 Prof. Winfried Kurth / Alex Tavkhelidze 

 

Seite 11 von 12 
 

Aufgabe T6.4: Begriffsverband: Liniendiagramm 
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Aufgabe T6.4 

Lösung: 

siehe http://www.uni-forst.gwdg.de/~wkurth/fs19_u06a4loesung.pdf 

 

http://www.uni-forst.gwdg.de/~wkurth/fs19_u06a4loesung.pdf

