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Anwendungsbeispiele zur heutigen Sitzung:
Hypothesen
Hypothesengitter mit zwei 2-wertigen Attributen Versionenraum [S; G| — Attributen-#: 3, |Attribut| = 2
Size: {sm, big} Color: {red, blue} Shape: {circ, squr}
0
Color Code:
G
LT LF mi EF
/{4 E? a0 2F
<<big, red, squr> positive>
<<sm, blue, circ> negative>
QuickFact: eine Instanz (big,red, squr)) erfiillt eine Hypothese
Die Schliisselbegriffe der heutigen Sitzung: (?,red, ?)) heikt dass die beiden durch einen Kantenzug verbunden sind, bei
dem sich keine Knoten auf der gleichen Ebene befinden.

Trainingsdaten
Hypothesen
Kandidatenelimination
Entscheidungsbaum
Entropie
Informationsgewinn
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Aufgabe T5.1: induktives Lernen - Hypothesenraum

Es werde mit dem Hypothesenraum aus(Def. 5.1 des Vorlesungsskripts (S. 128)[gearbeitet.

Gegeben sind die folgenden Trainingsdaten:

#| Himmmel |Lufttemperatur | Lufifeuchtigkeit | Wind | Wasser| Vorhersage |Sport macht Spal3
1| sonnig warm hoch startk | kalt | wechselhaft ja

2 | regnerisch kalt hoch stark | warm | wechselhaft nein

3| sonnig warm hoch stark | warm | gleichbleibend ja

4| sonnig warim normal startk | warm | gleichbleibend Ja

Das Attribut Sport_macht Spall hangt von verschiedenen Umweltfaktoren ab. Insbesondere gibt es
fiir das Attribut Himmel drei, fiir Lufitemperanu, Luftfeuchtigkeit, Wind, Wasser und Vorhersage
jeweils zwei verschiedene mogliche Werte.

Erklidren Sie, warum die Anzahl der semantisch versclhuedenen méglichen Hypothesen fiir das
Attribut Sport_macht_Spall 973 betragt!

Angenommen. es gibe ein weiteres Attribut Wasserstromung, welches drei verschiedene Werte
annehmen kann, wie groB3 wiren dann die Anzahl der méglichen Instanzen und der (syntaktisch und
semantisch verschiedenen) méglichen Hypothesen ?

Wie wiirden diese Werte sich éndern. wenn ganz allgemein emn Atiribut A mit k verschiedenen
Werten hinzukime ?

Definition 5.1
Essei = X1 x...x Xy ein Objektraum. Dann heiBen die
Elemente aus

H = (HU{?}) x...x (XyU{?})

Hypothesen (iber .
Die Menge H heiBt Hypothesenraum ber 2.

Ein Beispielobjekt = € Q ,genligt" der Hypothese h € H
(x erfullt h bzw. h = &) genau dann, wenn gilt:

Vi=1,...,N: (h,=7)\/(h,=$,)

Oft wird noch (&, &, G, ..., @) als niemals erfiillbare Hypothese
zum Hypothesenraum hinzugenommen.
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Aufgabe T5.1

L&sung:

Schritt #1: Ubersetzung der Attribute in die Symbolsprache

Schritt #2: Anzahl der Werte pro Attribut

Himmel

Lufttemperatur
Luftfeuchtigkeit

QuickFact: alternativ zur obigen Definition, das Symbol der leeren Menge @ wird zu jedem
Attribut X; hinzugefugt — dieses lasst sich wie “es ist kein
Wert beim Attribut X; zugelassen” interpretieren

, —in so einer Fassung waren alle Hypothesen mit einer oder mehreren @-

Komponenten semantisch dquivalent , doch offenbar nicht syntaktisch
Nl Wind N4

No Wasser | N;s

N3 Wettervorhersage | Nq

IRq| R IR3| [Rg] [Rs] [Rgl

3

Schritt #3: Anzahl der semantisch verschiedenen Hypothesen

|:}[|sem =

6
L_l[x,-u{?}

sem

2 2 2 2

6 6 6
+12,0,0,6,0,0sem = | [V @sem+1 = [(Nilsem + D+ 1= ] Jaxi+ D +1
i=1 i=1 i=1

=(3+1)-(2+1)-(2+1)-(2+1)-(2+1)-(z+1)+1=(3+1)1-(2+1)5+1=41-35+1=4-z43+1=972’+1

FunFact: die Anzahl von allen moéglichen Zielfunktionen mit 6 Variablen
ware viel groRer — wir betrachten aber einen relativ kleinen Teil davon. und zwar die koniunktiven Hvoothesen

Schritt #4: Anzahl der Instanzen und der semantisch (hier:

6+1

[l

i=1

|Q+A| =

i=1
6+1

L_l[x,.u{?}

|H+A|s_ =

S

|N7 U {?}ls_ ) (l:]{ls_

syntaktisch) verschiedenen Hypothesen bei einem weiteren k-wertigen Attribut

7 6 6 6
1_[|xi| |x7|-ﬂ|xi| IAI-HIN,-I k-ﬂ|xi| k-3:2:2:2:2:2 k'-31-25 =k 96
i=1 i=1 i=1

7 6 6
+1(@.8,0,0,0,00,_ | [xuEl_+1- %0 ] [IxuEH_+1 IN7U{?}|S_-(nlx,—u{?}ls_+1—1>+1
i=1 i=1 i=1

-1)+1-(lAl,_+1)-(|7]l,_—-1)+1- (A|+1)- (973 -1 +1=(k+1)-972+1

A

Seite 4 von 15




Formale Systeme

Ubung #5 |

Prof. Winfried Kurth / Alex Tavkhelidze

Georg-August-Universitat Gottingen
WiSe 20/21

Aufgabe T5.2: Kandidateneliminationsverfahren

Gegeben sind die folgenden Trainingsdaten:

Origin | Manufacturer | Color | Decade | Type Example Type
Japan | Honda Blue 1980 Economy | Positive

Japan | Toyota Green | 1970 Sports Negative
Japan | Toyota Blue 1990 Economy | Positive

USA Chrysler Red 1980 Economy | Negative
Japan | Honda White | 1980 Economy | Positive

Fiihren Sie den Algorithmus der Candidate-Elimination mit den Trainings-
daten in der angegebenen Reihenfolge durch und geben Sie die dabel erzeugte

Sequenz der Begrenzungsmengen S und G an.
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Aufgabe T5.2

Schritt #1: theoretische Voriberlegungen
Beim Kandidateneliminationsalgorithmus muss man die Mengen S und G Schritt fir Schritt so verandern, damit jede Hypothese aus dem Intervall
[S; G] konsistent mit allen schon betrachteten Beispielen bleibt.

Dabei muss man nur kleinstmégliche Anderungen vornehmen — sonst wird man entweder unnétigen / tiberfliissigen Kram sammeln, oder einige
konsistente Hypothesen weglassen / verlieren.

Weitere wichtige Uberlequngen:

S - die Menge der speziellsten Hypothesen fiir unseren zu lernenden Begriff ;
diese Menge dient als die unterste Schranke fiir alle Hypothesen, die mit den schon betrachteten Beispielen konsistent sein missen.
Also ganz am Anfang enthélt § nur die kleinste, nie erfullbare Hypothese: S, = {(@,,®, 8, 0)}.
G - die Menge der generellsten Hypothesen fiir unseren zu lernenden Begriff ;
diese Menge dient als die oberste Schranke fiir alle Hypothesen, die mit den schon betrachteten Beispielen konsistent sein miissen.
Also ganz am Anfang besteht G aus der groRten, stets erflllbaren Hypothese: Gy = {(?,7,7,?,?)}.
Um Hypothesen miteinander vergleichen zu kénnen, muss man eine Relation haben, die den Vergleich zwischen 2 Hypothesen
ermoglicht

wir sagen dass eine Hypothese hq genereller als eine andere Hypothese h, ist und driicken das hq 2 h, aus
genau dann, wenn jede Instanz , die h, erfillt, auch hq erfllt.

Und eine Instanz x erfllt eine Hypothese h genau dann, wenn jede Komponente von h entweder gleich dem Fragezeichen ? ist, oder gleich der
entsprechenden Komponente von x ist.

Jede Instanz per se ist eine Hypothese, die ausschlieRlich von sich selbst erfillt wird.
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Aufgabe T5.2
Theoretische Voriiberlegungen
Einige Beispiele:
h, h, Vergleich (Relation)
(Japan,Honda, Blue, 1980, Economy ) (Japan,?, Blue,?, Economy ) h, c h,
(Japan, Honda, Blue, 1980, Economy ) (Japan, Toyota, Green, 1970, Sports ) nicht vergleichbar
(Japan,?,Blue,?, Economy ) (?,Honda,?,?,? nicht vergleichbar
(Japan,?,Blue,?, Economy ) (?,?,Blue,?,Economy ) h, c h,

Interessanter Hinweis: man kann praktisch ein Gitter aus allen Hypothesen aufbauen

unterste Ebene [Basis] wird nur die kleinste Hypothese (@, @, @, @, @) enthalten,
nachste Ebene [Grundgeschoss] — alle moglichen Instanzen (Beispiele),

weitere Ebene [1. OG] — alle méglichen 5-Tupel mit einem einzigen Fragezeichen,
noch weitere Ebene [2. OG] — alle moéglichen 5-Tupel mit zwei Fragezeichen,

oberste Ebene [Dachgeschoss]— nur die groRte Hypothese (?,7,7,?7,?

Anregung [NICHT klausurrelevant]: falls man bisschen tiefer in Mathe wiihlen will, kann man die Anzahlen von Elementen auf jeder Ebene beobachten — die
weisen ein echt schones Muster auf. Auch die Art der Vernetzung ist bemerkenswert.
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Aufgabe T5.2

Theoretische Voriiberlegungen

Positive Beispiele:

Wenn wir ein Positivbeispiel (+) x an der Reihe haben, missen wir sicher gehen, dass wir unser aktuelles Intervall [S; G] so verdandern, dass wir
keine von diesem Beispiel erfiillte Hypothese verlieren und dabei keine von diesem Beispiel nicht erfiillte Hypothese
behalten Hypothesengitter

Man braucht keine Anderungen zu S und G falls alles in Ordnung bleibt — also Anderungen (elementweise und dabei mit kleinstméglichen
Schritten) sind nur in dem Fall vorzunehmen, wenn es Elemente aus S oder aus G gibt, die vom aktuellen Positivbeispiel nicht erfiillt werden:

1. fir jedes solche Element aus §:
PS1: wir generalisieren dieses Element zu allen kleinstmoglichen Hypothesen, die von diesem Beispiel erfiillt werden

PS2: dabei stellen wir sicher, dass es keine miteinander vergleichbaren Elementpaare durch die PS1-Generalisierungen entstanden sind —
wenn aber schon, dass miissen wir die Menge S vom unnétigen Kram reinigen, das heiRt, aus jedem vergleichbaren Paar h; € h, einfach
die generellere (also groRere; in diesem Fall ist es hy) entfernen.

PS3: nach diesen Generalisierungen, wir missen sicher gehen, dass die Menge_S ihrer Definition entspricht

, das heil3t, fiir jedes Element hg aus S findet man so ein Element h; aus
G, dass hg C hg —falls nicht, dann sind solche Elemente aus S zu entfernen.

2. fir jedes solche Element aus G:

PG: klar, wenn man dieses Element genereller macht , wird
die generalisierte Hypothese vom aktuellen Beispiel zwar erfiillt, aber diese Generalisierung wird das Intervall [S; G] vergréRern und
dadurch die Inkonsistenz in Bezug auf die vergangenen Beispielen einfiihren

Das heiRt, es bleibt uns nichts anderes Ubrig, als dieses Element einfach aus G zu entfernen.
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Aufgabe T5.2

Theoretische Voriiberlegungen

Negative Beispiele:

_( ) x verlduft alles praktisch identisch zu Positivbeispielen, wegen Dualitat. Dieses heillt, dass man statt der PG, PS1, PS2, PS3

Vorgange die . - - -Vorgange hat

bei - werden erfiillte Elemente spezialisiert (bis diese vom aktuellen Negativbeispiel nicht erfiillt werden -
solche Spezialisierungen sind nicht einzigartig und von daher muss man alle méglichen Spezialisierungen bilden),

bei - werden die spezielleren entfernt,

bei B8 werden alle Elemente hg mit der Eigenschaft Ahg € S: hg C hg aus G entfernt.

Bei . werden alle Elemente, die vom aktuellen negativen Beispiel erflillt werden, aus S entfernt.

Zum Schluss fassen wir unsere Mengen in einem Mengenintervall [S; G] zusammen, das aus einem Element (im besten Fall), aus mehreren
Elementen oder aus gar keinem Element bestehen kann.

konsistent.
Wenn wir beispielsweise nur ein einziges Element im oben genannten Intervall bekommen, dann sagt man, dass der Begriff gelernt
wurde.

QuickFacts:

die kleinste Generalisierung einer Hypothese erfolgt durch die Umwandlung einer deren Komponenten

in das Fragezeichen ?

die umgekehrte Reihenfolge der Umwandlung
waére die kleinste Spezifizierung
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Schritt #2: Losung

| Beispiel) x = (xq,x5,%3,X4,Xx5) = (Japan, Honda, Blue, 1980, Economy ) - Positivbeispiel

Aktuelle Menge S: {(@, 0, 0,0, 0)}
Aktuelle Menge G: {(?,7,7,7,7)}

Teilschritt PG: G = {(?,7,7,7,?)} — wird zur aktuellen G

Teilschritt PS1: S = {(Japan, Honda, Blue, 1980, Economy )}

Teilschritt PS2: S = {(Japan, Honda, Blue, 1980, Economy )}

Teilschritt PS3: S = {(Japan, Honda, Blue, 1980, Economy )} — wird zur aktuellen S

N

Il Beispiel) x = (xq, X, X3, X4, X5) = (Japan, Toyota, Green, 1970, Sports ) - NEGSINDEEBIE]

Aktuelle Menge S: {(Japan, Honda, Blue, 1980, Economy )}
Aktuelle Menge G: {(?,7,7,7,?)}

Teilschritt NS: S = {(Japan, Honda, Blue, 1980, Economy )} — wird zur aktuellen S

Teilschritt NG1: G = {(?,Honda,?,?,?),(?,?,Blue,?,?),(?,7,27,1980,?),(?,?,?,?, Economy)}

Teilschritt NG2: G = {(?,Honda,?,?,?),(?,?,Blue,?,?),(?,7,7,1980,7),(?,7,?,?, Economy)}

Teilschritt NG3: G = {(?,Honda,?,?,?),(?,?,Blue,?,?),(?,7,7,1980,?7),(?,7,?,?, Economy)} — wird zur aktuellen G

N

Il Beispiel) x = (xq, x5, X3, X4, x5) = (Japan, Toyota, Blue, 1990, Economy ) - Positivbeispiel

Aktuelle Menge S: {(Japan, Honda, Blue, 1980, Economy )}
Aktuelle Menge G: {(?,Honda,?,?,?),(?,?,Blue,?,?),(?,?,2,1980,?),(?,?,?7,?, Economy)}

Teilschritt PG: G = {(?,?,Blue,?,?),(?,?,?,?, Economy)} — wird zur aktuellen G
Teilschritt PS1: S = {(Japan, ?, Blue,?, Economy )}

Teilschritt PS2: S = {(Japan, ?, Blue,?, Economy )}

Teilschritt PS3: S = {(Japan, ?, Blue,?, Economy )} — wird zur aktuellen S

g
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Aufgabe T5.2

Losung:

IV Beispiel) x = (xq, x5, X3, X4, x5) = (USA, Chrysler, Red, 1980, Economy ) - _

Aktuelle Menge S: {(Japan,?, Blue,?, Economy )}
Aktuelle Menge G: {(?,?,Blue,?,?),(?,?,?,?, Economy)}

Teilschritt NS: § = {(Japan, ?, Blue,?, Economy )} — wird zur aktuellen S
(?,?,Blue,?,?),(Japan,?,?,?,Economy),(?,Honda,?,?, Economy), (?, Toyota,?,?, Economy),
(?,?,Blue,?,Economy), (?,?,Green,?,Economy), (?,?,?7,1970, Economy), (?,?7,7,1990, Economy)}
{(? ,?,Blue,?,?),(Japan,?,?,?,Economy), (?,Honda,?,?, Economy), (?, Toyota,?,?, Economy),}
(?,?,Green,?,Economy), (?,?7,7,1970, Economy), (?,?,7,1990, Economy)
={(?,?,Blue,?,?),(Japan,?,?,?, Economy)} — wird zur aktuellen G

Teilschritt NG1: G = {

Teilschritt NG2: G
Teilschritt NG3: G

N

V Beispiel) x = (xq1, X3, X3,X4,Xx5) = (Japan, Honda, White, 1980, Economy ) - _

Aktuelle Menge S: {(Japan,?, Blue,?, Economy )}
Aktuelle Menge G: {(?,?,Blue,?,?), (Japan,?,?,?,Economy)}

Teilschritt PG: G = {(Japan,?,?,?,Economy)} — wird zur letzten G
Teilschritt PS1: S = {(Japan,?,?,?,Economy )}
Teilschritt PS2: § = {(Japan,?,?,?, Economy )}
Teilschritt PS3: S = {(Japan,?,?,?, Economy )} — wird zur letzten S

Anregung/Tipp: baut ein Hypothesengitter fir diese Trainingsdaten auf und versucht den ganzen Vorgang auf dem erstellten Diagramm zu visualisieren —
so werdet ihr am besten verstehen was ihr bei diesem Verfahren wirklich tut bzw. tun solltet, und, inter alia, werdet ihr auch Fehler erkennen/vorbeugen
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Aufgabe T5.3: Entscheidungsbédume - Einfiihrung

Geben Sie zu folgenden Booleschen Funktionen einen Entscheidungsbaum an:

(a) 4 xor B ("xor" = exklusives Oder)

(b) (4 AB)V (CAD)
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Aufgabe T5.3

Loésung: (a)

Loésung: (b)
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QuickFact: die Reihenfolge von zu belegenden Variablen wére gleichgiiltig,
sobald ihr euch um die Verringerung von Verédstelungen nicht kimmert —
die Entscheidungsbdume sind daher alles andere als eindeutig

\l
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Aufgabe T5.4: Entscheidungsbdume — Entropie, Informationsgewinn

Man betrachte folgende Menge von Trainingsbeispielen:

Instanz | a; | as | Klassifikation
1 WI| W -+
2 WI| W -
3 WI| F -
4 F | F -
5 F | W =
6 F|W -

Wie grof} ist die Entropie der Trainingsbeispiele in Bezug auf die Klassifika-
tion als Zielfunktion? Wie grof§ ist der Informationsgewinn (information gain)
von as relativ zu diesen Trainingsbeispielen?
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Aufgabe T5.4
Lésung:
Schritt #1: Entropie H (aka Uberraschungsgrad Unbestimmtheitsmafs erwarteter Informationsgehalt in Bits]) der Trainingsdaten §
H(S)—|S+|l |S|+|S_|l 51 31 6+31 6 11+11—1
B R R R I R T T L N

FunFact: falls ihr keine Fans von Logarithmen seid oder euch die thermodynamische
Entropie ablenkt und in den Physik-Dschungel entfiihrt ©, es stehen auch weitere
“Kostenfunktionen” zwecks Zerlegung der Datenmenge zur
Verfligung — z.B. der simple, aber machtige Gini-Koeffizient

Schritt #2: Informationsgewinn G vom zweiten Attribut a,

S, _ S,
G(a,) = H(S) — % H(Sq,-w) + % “H(Sa,=F)
1-— g <M 5 |Siz=W| + |S‘;2=W| log, |Stiz=W|> +§_ <|56J{2=F| ‘log, |S£-l|-2=F| n |S(;2=F| ‘log, |Sciz=F|>
|Sa,=wl |Sa,=w|  [Say=wl |z, =wl |Sa,=r| |Sa =]~ |Sa,=Fl |Sz,=r|

14(2142142112112) 1(4121 1—1=0
6 3982377 °g2§)+a (z 0827+ 10827 6 +5) v

QuickFact: Informationsgewinn gleich Null sagt uns dass es nix Schlimmeres gabe als das zweite
Attribut vor dem ersten Attribut fir die Aufteilung der Datenmenge zu verwenden — dessen

Teilmengen bewahren die urspriingliche maximale
Entropie in Bezug aufs Zielattribut “Klassifikation”
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