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Aufgabenstellungen: 
auch unten auf den Folien, vor jeweiligen Lösungen 

Teil_03 http://www.uni-forst.gwdg.de/~wkurth/fs20_u03.pdf  
  

 

Kurze Vorschau auf die heutige Sitzung:  

Prädikatenlogik 
etwas bearbeitete Version Unifikationsalgorithmus von Robinson, Originalfassung, 1965 

   

 
 

Die Schlüsselbegriffe der heutigen Sitzung: 

Term       
 frei/gebunden      
  allgemeinster Unifikator aka MGU     
   Pränex-NF    
    Skolem-NF   
     Hornformel  
      PROLOG 

FunFact: steht für “nicht in der Liste” (leere Liste) – “null”-Analogon für LISP 

https://de.wikipedia.org/wiki/Lisp
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Aufgabe T3.1: Hornformel & Markierungsalgorithmus 
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Aufgabe T3.1 

Lösung: (a) 

Schritt #1: Umbenennen der Bausteine  
Symbol Aussage Symbol Aussage 

𝑴 Mehl ist verfügbar 𝑨 Mandeln sind verfügbar 
𝑬 Eier sind vorhanden 𝑹 Rosinen sind vorhanden 
𝑰 Milch ist verfügbar 𝑭 Hefe ist verfügbar 
𝑯 Honig ist vorhanden   

 

Schritt #2: Übersetzung der Aussagen in Horn-Formeln (Implikationsschreibweise) 
Teilschritt #1: erste Aussage 

# Kommentar Vereinfachungsschritt 

0  𝑩 ≝ 𝑴 ∧ 𝑬⟶ 𝑰 ∧ 𝑯 
1  ≡ ¬(𝑴 ∧ 𝑬) ∨ (𝑰 ∧ 𝑯) 

2  ≡ (¬(𝑴 ∧ 𝑬) ∨ 𝑰) ∧ (¬(𝑴 ∧ 𝑬) ∨ 𝑯) 

3 zwei definite Horn-Klauseln ≡ (𝑴 ∧ 𝑬⟶ 𝑰) ∧ (𝑴 ∧ 𝑬 ⟶ 𝑯) 

 

Teilschritt #2: restliche Aussagen 

zweite 𝑪 ≝ 𝑨 ∧ 𝑯⟶ 𝑹 definite Horn-Klausel 

dritte 𝑫 ≝ 𝑰 ∧ 𝑭 ⟶ 𝑨 definite Horn-Klausel 

weitere [Faktenklauseln]  𝑴, 𝑬, 𝑭 ≡ 𝑴 ∧ 𝑬 ∧ 𝑭 ≡ (𝟏 ⟶ 𝑴) ∧ (𝟏 ⟶ 𝑬) ∧ (𝟏 ⟶ 𝑭) ≝ 𝑮  

 

  

https://de.wikipedia.org/wiki/Horn-Formel#Darstellungsformen_von_Horn-Klauseln
https://de.wikipedia.org/wiki/Horn-Formel#Darstellungsformen_von_Horn-Klauseln
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Aufgabe T3.1 

Lösung: (b) 

Schritt #3: Formulieren des Problems (Verfügbarkeit von Rosinen)  
 

𝑩,𝑪,𝑫, 𝑮 ⊨ 𝑹⟺  ⊨ 𝑩 ∧ 𝑪 ∧ 𝑫 ∧ 𝑮⟶ 𝑹⟺  ⊨ ¬(𝑩 ∧ 𝑪 ∧ 𝑫 ∧ 𝑮 ∧ ¬𝑹) ⟺  ⊭ 𝑩 ∧ 𝑪 ∧ 𝑫 ∧ 𝑮 ∧ ¬𝑹 

 

Schritt #4: Überprüfung auf Erfüllbarkeit mithilfe des Polynomialzeit-Markierungsverfahrens 
 

𝑩 ∧ 𝑪 ∧ 𝑫 ∧ 𝑮 ∧ ¬𝑹 ≡ (𝑴∧𝑬⟶ 𝑰) ∧ (𝑴∧𝑬⟶𝑯) ∧ (𝑨 ∧𝑯⟶ 𝑹) ∧ (𝑰 ∧ 𝑭⟶ 𝑨) ∧ (𝟏⟶𝑴) ∧ (𝟏⟶ 𝑬) ∧ (𝟏⟶ 𝑭) ∧ (𝑹 ⟶ 𝟎) 

 

markiere alle ursprünglichen Fakten, d.h. 𝑴,𝑬, 𝑭 
(𝑴∧𝑬⟶ 𝑰) ∧ (𝑴∧𝑬⟶ 𝑯) ∧ (𝑨 ∧𝑯⟶ 𝑹) ∧ (𝑰 ∧ 𝑭⟶ 𝑨) ∧ (𝟏⟶𝑴) ∧ (𝟏⟶ 𝑬) ∧ (𝟏⟶ 𝑭) ∧ (𝑹⟶𝟎) 
≡ (1 ∧ 1⟶ 𝐼) ∧ (1 ∧ 1⟶ 𝐻) ∧ (𝐴 ∧ 𝐻⟶ 𝑅) ∧ (𝐼 ∧ 1 ⟶ 𝐴) ∧ (1⟶ 1) ∧ (1⟶ 1) ∧ (1⟶ 1) ∧ (𝑅⟶0) 

≡ (1⟶ 𝐼) ∧ (1⟶ 𝐻) ∧ (𝐴 ∧ 𝐻⟶ 𝑅) ∧ (𝐼 ⟶ 𝐴) ∧ 1 ∧ 1 ∧ 1 ∧ (𝑅⟶0) 
≡ (𝟏⟶ 𝑰) ∧ (𝟏⟶𝑯) ∧ (𝑨 ∧𝑯⟶ 𝑹) ∧ (𝑰 ⟶ 𝑨) ∧ (𝑹⟶𝟎) 

 

markiere alle  frischgebackenen  Fakten (nach dem 1. Lauf), d.h. 𝑰,𝑯 
(𝑴∧𝑬⟶ 𝑰) ∧ (𝑴∧𝑬⟶ 𝑯) ∧ (𝑨 ∧𝑯⟶ 𝑹) ∧ (𝑰 ∧ 𝑭⟶ 𝑨) ∧ (𝟏⟶𝑴) ∧ (𝟏⟶ 𝑬) ∧ (𝟏⟶ 𝑭) ∧ (𝑹⟶𝟎) 

≡ (1⟶ 1) ∧ (1⟶ 1) ∧ (𝐴 ∧ 1⟶ 𝑅) ∧ (1⟶ 𝐴) ∧ (𝑅⟶0) 
≡ 1 ∧ 1 ∧ (𝐴⟶ 𝑅) ∧ (1⟶ 𝐴) ∧ (𝑅⟶ 0) 
≡ (𝑨⟶ 𝑹) ∧ (𝟏⟶ 𝑨) ∧ (𝑹⟶𝟎) 

 

markiere alle Fakten (nach dem 2. Lauf), d.h. 𝑨 
(𝑴∧𝑬⟶ 𝑰) ∧ (𝑴∧𝑬⟶ 𝑯) ∧ (𝑨 ∧𝑯⟶ 𝑹) ∧ (𝑰 ∧ 𝑭⟶ 𝑨) ∧ (𝟏⟶𝑴) ∧ (𝟏⟶ 𝑬) ∧ (𝟏⟶ 𝑭) ∧ (𝑹⟶𝟎) 

≡ (1⟶ 𝑅) ∧ (1⟶ 1) ∧ (𝑅⟶0) 
≡ (1⟶ 𝑅) ∧ 1 ∧ (𝑅⟶ 0) 
≡ (𝟏⟶ 𝑹) ∧ (𝑹⟶𝟎) 

 

  Anmerkung: schattierte Felder gehören nicht zum 
Markierungsalgorithmus – die dienen lediglich dem 
besseren Verständnis der vorgenommenen Schritte 
(und bei Variablen kommen Substitutionen zum 
Einsatz) 

QuickFact: markiere heißt „belege 
zwangsmäßig mit 𝟏 aka WAHR“ 
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Aufgabe T3.1 

Lösung: (b)  

 

markiere alle Fakten  (nach dem 3. Lauf), d.h. 𝑹 
(𝑴∧𝑬⟶ 𝑰) ∧ (𝑴∧𝑬⟶ 𝑯) ∧ (𝑨 ∧𝑯⟶ 𝑹) ∧ (𝑰 ∧ 𝑭⟶ 𝑨) ∧ (𝟏⟶𝑴) ∧ (𝟏⟶ 𝑬) ∧ (𝟏⟶ 𝑭) ∧ (𝑹⟶𝟎) 

≡ (1⟶ 1) ∧ (1⟶ 0) 
≡ 1 ∧ 0 
≡ 𝟎 

 

𝑩 ∧ 𝑪 ∧ 𝑫 ∧ 𝑮 ∧ ¬𝑹 ist unerfüllbar ⟺   ⊭ 𝑩 ∧ 𝑪 ∧ 𝑫 ∧ 𝑮 ∧ ¬𝑹 

 

Schritt #5: Rückübersetzung der Lösung 

 

Rosinen sind verfügbar aka der Bäcker kann die Rosinen erhalten 
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Aufgabe T3.2: PROLOG auf Horn-Basis 
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Aufgabe T3.2 

Lösung: 

 

 

definite Hornklauseln aka Regeln 

Faktenklauseln aka Fakten 

Zielklausel aka Anfrage 

Quickfact: SLD-Resolution gilt als die einzige Schlussregel 
(und bei Variablen kommen Substitutionen zum Einsatz) 

https://en.wikipedia.org/wiki/SLD_resolution
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Aufgabe T3.3: Terme, Formeln, frei/gebunden 
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Aufgabe T3.3 

Lösung: (a)  

Schritt #1: Test auf Zugehörigkeit einer Zeichenkette zur Menge 𝓣(𝚺) aller Terme über eine Signatur Σ = 𝕂 ∪ 𝔽 ∪ ℙ 

Laut der induktiven (aka rekursiven) Definition von Termen:  

∃𝒙∀𝒚(𝒈(𝒇(𝒚), 𝒇(𝒛)) ⟶ 𝒚) ∈ 𝓣(𝚺) ⟺ ∃ ∈ 𝔽  und  𝒙∀𝒚(𝒈(𝒇(𝒚), 𝒇(𝒛)) ⟶ 𝒚) ∈ 𝓣(𝚺)
𝒚𝒊𝒆𝒍𝒅𝒔
→     𝒇𝒂𝒍𝒔𝒄𝒉  

 

∃𝒙∀𝒚(𝒈(𝒇(𝒚), 𝒇(𝒛)) ⟶ 𝒚) ∉ 𝓣(𝚺) 

Schritt #2: Test auf Zugehörigkeit einer Zeichenkette zur Menge 𝓕(𝚺) aller Formeln über eine Signatur Σ  

Laut der induktiven (aka rekursiven) Definition von Formeln: 

∃𝒙∀𝒚(𝒈(𝒇(𝒚), 𝒇(𝒛)) ⟶ 𝒚) ∈ 𝓕(𝚺) ⟺ ∀𝒚(𝒈(𝒇(𝒚), 𝒇(𝒛)) ⟶ 𝒚) ∈ 𝓕(𝚺)  ⟺  𝒈(𝒇(𝒚), 𝒇(𝒛)) ⟶ 𝒚 ∈ 𝓕(𝚺) 

⟺ 𝒈(𝒇(𝒚), 𝒇(𝒛)) ∈ 𝓕(𝚺)  und  𝒚 ∈ 𝓕(𝚺)
𝒚𝒊𝒆𝒍𝒅𝒔
→    𝒇𝒂𝒍𝒔𝒄𝒉 

 

∃𝒙∀𝒚(𝒈(𝒇(𝒚), 𝒇(𝒛)) ⟶ 𝒚) ∉ 𝓕(𝚺) 

 

Schritt #3: gebundene (aka nicht-freie) / freie (aka nicht-gebundene) Variablenvorkommen 
 

Es wird keine Analyse benötigt (da man keine gültige Formel hat). 
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Aufgabe T3.3 

Lösung: (b) 

Schritt #1: Test auf Zugehörigkeit einer Zeichenkette zur Menge 𝓣(𝚺) aller Terme über eine Signatur Σ = 𝕂 ∪ 𝔽 ∪ ℙ 

Laut der induktiven (aka rekursiven) Definition von Termen:  

∃𝒙∃𝒚(𝒑(𝒇(𝒙)) ⟶ 𝒒(𝒚, 𝒈(𝒛))) ∈ 𝓣(𝚺) ⟺ ∃ ∈ 𝔽  und  𝒙∃𝒚(𝒑(𝒇(𝒙)) ⟶ 𝒒(𝒚, 𝒈(𝒛))) ∈ 𝓣(𝚺) 
𝒚𝒊𝒆𝒍𝒅𝒔
→     𝒇𝒂𝒍𝒔𝒄𝒉   

 

∃𝒙∃𝒚(𝒑(𝒇(𝒙)) ⟶ 𝒒(𝒚, 𝒈(𝒛))) ∉ 𝓣(𝚺) 

Schritt #2: Test auf Zugehörigkeit einer Zeichenkette zur Menge 𝓕(𝚺) aller Formeln über eine Signatur Σ  

Laut der induktiven (aka rekursiven) Definition von Formeln: 

∃𝒙∃𝒚(𝒑(𝒇(𝒙)) ⟶ 𝒒(𝒚, 𝒈(𝒛))) ∈ 𝓕(𝚺) ⟺ ∃𝒚 (𝒑(𝒇(𝒙)) ⟶ 𝒒(𝒚, 𝒈(𝒛))) ∈ 𝓕(𝚺)  ⟺  𝒑(𝒇(𝒙)) ⟶ 𝒒(𝒚, 𝒈(𝒛)) ∈ 𝓕(𝚺) 

⟺ 𝒑(𝒇(𝒙)) ∈ 𝓕(𝚺) und 𝒒(𝒚, 𝒈(𝒛)) ∈ 𝓕(𝚺) ⟺ 𝒑 ∈ ℙ und 𝒇(𝒙) ∈ 𝓣(𝚺) und 𝒒 ∈ ℙ und 𝒚, 𝒈(𝒛) ∈ 𝓣(𝚺)
𝒚𝒊𝒆𝒍𝒅𝒔
→    𝒘𝒂𝒉𝒓 

 

∃𝒙∃𝒚(𝒑(𝒇(𝒙)) ⟶ 𝒒(𝒚, 𝒈(𝒛))) ∈ 𝓕(𝚺) 

Schritt #3: gebundene (aka nicht-freie) / freie (aka nicht-gebundene) Variablenvorkommen 
 

# Vorkommnis Gebunden? Kommentar 

1 ∃𝒙∃𝒚(𝒑(𝒇(𝒙)) ⟶ 𝒒(𝒚, 𝒈(𝒛))) Ja steht unmittelbar nach dem Quantorzeichen 

2 ∃𝒙∃𝒚(𝒑(𝒇(𝒙)) ⟶ 𝒒(𝒚, 𝒈(𝒛))) Ja steht unmittelbar nach dem Quantorzeichen 

3 ∃𝒙∃𝒚(𝒑(𝒇(𝒙)) ⟶ 𝒒(𝒚, 𝒈(𝒛))) Ja liegt im Bereich (aka Skopus aka Bindungs-/Geltungsbereich) des ExistenzQuantors ∃𝒙 

4 ∃𝒙∃𝒚(𝒑(𝒇(𝒙)) ⟶ 𝒒(𝒚, 𝒈(𝒛))) Ja liegt im Bereich des ExistenzQuantors ∃𝒚 

5 ∃𝒙∃𝒚(𝒑(𝒇(𝒙)) ⟶ 𝒒(𝒚, 𝒈(𝒛))) Nein die Variable 𝒛 wird gar nicht quantifiziert 

  

FunFact: falls ein Vorkommen einer 
Variable im Skopus mehrerer Quantoren 
liegt, die die gleiche Variable quantifizieren, 
dann gilt es ausschließlich im Bezug auf 
den nächsten Quantor als gebunden 
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Aufgabe T3.4: Teilformeln, Terme & frei/gebunden 
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Aufgabe T3.4 

Lösung 

Schritt #1: Teilformeln am besten durch „Baumschütteln“  ernten 
 

¬(∀𝒙(𝒑(𝒙, 𝒚) ⟶ 𝒒(𝒇(𝒙)))) ∧ ∀𝒙∀𝒚𝒑(𝒙, 𝒇(𝒚)) 

0
1 

0
2 

0
3 

0
4 

0
5 

0
6 

0
7 

0
8 

0
9 

1
0 

1
1 

1
2 

1
3 

1
4 

1
5 

1
6 

1
7 

1 
8 

1
9 

2
0 

2
1 

2
2 

2
3 

2
4 

2
5 

2
6 

2
7 

2
8 

2
9 

3
0 

3
1 

3
2 

3
3 

3
4 

3
5 

¬ ( ∀ 𝒙 ( 𝒑 ( 𝒙 , 𝒚 ) → 𝒒 ( 𝒇 ( 𝒙 ) ) ) ) ∧ ∀ 𝒙 ∀ 𝒚 𝒑 ( 𝒙 , 𝒇 ( 𝒚 ) ) 
1  2   3      4 5         6 7  8  9         

0 1 1 1 2 2 3 3 3 3 -3 2 2 3 3 4 4 -4 -3 -2 -1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 2 2 -2 -1 

II  III   V  IV V    I II  III  IV  

 

# Knoten Teilformel 

1 ∧ ¬(∀𝒙(𝒑(𝒙, 𝒚) ⟶ 𝒒(𝒇(𝒙)))) ∧ ∀𝒙∀𝒚𝒑(𝒙, 𝒇(𝒚)) 

2 ¬ ¬(∀𝒙(𝒑(𝒙, 𝒚) ⟶ 𝒒(𝒇(𝒙)))) 

3 ∀𝒙 ∀𝒙∀𝒚𝒑(𝒙, 𝒇(𝒚)) 

4 ∀𝒙 ∀𝒙(𝒑(𝒙, 𝒚) ⟶ 𝒒(𝒇(𝒙))) 

5 ∀𝒚 ∀𝒚𝒑(𝒙, 𝒇(𝒚)) 

6 ⟶ 𝒑(𝒙, 𝒚) ⟶ 𝒒(𝒇(𝒙)) 

7 𝒑(𝒙, 𝒇(𝒚)) 𝒑(𝒙, 𝒇(𝒚)) 

8 𝒑(𝒙, 𝒚) 𝒑(𝒙, 𝒚) 

9 𝒒(𝒇(𝒙)) 𝒒(𝒇(𝒙)) 

 

 

 

 

Offtop: solche Syntaxbäume sind ein 
wichtiger Bestandteil jedes Kompilierers 
(und bei Variablen kommen 
Substitutionen zum Einsatz) 

Anmerkung: untere Tabelle ist kein Muss - sie hilft allerdings 
bei der Fehlervermeidung (durch ihren systematischen Ansatz) 
insatz) 

https://de.wikipedia.org/wiki/Syntaxbaum
https://de.wikipedia.org/wiki/Compiler
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Aufgabe T3.4 

Lösung 

Schritt #2: Bäume auch beim Auffinden/Auflisten von Termen nicht verkehrt   
 

¬(∀𝒙(𝒑(𝒙, 𝒚) ⟶ 𝒒(𝒇(𝒙)))) ∧ ∀𝒙∀𝒚𝒑(𝒙, 𝒇(𝒚)) 

0
1 

0
2 

0
3 

0
4 

0
5 

0
6 

0
7 

0
8 

0
9 

1
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1
1 

1
2 

1
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1
4 

1
5 

1
6 

1
7 

1 
8 

1
9 
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0 

2
1 

2
2 

2
3 

2
4 

2
5 

2
6 

2
7 

2
8 

2
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3
0 

3
1 

3
2 

3
3 

3
4 

3
5 

¬ ( ∀ 𝒙 ( 𝒑 ( 𝒙 , 𝒚 ) → 𝒒 ( 𝒇 ( 𝒙 ) ) ) ) ∧ ∀ 𝒙 ∀ 𝒚 𝒑 ( 𝒙 , 𝒇 ( 𝒚 ) ) 
   1    1  2     3  1       1  2   1  4  2   

0 1 1 1 2 2 3 3 3 3 -3 2 2 3 3 4 4 -4 -3 -2 -1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 2 2 -2 -1 

   I    I  I     II  I       I  I   I  II  I   

 

# Knoten Term 

1 𝒙 𝒙 

2 𝒚 𝒚 

3 𝒇 𝒇(𝒙) 

4 𝒇 𝒇(𝒚) 

 

Schritt #3: freie/gebundene Variablenvorkommen 

Analog zur Aufgabe #3 (b:3) – gilt als Hausaufgabe 
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Aufgabe T3.5: allgemeinster Unifikator #1 
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Aufgabe T3.5 

Lösung: (a) 

Schritt #1: Umwandlung der Aufgabe in eine Standardunifikation der Termmenge 

Da die Unifikation auf die Substitutionen 𝝈: 𝕍 ⊂ 𝓣⟼ 𝓣 mit |𝕍| < ∞ basiert, die aber auf (verneinte) Prädikatensymbole aka Relationssymbole 

keinerlei Auswirkung aufweisen: 

𝝈(𝒑(𝒕𝟏, 𝒕𝟐, … , 𝒕𝒏)) ≝ 𝒑(𝝈(𝒕𝟏), 𝝈(𝒕𝟐),… , 𝝈(𝒕𝒏)) bei 𝒔(𝒑) = 𝒏 und 𝒕𝟏≤𝒊≤𝒏 ∈ 𝓣 

𝝈(¬𝒑(𝒕𝟏, 𝒕𝟐, … , 𝒕𝒏)) ≝ ¬𝒑(𝝈(𝒕𝟏), 𝝈(𝒕𝟐), … , 𝝈(𝒕𝒏)) bei 𝒔(𝒑) = 𝒏 und 𝒕𝟏≤𝒊≤𝒏 ∈ 𝓣 

Und da die beiden Formeln 𝑭 und 𝑮 identische Prädikatensymbole (hier: gleichstellige 𝒒) haben, wird die ursprüngliche Aufgabe auf die Unifikation 

von Termen reduziert (und zwar direkt in der Robinsonschen Fassung: siehe das rechte Einleitungsbild): 

𝑼𝑵𝑰𝑭𝒀(𝒇(𝒇(𝒙, 𝒚), 𝒙), 𝒇(𝒇(𝒈(𝒄), 𝒛), 𝒈(𝒛))) 

 

Schritt #2: Unifikation der Terme 
 Aktualisierung der Mengen 

# 
Differenz 

aka Abweichung 
Substitution Termmenge 

0 𝑫𝟎 = ∅ 𝝈𝟎 = {𝒙 ↦ 𝒙, 𝒚 ↦ 𝒚, 𝒛 ↦ 𝒛} alternativ 𝝈𝟎 = ∅ 𝑻𝑴𝟎 = {𝒇(𝒇(𝒙, 𝒚), 𝒙), 𝒇(𝒇(𝒈(𝒄), 𝒛), 𝒈(𝒛))} 

1 𝑫𝟏 = {(𝒙,𝒈(𝒄))} 𝝈𝟏 = [𝒙 ↦ 𝒈(𝒄)] ∘ 𝝈𝟎 𝑻𝑴𝟏 = {𝒇(𝒇(𝒈(𝒄), 𝒚), 𝒈(𝒄)), 𝒇(𝒇(𝒈(𝒄), 𝒛), 𝒈(𝒛))} 

2 𝑫𝟐 = {(𝒚, 𝒛)} 𝝈𝟐 = [𝒚 ↦ 𝒛] ∘ 𝝈𝟏 𝑻𝑴𝟐 = {𝒇(𝒇(𝒈(𝒄), 𝒛), 𝒈(𝒄)), 𝒇(𝒇(𝒈(𝒄), 𝒛), 𝒈(𝒛))} 

3 𝑫𝟑 = {(𝒄, 𝒛)} 𝝈𝟑 = [𝒛 ↦ 𝒄] ∘ 𝝈𝟐 𝑻𝑴𝟑 = {𝒇(𝒇(𝒈(𝒄), 𝒄), 𝒈(𝒄)), 𝒇(𝒇(𝒈(𝒄), 𝒄), 𝒈(𝒄))} 

4 

 
𝑫𝟒 = ∅ 

 
𝝈 = [𝒛 ↦ 𝒄][𝒚 ↦ 𝒛][𝒙 ↦ 𝒈(𝒄)] = {𝒙 ↦ 𝒈(𝒄), 𝒚 ↦ 𝒄, 𝒛 ↦ 𝒄} 𝑻𝑴 = {𝒇(𝒇(𝒈(𝒄), 𝒄), 𝒈(𝒄))} 

 

 

 

 

  

QuickFact: der Ausdruck 𝒑(𝒕𝟏, 𝒕𝟐, … , 𝒕𝒏) 
(𝑝 ∈ ℙ) sowie dessen Verneinung sind 
prädikatenlogische Literale 

Hausaufgabe: warum nicht {𝒙 ↦ 𝒈(𝒄), 𝒚 ↦ 𝒛, 𝒛 ↦ 𝒄} ? 

Hausaufgabe: in welchen Fällen gilt 

 [𝒗𝒏 ↦ 𝒕𝒏] … [𝒗𝟐 ↦ 𝒕𝟐][𝒗𝟏 ↦ 𝒕𝟏] = {𝒗𝟏 ↦ 𝒕𝟏, 𝒗𝟐 ↦ 𝒕𝟐, … , 𝒗𝒏 ↦ 𝒕𝒏} ? 

Anmerkung: der Schritt #1 ist nicht unbedingt nötig – 
man könnte direkt mit der Unifikation der Literalmenge 
{𝑭,𝑮} anfangen (siehe das linke Einleitungsbild) 
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Aufgabe T3.5 

Lösung: (b) 

Analog zur Aufgabe #5 (a) – gilt als Hausaufgabe 

Hier ist eine Skizze für die Lösung: 

 Aktualisierung der Mengen 

# 
Differenz 

aka Abweichung 
Substitution Literalmenge 

0 𝑫𝟎 = ∅ 𝝈𝟎 = {𝒙 ↦ 𝒙, 𝒚 ↦ 𝒚} 𝑳𝑴𝟎 = {𝒑(𝒙, 𝒚), 𝒑(𝒇(𝒚), 𝒇(𝒙))} 

1 𝑫𝟏 = {(𝒙, 𝒇(𝒚))} 𝝈𝟏 = [𝒙 ↦ 𝒇(𝒚)] ∘ 𝝈𝟎 𝑳𝑴𝟏 = {𝒑(𝒇(𝒚), 𝒚), 𝒑 (𝒇(𝒚), 𝒇(𝒇(𝒚)))} 

2 𝑫𝟐 = {(𝒚, 𝒇(𝒇(𝒚)))} 𝝈𝟐 = [𝒚 ↦ 𝒇(𝒇(𝒚))] ∘ 𝝈𝟏 𝑳𝑴𝟐 = {𝒑(𝒇 (𝒇(𝒇(𝒚))) , 𝒇(𝒇(𝒚))) , 𝒑 (𝒇 (𝒇(𝒇(𝒚))) , 𝒇 (𝒇 (𝒇(𝒇(𝒚)))))} 

3 𝑫𝟑 = 𝑫𝟐 𝝈𝟑 = 𝝈𝟐 Verschachtelungen werden immer länger (endlose Schleife) 
   Keine Unifikation (bei endlichen Termen aka Bäumen) möglich 

 

 

 

 

  

Anmerkung: alternativ könnte man den Unifikationsvorgang bereits bei 𝑫𝟐 = {(𝒚, 𝒇(𝒇(𝒚)))} 

mit der Ausgabe „nicht unifizierbar („Occurs check“ ist fehlgeschlagen)“ terminieren. 

https://de.wikipedia.org/wiki/Occurs_check
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Aufgabe T3.6: allgemeinster Unifikator #2 
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Aufgabe T3.6 

Lösung 

Analog zur Aufgabe #5 (a) – gilt als Hausaufgabe 

Hier ist eine Skizze für die Lösung (Literalmenge 𝑳): 

 Aktualisierung der Mengen 

# 
Differenz 

aka Abweichung 
Substitution Literalmenge 

0 𝑫𝟎 = ∅ 𝝈𝟎 = ∅ 𝑳𝑴𝟎 = {𝒑(𝒙, 𝒚), 𝒑(𝒇(𝒂), 𝒈(𝒙)), 𝒑 (𝒇(𝒛), 𝒈(𝒇(𝒛)))} 

1 𝑫𝟏 = {(𝒙, 𝒇(𝒂), 𝒇(𝒛))} 𝝈𝟏 = [𝒛 ↦ 𝒂][𝒙 ↦ 𝒇(𝒂)] 𝑳𝑴𝟏 = {𝒑(𝒇(𝒂), 𝒚), 𝒑 (𝒇(𝒂), 𝒈(𝒇(𝒂))) , 𝒑 (𝒇(𝒂), 𝒈(𝒇(𝒂)))} 

2 𝑫𝟐 = {(𝒚, 𝒈(𝒇(𝒂)))} 𝝈𝟐 = [𝒚 ↦ 𝒈(𝒇(𝒂))] ∘ 𝝈𝟏 𝑳𝑴𝟐 = {𝒑 (𝒇(𝒂), 𝒈(𝒇(𝒂))) , 𝒑 (𝒇(𝒂), 𝒈(𝒇(𝒂))) , 𝒑 (𝒇(𝒂), 𝒈(𝒇(𝒂)))} 

  
𝝈 = [𝒚 ↦ 𝒈(𝒇(𝒂))][𝒛 ↦ 𝒂][𝒙 ↦ 𝒇(𝒂)] = {𝒙 ↦ 𝒇(𝒂), 𝒚 ↦ 𝒈(𝒇(𝒂)), 𝒛 ↦ 𝒂} 

𝑳𝑴 = {𝒑 (𝒇(𝒂), 𝒈(𝒇(𝒂)))} 
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Aufgabe T3.7: Pränex- & Skolem-NF 
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Aufgabe T3.7 

Lösung 

Schritt #0: 

𝐹 = ∀𝑧∃𝑦(𝑝(𝑥, 𝑔(𝑦), 𝑧)   ∨   ¬∀𝑥𝑞(𝑥))        ∧        ¬∀𝑧∃𝑥¬𝑟(𝑓(𝑥, 𝑧), 𝑧) 

 

𝐹 = ∀𝑧∃𝑦(𝑝(𝑥, 𝑔(𝑦), 𝑧)   ∨   ¬∀𝑥𝑮(𝑥))        ∧        ¬∀𝑧∃𝑥¬𝑯(𝑓(𝑥, 𝑧), 𝑧) 

 

Schritt #1: Umformung von 𝐹 in eine äquivalente Formel in Pränex-Normalform (PNF)  

 

𝐹 ≡ ∀𝑧∃𝑦(𝑝(𝑥, 𝑔(𝑦), 𝑧) ∨ ∃𝑥¬𝑞(𝑥)) ∧ ∃𝑧¬∃𝑥¬𝑟(𝑓(𝑥, 𝑧), 𝑧)  Negation nach innen schieben 

≡ ∀𝑧∃𝑦(𝑝(𝑥, 𝑔(𝑦), 𝑧) ∨ ∃𝑥¬𝑞(𝑥)) ∧ ∃𝑧∀𝑥¬¬𝑟(𝑓(𝑥, 𝑧), 𝑧) Negation nach innen schieben 

≡ ∀𝑧∃𝑦(𝑝(𝑥, 𝑔(𝑦), 𝑧) ∨ ∃𝑥¬𝑞(𝑥)) ∧ ∃𝑧∀𝑥𝑟(𝑓(𝑥, 𝑧), 𝑧) Doppelnegation 

≡ ∀𝑧∃𝑦(𝑝(𝑥, 𝑔(𝑦), 𝑧) ∨ ∃𝑡¬𝑞(𝑡)) ∧ ∃𝑢∀𝑣𝑟(𝑓(𝑣, 𝑢), 𝑢) Umbennenung gebundener Variablen 
(d.h. Ersetzung durch neue Variablen): 

in 𝑮: 𝑥/𝑡, in H: 𝑧/𝑢 und 𝑥/𝑣 

≡ ∀𝑧∃𝑦∃𝑡(𝑝(𝑥, 𝑔(𝑦), 𝑧) ∨ ¬𝑞(𝑡)) ∧ ∃𝑢∀𝑣𝑟(𝑓(𝑣, 𝑢), 𝑢) 

≡ ∃𝑢(∀𝑧∃𝑦∃𝑡(𝑝(𝑥, 𝑔(𝑦), 𝑧) ∨ ¬𝑞(𝑡)) ∧  ∀𝑣𝑟(𝑓(𝑣, 𝑢), 𝑢)) 

≡ ∃𝑢∀𝑣(∀𝑧∃𝑦∃𝑡(𝑝(𝑥, 𝑔(𝑦), 𝑧) ∨ ¬𝑞(𝑡)) ∧  𝑟(𝑓(𝑣, 𝑢), 𝑢)) 

≡ ∃𝑢∀𝑣∀𝑧(∃𝑦∃𝑡(𝑝(𝑥, 𝑔(𝑦), 𝑧) ∨ ¬𝑞(𝑡)) ∧  𝑟(𝑓(𝑣, 𝑢), 𝑢)) 

≡ ∃𝑢∀𝑣∀𝑧∃𝑦(∃𝑡(𝑝(𝑥, 𝑔(𝑦), 𝑧) ∨ ¬𝑞(𝑡)) ∧  𝑟(𝑓(𝑣, 𝑢), 𝑢)) 

≡ ∃𝑢∀𝑣∀𝑧∃𝑦∃𝑡((𝑝(𝑥, 𝑔(𝑦), 𝑧) ∨ ¬𝑞(𝑡)) ∧  𝑟(𝑓(𝑣, 𝑢), 𝑢)) 

Quantoren nach außen ziehen 
Quantoren nach außen ziehen 
Quantoren nach außen ziehen 
Quantoren nach außen ziehen 
Quantoren nach außen ziehen 
Quantoren nach außen ziehen 

 

Pränex-Normalform von 𝐹:  

∃𝑢∀𝑣∀𝑧∃𝑦∃𝑡((𝑝(𝑥,𝑔(𝑦), 𝑧) ∨¬𝑞(𝑡)) ∧ 𝑟(𝑓(𝑣, 𝑢), 𝑢)) 

Vorsichtshinweis: ist ein Vorkommen einer Variable 
(in Bezug auf einen Quantor) frei, dann muss es auch 
nach der Umbenennung/Quantorverschiebung frei 
bleiben (in Bezug auf denselben Quantor) 

Vorsichtshinweis: unterschiedliche Quantoren kommutieren nicht 

http://stueckwerk-logik.uni-kiel.de/stuecke/gesetze-quantoren.html#dualität
http://stueckwerk-logik.uni-kiel.de/stuecke/gebundene-umbenennung.html
http://stueckwerk-logik.uni-kiel.de/stuecke/gesetze-quantoren.html#verschiebung
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Aufgabe T3.7 

Lösung 

Schritt #2: weitere Umformung in eine erfüllbarkeitsäquivalente Formel in Skolem-Normalform (SNF)  

≡ ∀𝑥∃𝑢∀𝑣∀𝑧∃𝑦∃𝑡((𝑝(𝑥, 𝑔(𝑦), 𝑧) ∨ ¬𝑞(𝑡)) ∧ 𝑟(𝑓(𝑣, 𝑢), 𝑢))  Allabschluß (betrifft jeweils alle 

freien Variablen – hier ist solche nur 𝑥) 

≡∗ ∀𝑥∀𝑣∀𝑧 ((𝑝(𝑥, 𝑔(ℎ(𝑥, 𝑣, 𝑧)), 𝑧) ∨ ¬𝑞(𝑖(𝑥, 𝑣, 𝑧))) ∧ 𝑟 (𝑓(𝑣, 𝑗(𝑥)), 𝑗(𝑥)))  Skolemisierung 
(erfüllbarkeitsäquivalent) 

 

Skolem-Normalform von 𝐹:  

∀𝑥∀𝑣∀𝑧 ((𝑝(𝑥, 𝑔(ℎ(𝑥, 𝑣, 𝑧)), 𝑧) ∨ ¬𝑞(𝑖(𝑥, 𝑣, 𝑧))) ∧ 𝑟 (𝑓(𝑣, 𝑗(𝑥)), 𝑗(𝑥))) 

 

Skolemisierungsweg: 

Aus    ∀𝑥1 . . . ∀𝑥𝑛 ∃𝑦 𝑄1𝑧1 . . . 𝑄𝑚𝑧𝑚 𝑀 𝑸𝒊 ist ∃ oder ∀ 

mache  
 ∀𝑥1 . . . ∀𝑥𝑛 𝑄1𝑧1 . . . 𝑄𝑚𝑧𝑚 𝑀[𝑦/𝑓(𝑥1 . . . 𝑥𝑛  )] 

𝑀[𝑦/𝑓(𝑥1 . . . 𝑥𝑛 )] bedeutet das Ergebnis der in 𝑀 durchgeführten Ersetzung von 𝑦 durch eine neue 
Funktion 𝑓.  
 
Die Argumenten dieser Funktion sind genau all die allquantifizierten Variablen (hier - 𝑥1 . . . 𝑥𝑛), in 
denen Bindungsbereich die Variable 𝑦 lag.  
 
Wie man sieht, die Stelligkeit solcher Funktion ist gleich der Anzahl von allen allquantifizierten 
Variablen, die vor der zu ersetzenden existenzquantifizierten Variablen stehen: 
 
sollte keine allquantifizierten Variablen vor so einer zu ersetzenden Variablen stehen (die oben 
erwähnte Anzahl ist dann einfach 𝟎), wird diese zu ersetzende Variable durch eine neue 0-stellige 
Funktion (anders gesagt – durch eine neue Konstante) ersetzt. 

wiederhole, bis alle ∃ eliminiert sind  

 

 

https://de.wikipedia.org/wiki/Erf%C3%BCllbarkeits%C3%A4quivalenz

