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Kurze Vorschau auf die heutige Sitzung:

etwas bearbeitete Version

Eingabe: nicht-leere Literalmenge L

Prdidikatenlogik

» Unifikationsalgorithmus von Robinson, Originalfassung, 1965

bhegin
if t1 or £2 is a variable then
begin
let x be the variable, and let ¢ be the other term
if x = ¢, then (unifiable, ¢) « (true, @)

sub =] else il then unifiable — false
while IL subl > 1 do r:ilse(uuiﬁabk. a) « (true, |x — t|}
en
begin else
durchsuche Literale in L sub von links nach rechts bis zur ersten Position, an der begin p ; (
sich zwei Literale unterscheiden: assume t1 = f(x;, ..., x,) and 2 =gy, ..., ¥s)
. . - : . . . . . if f# g or m # n then iable « false
if keines der sich unterscheidenden Zeichen ist Variable then stoppe mit "fail" le]:e gormmn unifiable
else  begin begin
kEe—0

Sei x die Variable und t der Term, der im anderen Literal beginnt;
if x kommt in t vor then stoppe mit "fa.il"
else sub := sub [x/t] (Hintereinanderausfithrung der Substitutionen)

end;
end;
gib mgu sub aus;

unifinble «— true

while k < m and unifiable do
begin
ke k+1
(unifiable, v) «— UNIFY(o(z,), a(3))
if unifiable then & «— compose(r, a)

Die Schliisselbegriffe der heutigen Sitzung:

Term
frei/gebunden

allgemeinster Unifikator

end
end
end
return (unifiable, o)
end

funetion UNIFY(i1, {2) = (unifiable: Boolean, o:substitution)

FunFact: steht fur “nicht in der Liste” (leere Liste) — “nul

|H

-Analogon fir LISP

MGU
Pranex-NF
Skolem-NF
Hornformel
PROLOG
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Ubung #3 ‘ Prof. Winfried Kurth / Alex Tavkhelidze

Aufgabe T3.1: Hornformel & Markierungsalgorithmus

Ein Bécker méchte Rosinenbrétchen backen. Leider hat er nicht alle benétigten Zutaten: Thm
fehlen die Rosinen. Er kann jedoch einige vorhandene Zutaten gegen andere tauschen, und
Zwar:

Mehl + Eier — Milch + Honig

Mandeln + Honig — Rosinen

Milch + Hefe — Mandeln.

Vorhanden sind Mehl, Eier und Hefe in grofler Menge.

(a) Ubersetzen Sie die Aussagen in eine Hornformel.

(b) Uberpriifen Sie mit Hilfe des Markierungsalgorithmus (s. Schluss von Teil 1 des Skripts), ob
der Béacker die Rosinen erhalten kann. Geben Sie dabei an, 1n welchem Schritt Sie welche
Aussagen markieren.

(Hinweis: Zu beweisen 1st, dass die Verfiigbarkeit der Rosinen eme Folgerung aus den oben genannten Aussagen
ist. Ubersetzen Sie die Frage, ob der Backer die Rosinen bekommt, in ein Unerfiillbarkeitsproblem )
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Ubung #3 ‘ Prof. Winfried Kurth / Alex Tavkhelidze

Aufgabe T3.1

Loésung: (a)

Schritt #1: Umbenennen der Bausteine

Symbol Aussage Symbol Aussage
M Mehl ist verfiigbar A Mandeln sind verfiigbar
E Eier sind vorhanden R Rosinen sind vorhanden
I Milch ist verfiigbar F Hefe ist verfiigbar
H Honig ist vorhanden

Schritt #2: Ubersetzung der Aussagen in Horn-Formeln
Teilschritt #1: erste Aussage

# Kommentar Vereinfachungsschritt

0 BEYMAE —>INH

1 =-(MAE)V(AH)

2 =(-(MAE)VDA(-(MAE)VH)
3 | zwei definite Horn-Klauseln =(MANE—->DANMAE — H)

Teilschritt #2: restliche Aussagen

C¥AAH — R definite Horn-Klausel
D ¥ I'NF—=A definite Horn-Klausel
[Faktenklauseln] | MLE,F = M AE AF =[S M)AASE)ANA=E) £ G
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Ubung #3 ‘ Prof. Winfried Kurth / Alex Tavkhelidze iSe 20/
Aufgabe T3.1
Lésung: (b)
Schritt #3: Formulieren des Problems

B,C,D,G E EBACADANG — R E-(BACADAGA-R) #EBANCANDANGA—-R
Schritt #4: Uberpriifung auf Erfillbarkeit mithilfe des Markierungsverfahrens QuickFact: markiere heilt ,belege
mit 1 “

(MAE—D/ (MANE—H) (ANH— R) (IANF— A) (=M (I=E)  (I=F) " (R=0)

4

markiere alle Fakten,d.h. M, E, F
(MAE— DAMAE - H)A(AANH > RANIANF—>AANA—>MAA—>E)AA—>F)AR—0)
=(AAN1—->DAAANL—>HANAANH—->RAIN]L—-ANA—->DANA—->DAA—>DAR—0)
=Q1—->DAnAd—HANAANH—>RANI—>AANIAIAIAR—O0)
=@=DHDhnA==HNANH—->RANUI—=AANR—0

-

markiere alle Fakten ,d.h.I,H
(MAE—>DANMAMANE > H)A(AANH > RIANJIAF > AANA1—>MAA—>EAA—>F)AR—O0)
=1—->DAA—>DANAAL >RA0 —>AAR—0)
=SINMAA—>=RANA—=AAR—0)
=EA—>RANA=A)AR—0)

-

alle Fakten ,d.h. A
(MAE—>DANMAMAE > HANAANH—=RANIANF—>DANA—>MAA—EANA—>F)AR— 0
=( 2RAA1— H)AR—0)
=(1—>RAIAR—0)
=@M=R)AR—0)

N 4

Anmerkung: schattierte Felder gehoren nicht zum
Markierungsalgorithmus — die dienen lediglich dem
besseren Verstdandnis der voreenommenen Schritte

Seite 5von 22



Formale Systeme

Ubung #3 ‘ Prof. Winfried Kurth / Alex Tavkhelidze

Georg-August-Universitat Gottingen
WiSe 20/21

Aufgabe T3.1

Losung: (b)

-

alle Fakten ,d.h.R
MANE—>DANMAMANE - HANANH —> IHYANUAF—>DHONA—>MNA—>EANA—>FA(I—0)
=1— H)aC —0)
=1A0
=0

Schritt #5: Ricklbersetzung der Losung

o

B ACADAG A =R ist unerfillbar

# BACADAGA-R

Rosinen sind verfiigbar der Backer kann die Rosinen erhalten
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Ubung #3 ‘ Prof. Winfried Kurth / Alex Tavkhelidze

Aufgabe T3.2: PROLOG auf Horn-Basis

Recherchieren Sie im Internet die Grundlagen der PROLOG-Syntax. Schreiben Sie dann zu
Aufgabe 1.1 ein PROLOG-Programm. Verwenden Sie das Priadikat "vorhanden".
Wie wird die Antwort auf die Anfrage "?- wvorhanden (rosinen)" lauten?
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Aufgabe T3.2

L&sung:

< C @

&- SWISH

¥® A Notebook

Programm

(milch) :— worhanden(mehl) , worhanden(sier)
{honig) :- worhanden{mehl) , worhanden{eier)
(rosinen) :— worhanden{mandeln) , worhanden(honig)
(mandeln) :— worhanden{milch) , worhanden (hefe)
(mehl)

{eier) . aka

(1 )

Anfrage (und bei Variablen kommen Substitutionen zum Einsatz)

— - r - N
= ?- vorhanden{rosinen)

(9
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Ubung #3 ‘ Prof. Winfried Kurth / Alex Tavkhelidze

Aufgabe T3.3: Terme, Formeln, frei/gebunden

Sind die folgenden Zeichenketten Terme oder Formeln der Pradikatenlogik erster Stufe?
Welche Vorkommen welcher Variablen sind frei und welche gebunden?

a) Ix Vy(g(f(y).f(z)) — y)
b) IxTy(p(f(x)) — q(v.g(2)))

Schreibweise: u. v, w, x, ¥, z Variablen
a, b, c Konstanten
fogh Funktionssymbole

p.q.r Pridikatsymbole

Seite 9 von 22




Formale Systeme Georg-August-Universitat Gottingen

- WiSe 20/21
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Aufgabe T3.3
Loésung: (a)

Schritt #1: Test auf Zugehorigkeit einer Zeichenkette zur Menge T (X) aller Terme Uber eine Signatur L = KU FU P
Laut der induktiven Definition von Termen:

axvy(g(fO).f(2) — y) eT(E) — BER ' xvy(g(fO) f@) —y)eT(E)  Falsch

r
Ixvy(g(f(»), f(2)) — y) ¢ T(2)

Schritt #2: Test auf Zugehorigkeit einer Zeichenkette zur Menge F(X) aller Formeln Uber eine Signatur Z
Laut der induktiven Definition von Formeln:

xvy(g(f).f(2) —»y) e FE) — vy(g(f»).f(2) —»y) e FE) — g(f»).f(2) —> y e F(E)

IfO)Lf@)eFE®  yeFE  falsch
-

Axvy(g(f). f(2) — y) € F(Z)

Schritt #3: gebundene / freie Variablenvorkommen

Es wird keine Analyse bendtigt (da man keine giiltige Formel hat).
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Aufgabe T3.3
Lésung: (b)
Schritt #1: Test auf Zugehorigkeit einer Zeichenkette zur Menge T (X) aller Terme Uber eine Signatur L = KU F U P
Laut der induktiven Definition von Termen:

3x3y (p(f) — a(3.9(@)) € 7®) — BER 1 XAy (p(F®) — a(n.9@)) T falsch
o

3x3y (p(f(0) — 4(y.9(2))) & T(2)

Schritt #2: Test auf Zugehorigkeit einer Zeichenkette zur Menge F(X) aller Formeln Uber eine Signatur Z
Laut der induktiven Definition von Formeln:

33y (p(f(0) — 4(y.9(2)) € FE) — 3y (p(F®) — a(.9(2))) € FE) — p(F®) — q(3.9(2)) € F(2)

p(f(x) eFE) niq(y.g@)eFE) —pePundf(xX)ETE) niqeP iy g(z)eT(E) wahr

v FunFact: falls ein Vorkommen einer
3 ( (f(x)) - ( (z))) € F(Z) Variable im Skopus mehrerer Quantoren
y\pP .9 liegt, die die gleiche Variable quantifizieren,
Schritt #3: gebundene / freie Variablenvorkommen dann %T"t es ausschlieBlich im Bezug auf
den nichsten Quantor als gebunden
# Vorkommnis Gebunden? Kommentar
dx Ja steht unmittelbar nach dem Quantorzeichen
2 dy Ja steht unmittelbar nach dem Quantorzeichen
3|3 X Ja liegt im Bereich des Quantors dx
4 3 y Ja liegt im Bereich des Quantors 3y
5 z Nein die Variable z wird gar nicht quantifiziert
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Ubung #3 ‘ Prof. Winfried Kurth / Alex Tavkhelidze

Aufgabe T3.4: Teilformeln, Terme & frei/gebunden

Geben Sie samtliche Teilformeln und Terme an. die in der Formel

F==(Yx(p(x. ») = q(x)))) A YxVy p(x, )
enthalten sind. Bestimmen Sie fiir jedes Vorkommen einer Variablen. ob es frei oder gebunden 1st.

Schreibweise: u. v, w, x,y,z Variablen

a.b,c Konstanten
figh Funktionssymbole
p.q.1 Pridikatsymbole
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Aufgabe T3.4
L&sung
) - " Anmerkung: untere Tabelle ist kein Muss - sie hilft allerdings
Schritt #1: Teilformeln durch ,Baumschutteln” © ernten . .
bei der Fehlervermeidung
- (Vx (p(xy) — a(f (x)))> AVxYyp(x, f()) J
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5
2| (v x| Clp | Clx |, |y )|=lq| C|flClx|[)]D)|D)[D)|[A|V x|V |y |p|(C|x|, |f]C]ly|)]|)
1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 1 1 1 2 2 3 3 3 3 (-3 2 2 3 3 4 4 |4 |-3(-2(-1(0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 2 2 |21
] ]| \'} v |V | | ]| v

- (Vx (pxy) — a(f (x)))) AVxYyp(x, f(3))
- (vx (pxy) — a(F)))

v vxvyp(x, f()

v vx (p(xy) = q(f(x)))

v vyp(x, f()

p(x,y) — q(f(0)

: p(x.f)
r(x.y)
] qa(f(x))

P(x,f(y))

f

Offtop: solche Syntaxbdaume sind ein
wichtiger Bestandteil jedes Kompilierers
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Aufgabe T3.4
L&sung
Schritt #2: Baume auch beim Auffinden/Auflisten von Termen nicht verkehrt ©
- (Vx (pxy) — a(f (x)))) AVxYyp(x, f())
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 |5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 3 4 5
2l vV x | Clp | Clx|, ¥y |)|=1q| C|f]lClx][)|)|D)|)|A|V | x|V | y|p|(C|lx]|, |f y 1))
1 1 2 3 1 1 2 1 4 2
0 1 1 1 2 2 3 3 3 3 -3 2 2 3 3 4 4 4 1-3|-2|-1]|0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 2 |2 -1
| | | Il | | | | ] |

Schritt #3: freie/gebundene Variablenvorkommen
Analog zur Aufgabe #3 (b:3) — gilt als Hausaufgabe

Knoten
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Ubung #3 ‘ Prof. Winfried Kurth / Alex Tavkhelidze

Aufgabe T3.5: allgemeinster Unifikator #1

Geben Sie zu folgenden Formeln F und G einen allgemeinsten Unifikator i sowie das Ergebnis
w(F) = n(G) der Unifikation an, sofern das moglich ist:

a) F = q(f(f(x.y).x)) und G = q(f(f(g(c).2).2(2)))

b) F = p(x.y) und G = p(f{y).f(x))

Schreibweise: u. v, w, x, ¥, z Variablen

a. b, c Konstanten
f.gh Funktionssymbole
p.q.r Pridikatsymbole
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Ubung #3 ‘ Prof. Winfried Kurth / Alex Tavkhelidze

Aufgabe T3.5 Anmerkung: der Schritt #1 ist nicht unbedingt notig —
) man koénnte direkt mit der Unifikation der Literalmenge
Losung: (a) {F, G} anfangen

Einleitungsbild
Schritt #1: Umwandlung der Aufgabe in eine Standardunifikation der Termmenge
Da die Unifikation auf die Substitutionen o: V¥V — T mit |V| < oo basiert, die aber auf Pradikatensymbole
keinerlei Auswirkung aufweisen:

a(p(ty, tz, ., tn) & p(o(ty), o(ty), ...,a(ty)) beis(p) =n t, ;, €T

o(—p(ty, ty, ... ) & =p(a(ty), o(ty), ..., 0(t,)) beis(p) =n t ;. ET

A

Und da die beiden Formeln F und G identische Pradikatensymbole ( gleichstellige q) haben, wird die urspriingliche Aufgabe auf die Unifikation

von Termen reduziert Einleitungsbild):
QuickFact: der Ausdruck p(t4, to, ..., t;;)

UNIFY (f (fFx¥),x),f(f(g(c),2),g (z))) pr'adikatzonv|voi;Sc:er:eL?tZrear|2einun e

Schritt #2: Unifikation der Terme

Aktualisierung der Mengen
# Differenz Substitution Termmenge
0 Dy=9 oo={xPxyryzoz} Oo=09 TM, = {f(f(x,),%), f(f(g(c),2),9(2))}
1Dy ={(x.9(0)} 91 =[x+ g gy ™, = {f(f(9(0),),9(0)).f(f(g(c) ), g(2))}
2| D, ={(y2)} o=y z]ooy TM, = {f(f(g(c).2),9(c)), f(f(g(c).2), g(2))}
3| D3={(c2)} 03 = [z c]oo0; TM3 = if(f(g(c),c),g(c)) f(f(g(c) c) g(c)
4 D,=9 o=[zvc]lyrz][x - glc)]={x-glc)yrczrc} T™ = {f(f(g(c),c), g(c))}

Hausaufgabe: in welchen Fallen gilt

Hausaufgabe: warum nicht {x » g(c),y » z,z » c}? [0, 5 6] o [ t][01 o t1] = (01 > b1, 0y o by, )0y 5 £,) 2
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Aufgabe T3.5

Lésung: (b)

Analog zur Aufgabe #5 (a) — gilt als Hausaufgabe

Aktualisierung der Mengen

Differenz

Substitution

Literalmenge

op={xrxyry}

LMO = {p(x' y)' p(f(y)'f(x))}

1 D, = {(x»f(}’))}

o1 =[x f(y)] o0y

LM, = {p(F». .0 (FO. 1))}

2| D, ={(v.f(F»))}

0y = [}""f(f(}’))]°01

LM, - {p (r (rGre).£F0N).p <f (rrom). £ (r (r(r W»)}

E D; = D,

03 = 03

Verschachtelungen werden langer

Unifikation (bei endlichen Termen Baumen) moglich

Anmerkung: alternativ kdnnte man den Unifikationsvorgang bereits bei D, = {(y,f(f(Y))>}

mit der Ausgabe ,nicht unifizierbar (,,Occurs check” ist fehlgeschlagen)” terminieren.

Seite 17 von 22



https://de.wikipedia.org/wiki/Occurs_check

Formale Systeme Georg-August-Universitat Gottingen
WiSe 20/21

Ubung #3 ‘ Prof. Winfried Kurth / Alex Tavkhelidze

Aufgabe T3.6: allgemeinster Unifikator #2

Wenden Sie den Unifikationsalgorithmus auf die Literalmengen
K= {p(fr. g(v. 2)). 2). p(AN(u). v). h(a))}
L= {p(x. ). p(la). g(x)). p(A2). g(A2)}

an.

Schreibweise: u. v, w, x, ¥, z Variablen
a, b, c Konstanten
fogh Funktionssymbole

p.q.r Pridikatsymbole
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Aufgabe T3.6

L&sung

Analog zur Aufgabe #5 (a) — gilt als Hausaufgabe

Aktualisierung der Mengen
# 2UUTEDE Substitution Literalmenge
0 Dy =0 o0 =0 LM, = {p(x,),p(f(@),9(0),p (f(2),9(f@))}
1| Dy = {(x.f(a).f(2)} o1 = [z » allx » f(a)] LM, = {p(f(@,).p (f(@,9(F(@)).p (f(@,9(f(@))}
2| D ={(7.9(f@))] o, =y = g(f@)] >0y LM, = {p (f(@).9(f@)).p (f(@),9(f@)).p (f(a),9(f(@))}
[z~ allx = f(@)] = {x » f(@),y » g(f(@),z ~ a}
LM = {p (f(@), 9(f(@))}
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Aufgabe T3.7: Prdnex- & Skolem-NF

Berechnen Sie eine Prinex-Normalform und eine Skolem-Normalform fiir die pridikatenlogische

Formel:

F=Yz3dv(p(x, gv). 2) v =¥x g(x)) A =¥zdx —1{flx. 2). z

Schreibweise: u. v, w, x, v,z Variablen
a.b,c Konstanten
fgh Funktionssymbole
p.q.7 Pridikatsymbole
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Aufgabe T3.7

L&sung

Vorsichtshinweis: unterschiedliche Quantoren kommutieren nicht

Schritt #0:

F = VzEIy(p(x,g(y),z) v —qu(x)) A —Vzax—r(f(x, z),z)

F =vz3y(p(x,9(y),2z) v G ) A

Schritt #1: Umformung von F in eine dquivalente Formel in Pranex-Normalform (PNF)

F =vz3y(p(x, g(»),2z) VIx—q(x)) A 3z—3x—r(f (x,2), 2)
= vz3y(p(x, g(¥),2) V Ix—q(x)) A IzVx——r(f(x,2),2)
= VzEly(p(x,g(y),z) \% Elx—|q(x)) A 3zvxr(f(x,z),z)
= VzEly(p(x,g(y),z) \% Elt—|q(t)) A Fuvvr(f(v,u),u)

= VzElyEIt(p(x, g),z)v —|q(t)) A Juvvr(f(v,u),u)

= EIu(VZEIyEIt(p(x,g(y),z) \% —|q(t)) A Vur(f(v,u),u))
= Elqu(VzElyElt(p(x,g(y),z) \% —|q(t)) A r(f(v,u),u))
= EIquVZ(EIyEIt(p(x, gy),z) v —|q(t)) A r(f(v,u),u))
= EIquVzEIy(EIt(p(x, gy),z) v —|q(t)) A r(f(v,u),u))
= JuVvVvz3iy3 t((p(x, gy),z) v —|q(t)) A r(f(v,u),u))

Prénex-Normalform von F':

H

Vorsichtshinweis: ist ein Vorkommen einer Variable

frei, dann muss es auch
nach der Umbenennung/Quantorverschiebung frei
bleiben

Negation nach innen schieben
Negation nach innen schieben

Doppelnegation
Umbennenung gebundener Variablen

(d.h. Ersetzung durch neue Variablen);
inG: x/t,inH: z/uund x/v /
Quantoren nach aullen ziehen
Quantoren nach aulSen ziehen
Quantoren nach aulien ziehen
Quantoren nach aullen ziehen

Quantoren nach aulRen ziehen
Quantoren nach aullen ziehen

Juvvvzay3t((p(x, g(y), 2) V =q(®) Ar(f (v, w),w))

Seite 21 von 22


http://stueckwerk-logik.uni-kiel.de/stuecke/gesetze-quantoren.html#dualität
http://stueckwerk-logik.uni-kiel.de/stuecke/gebundene-umbenennung.html
http://stueckwerk-logik.uni-kiel.de/stuecke/gesetze-quantoren.html#verschiebung

Formale Systeme Georg-August-Universitat Gottingen

Ubung #3 ‘ Prof. Winfried Kurth / Alex Tavkhelidze Wise 20/21
Aufgabe T3.7
Losung
Schritt #2: weitere Umformung in eine erfillbarkeitsaquivalente Formel in Skolem-Normalform (SNF)
= Vx3uvwvzayat((p(x, ), 2) vV ~q@) Ar(f (v,m), ) Allabschluf (betrifft jeweils alle
freien Variablen — hier ist solche nur X)
=" VXVVUVz ((p(x,g(h(x, v,2)),z) V q(i(63,2))) AT (f(v,-),-)) Skolemisierung

(erflllbarkeitsdaquivalent)

Skolem-Normalform von F:

VXxVvvz ((p(x, g(h(x, v, Z)), Z) v —|q(i(x, v, z))) AT (f(v,j(x)),j(X)))

Skolemisierungsweg:
Aus Vx;...Vx,3y Q:zy...Qpnz, M Q; ist 3 oder V
mache M[y/f(x;1...x, )] bedeutet das Ergebnis der in M durchgefiihrten Ersetzung von y durch eine neue

Vxy...Vxn Q12 ... QuzZm M[y/f (%1 ...x, )] | Funktion f.

Die Argumenten dieser Funktion sind genau all die allquantifizierten Variablen (hier - x; ...x,), in
denen Bindungsbereich die Variable y lag.

Wie man sieht, die Stelligkeit solcher Funktion ist gleich der Anzahl von allen allquantifizierten
Variablen, die vor der zu ersetzenden existenzquantifizierten Variablen stehen:

sollte keine allquantifizierten Variablen vor so einer zu ersetzenden Variablen stehen (die oben
erwdhnte Anzahl ist dann einfach 0 ), wird diese zu ersetzende Variable durch eine neue 0-stellige
Funktion (anders gesagt - durch eine neue Konstante) ersetzt.

wiederhole, bis alle 3 eliminiert sind
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