Zellulare Automaten

(auch: Zellularautomaten, Polyautomaten,
cellular automata, CA)

« mathematische Modelle mit diskretem Raum und diskreter
Zeit

e die Zeit verlauft in Schritten

 Raum wird als Gitter oder Array von Zellen reprasentiert

* in den klassischen CA-Modellen kann jede Zelle nur endlich
viele Zustdnde annehmen

« flrjede Zelle gilt eine Menge lokaler Regeln, die festlegen,
wie sich der neue Zustand dieser Zelle aus ihrem Zustand
und dem der Nachbarzellen (im vorherigen Zeitschritt)
ergibt.

» Ein zellularer Automat heil3t homogen, wenn alle Zellen dieselbe
Regelmenge haben. Wir betrachten im Folgenden nur homogene
CA.

space (1)

neichborhood of cell i

time (t)




Je nach Dimensionszahl des zugrundeliegenden Gitters
unterscheidet man 1-, 2- und héherdimensionale CA.

Raum und Zeit in einem 2-dimensionalen CA:
space (1)

i

space (])




Formale Definition von CA:

4-Tupel (L,S,N,f) mit

L regelmaliges Gitter (Elemente von L: ,Zellen®)

S endliche Menge von Zustanden

N endliche Menge von Nachbarschaftsindizes mit

VeceN,rel: r+tcel

f:S"—S Ubergangsfunktion
Konfiguration C;:L—S weilt jeder Zelle einen Zustand zu,
fandert C, zu C,,,: C,,,(r) = f({C,(i): rin N(r)}) mit N(r)
Nachbarschaft von r.

« Wichtige Eigenschaften:

— Homogenitat
Jede Zelle hat die selbe Zustandsmenge und
Ubergangsfunktion.

— Lokalitat
Zustandsubergange sind in Zeit und Raum lokal.

Wegen ihrer diskreten Struktur ist die Realisierung von CA auf
Rechnern besonders einfach.



Simulation von Zellularen Automaten

* Fur jede Generation
— F = Feld der aktuellen Generation
— Fur jedes Gitterelement F(i,))

Wende alle Regeln auf F(i,j) an und speichere
Ergebnis in G(i,))

— Kopiere G nach F

* Verbesserungen:

— Statt Kopierschritt abwechselnd aktueller ZA in einem
der beiden Felder

— Kompilieren der Regeln in eine ,look-up-table”

» CA konnen regelbasiert in der Sprache XL implementiert
werden

« mit Parallelrechnern hochgradige Parallelisierung der
Berechnung maglich.

Das Problem der Gitter-Rander:



« Simulation eines wirklich unendlichen Gitters unmaoglich
(simulationstechnisch und moglicherweise durch reales
System bedingt - nattrliche Grenzen)

» Periodische Grenzen

J A| B | C | D|E|F G| R |1 J A

Bei zwei-dimensionalen Automaten - ,Torus”
+ Reflektive Grenzen

A A| R C h|E|F gl R |1 J i)

Wenn das reale System Grenzen hat, aber der Wert an
der Grenze nicht vorgegeben ist.

+ Kombinationen moglich, z.B. um einen langen Tunnel zu
simulieren sind periodische Grenzen in der Horizontalen,
reflektive Grenzen in der Vertikalen sinnvoll.

+  Fixe Grenzen:
Zellen an der Grenze besitzen fixen Wert.

a: unendliches Gitter, b: fixe Grenzen, c: reflektive Grenzen,

d: periodische Grenzen



Nachbarschaften

von Neumann Moore Willkirlich
Fﬂ || ] || ||

l

=1 r=2 r=1 r=2

Gegeben: Zelle i,

« Von Ne;umann-Nachbarschaft
N, = {(A’, e L:|[k—i|+|l —j|< I'}

*  Moore-Nachbarschaft
N, ={keL:k-il<rall-j<r]

* Grundsatzlich kann jede Art von Nachbarschaftsmenge
gebildet werden, solange sie flr alle Zellen gleich und
endlich ist.

« GrolRe Nachbarschaften =» bessere Isotropie,
beim Simulieren ineffizient.

Zustande

- jede Zelle in G befindet sich in einem
definierten Zustand, der Element der
endlichen Menge von
Elementarzustanden ist, z.B.
E={ein,aus}



Lokale Funktion / Regeln

« definiert flr jede Zelle und alle méglichen
Umgebungen den nachsten Zustand, z.B. als Regel

« Regeln heilten totalistisch, falls sie nur summarisch
von den Nachbarzustanden abhangen

« Regeln sind i.Allg. nicht umkehrbar - eine
Konfiguration kann verschiedene Vorganger haben

- probabilistische Regeln erlauben, im Gegensatz zu
deterministischen Regeln eine stochastische
Auswahl mehrerer Folgezustande fiir die gleiche
Umgebung

Regelanwendung

« synchrone Automaten wenden f zu jedem
Zeitschritt auf alle Zellen gleichzeitig an

« asynchrone Automaten wenden f sequentiell
auf alle Zellen an:
— in fester, deterministischer Folge
— in stochastischer Folge
— in dynamisch gesteuerter, deterministischer Folge

Im Folgenden werden nur synchrone CA betrachtet.



Beispiel eines zweidimensionalen zellularen Automaten:

John H. Conway (spate 60er Jahre): "Game of Life"

1970 von Martin Gardner in seiner mathematischen Kolumne in
"Scientific American" vorgestellt, [6ste Welle weltweiter For-
schung an diesem CA aus.

* regelmaliges Quadratgitter

e nur 2 Zustande ("tot" und "lebendig”, bzw. "0" und "1")

 Moore-Nachbarschaft mit Radius 1, d.h. es werden 8
Nachbarzellen betrachtet

* Regeln:
Life-Regeln

— Eine Zelle ist im nachsten Takt ,lebendig®, wenn
genau drei ihrer Nachbarn lebendig sind

— Eine lebendige Zelle ist im nachsten Takt ,tot*, wenn
weniger als 2 oder mehr als 4 ihrer Nachbarn
lebendig sind.




Muster lassen sich durch ihr Verhalten (bei der weiteren
Entwicklung) klassifizieren.

Beispiele:

Typ I: "Stillleben", Muster, die sich nicht &ndern (Fixpunkte der
Ubergangsfunktion):
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Elock Tub Snake Integral

Typ II: Oszillatoren (periodische Muster): z.B. der "Blinker"

Typ lll: "Raumschiffe" = Muster, die nach einer endlichen Zahl
von Schritten wiederkehren, aber raumlich verschoben. Muster,
die sich mit konstanter Geschwindigkeit tiber das Gitter
bewegen. Beispiel: der "Gleiter"




Typ IVa: "Kanonen" = Oszillatoren, die in jedem Zyklus
Raumschiffe emittieren.
Gleiterkanone:

Typ IVb: "Dampfer" = Raumschiffe, die Stillleben, Oszillatoren
und / oder Raumschiffe hinter sich lassen.

Typ IVc: "Briter" = Muster, die ihre Populationsgrofi3e
guadratisch (oder noch schneller) vergréf3ern (z.B. ein
Raumschiff, das Gleiterkanonen produziert).

Typ V: unstabile Muster. Muster, die sich durch eine Folge von
Zustanden weiterentwickeln und nie zum Ausgangszustand
zuriickkehren. Kleine Muster mit "langer" Entwicklungsphase
vor der Stabilisierung heil3en "Methusalems".

The Game of Life

Beobachtungen

« fur eine gegebene Anfangskonfiguration kann
I.Allg. das zukUnftige Verhalten nicht ohne
Simulation vorhergesagt werden.

* einige Startzustande konnen nicht im Laufe
der Simulation entstehen. Diese Zustande
heillen Garten-Eden Konfigurationen.

+ das Spiel ist (berechnungs-)universell. Der
Beweis wird Uber die Konstruktion und
Interaktion logischer Gatter gefiihrt.



Praktischer Einsatz zweidimensionaler CA:
In der Simulation naturlicher Phanomene, z.B. der
Ausbreitung von Epidemien

Beispiel:

(Universitat Leipzig)

1-dimensionale zellulare Automaten

zugrunde liegt ein (potenziell endloses) Band mit
Gitterzellen

jede Zelle nimmt einen von k moglichen Zustanden an
(einfachster Fall: k = 2)

Nachbarschaft mit Radius r: betrachte r nachste
Nachbarn auf jeder Seite (einfachster Fall: r = 1, d.h. nur
2 Nachbarn und die Zelle selbst werden betrachtet)



space (1)

neighborhood of cell i

time (t)

Beschreibung der Regel durch eine Funktionstabelle
(look up table, rule table, manchmal auch der Genotyp
genannt):

z.B.
aft)  at)  ag(t)  aft+l)

0 0 () ()
0 0 I I
0 I () I
0 I I (
1 0 () I

0 I ()

I
I I () ()
I I I I

(*)

grafische Darstellung dieser Regel:

time step

B | ncighbor cell
B | ncighbor cell

celli || celli

t EE[] BN R Um0 oom)igug

t+1




Codierung einer Regel als Dezimalzahl (gewonnen aus
dem 01-String der Funktionswerte, der die Wirkung
eindeutig festlegt):

111 110 101 011 010 001 o000

SRR AR A

0 1 0

01011010 =0x128 + 1x64 + 0x32 + 1x16 + 1x8 +0x4 + 1x2 + 0x1 =90

Beli totalistischen Regeln hangt das Ergebnis der
Funktion nur von der Summe der Werte in der
Nachbarschaft ab.

Hier wird eine andere Form der Codierung gewahilt:

z.B. flr einen totalistischen CA mitr =2 und k = 2 (unten
sind Beispiel-Zustandstbergange aufgezahlt, die von
dieser Regel induziert werden):

2=5 X=4 X=3 X=2 2=1 X=0

0 1 0 1 0 0 = 20
=1 : 01000 —>= 0
=2 ! 10001 — 1
=3 : 01101 — 0
=4 @ 11101 —= 1
=5 : 11111 —= 0



weitere, haufig verwendete Restriktionen flr die Regeln:

* es gibt einen speziellen Zustand O ("quiescent state"),
und wenn alle Zellen der Nachbarschaft (und die
aktuelle Zelle) den Zustand O haben, ist das Ergebnis
wieder 0

 Symmetrie der Regeln (z.B. 100 und 001 missen
denselben Zustand liefern)

Anwendung des CA mit der obigen Regelmenge (*) auf
eine Zeile mit einer einzigen 1, sonst lauter Nullen:

(senkrechte Achse = Zeitachse!)



ein anderes Muster entsteht, wenn man (bei gleicher Regel-

menge!) von einer Anfangszeile mit zufélliger Verteilung von
Nullen und Einsen ausgeht:
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typisch: "Dreiecke" als kleine, geordnete Strukturen im Chaos.

Resultierendes Muster als Ergebnis der Anwendung
einer CA-Regelmenge: "Phanotyp".

Wolfram's Klassifikation

Stephen Wolfram ordnete die 1-dim. CA-Regelnin 4
Klassen ein, je nach der Dynamik, die sich entwickelt bei

"typischen" (zufélligen) Ausgangszeilen (d.h. nach dem
typischen Phanotyp):



Klasse I:
Es entsteht ein raumlich homogener Zustand. Muster
verschwinden. "Fixpunkt"-Zustand.

Beispiel:
R e s el s AR e = st ngge aiege

(totalistische Regel mit k=2, r=2 und Code 60)

Klasse II:
liefert Folgen von einfachen stabilen oder periodischen
Strukturen (endlose Zyklen derselben Zustande).

Beispiel:

T

(totalistische Regel mit k=2, r=2 und Code 56)




Klasse IlI:
zeigt chaotisches, aperiodisches Verhalten. Muster
wachsen unbegrenzt mit fester Wachstumsrate.

(totalistische Regel mit k=2, r=2 und Code 10)

Klasse IV:

liefert komplizierte lokale Strukturen, von denen sich
einige fortbewegen kénnen. Muster wachsen und
schrumpfen mit der Zeit. Die "interessanteste" Klasse,
moglicherweise mit universeller Berechnungskapazitat,
wie beim Game of Life.

Beispiel:




Die 4 Klassen unterscheiden sich auch durch die

Wirkung, die kleine Anderungen in den
Anfangsbedingungen haben (Wolfram 1984):

Klasse I: keine Anderung im Endzustand.
Klasse II: Anderungen nur in einer Region endlicher

GroBe.
Klasse Ill: Anderungen in einer Region mit standig

wachsender Grofie.
Klasse IV: Irregulare Anderungen.

weitere Belsplel -CA (m|t k=2,r=1):
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Klasse Il (Code 22) Klasse IV (Code 54)




weitere Beispiele fur Klasse-1V-CA
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Frage nach der Struktur des "rule space”, d.h.:

welche Klassen sind "benachbart"? Wie andert sich das
Verhalten, wenn man nur 1 Bit der Regel-Tabelle
andert?

» zundachst einmal lasst sich aus der Kenntnis der
Regeln wenig tber die Dynamik des CA erschliel3en
(aul3er in einfachen Fallen, wo das Vorliegen von
Klasse | sofort evident ist).

* Eine interessante Charakterisierung der
Funktionstabelle liefert der Anteil A der Eintrage # O:

Mit wachsendem A gelangt man von Klasse | in der
Regel zu Klasse Il und Ill, und schlie3lich aus Symme-
triegriinden in umgekehrter Reihenfolge wieder zuriick.
Klasse |V ist eingestreut "zwischen" Il und IlI.

Li, Packard & Langton (1990) skizzieren den "rule
space" wie folgt:

(complex |y 6)
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"Edge-of-Chaos-Prinzip":

die interessantesten Strukturen (mit grof3tem morpho-
genetischem und Rechen-Potenzial, d.h. Klasse V)
liegen "am Rand des Chaos", d.h. zwischen den Klassen
Il und III.

Die Struktur der "Chaos-Grenze" ist jedoch bei den CA
nicht ganz klar, da ein zweiter, ordnender Parameter
(neben A) nicht definiert werden konnte. Dieser bleibt
hypothetisch:

- T e —

ordered e disordered

— Complex - | !

min max



