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1. Logik 
 
Geschichte: 
 

erste Ansätze bei Aristoteles, Leibniz 
 

Gottlob Frege (Ende 19. Jh.) 
um 1900 Grundlagenkrise der Mathematik, löste  

  verstärktes Interesse an Logik aus 
1920 David Hilbert: "Hilbertsches Programm" – 
  Forderung, die Mathematik als wider- 
  spruchsfrei nachzuweisen 
1930 Kurt Gödel: Unvollständigkeitssätze 
1963 Paul Cohen: Unabhängigkeit des Auswahl- 
  axioms und der Kontinuumshypothese 
 

Zielsetzung der math. Logik: Untersuchung der 
Grundlagen der Mathematik 

Voraussetzung: es gibt ein "mathematisches 
Universum" – Hintergrundmathematik (z.B. 
Mengen, Relationen, Funktionen, Beweis-
methoden...) 

in der Logik zu entwerfende formale Mathematik: 
Objektmathematik – eine Imitation der Hinter-
grundmathematik, so formuliert, dass eine 
Maschine sie verstehen und mathematisch 
argumentieren kann. 

Anwendungen:  automatisches Beweisen von 
Theoremen, Wissensrepräsentation, Schluss-
folgern auf Grundlage einer Wissensbasis, Auf-
finden von Gesetzmäßigkeiten in Daten, Auffin-
den von Widersprüchen, Modelle von Systemen 
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elementarste Variante der Logik: 
 

Aussagenlogik 
 
gleich ein Anwendungsbeispiel: 
Das 8-Damen-Problem 
 

Man plaziere 8 Damen so auf einem Schachbrett, 
dass sie sich gegenseitig nicht bedrohen. 
 
Bewegungs- (Bedrohungs-) möglichkeiten der 
Dame im Schach: 
 

 
 
Eine Lösung des 8-Damen-Problems: 
 

 



 4 

aussagenlogische Codierung des Problems: 
 
boolesche Variable Di,j = wahr, falls eine Dame auf 
Feld (i, j) steht, sonst falsch (benutze Zahlen statt 
Buchstaben fürs Schachbrett) 
 
Bedingungen für Plazierung: 
Dame auf Feld (1, 1) bedroht bestimmte Felder: 

 
für Feld (5, 7): 

 
 
Für jedes Feld (i, j) sei FEi,j  die Konjunktion der 
Formeln, die die Einschränkungen für dieses Feld 
beschreiben. 
 

Zusätzliche Bedingung: für genau 8 Felder (i, j) soll  
Di,j wahr sein. Gleichwertig: für jedes k, k = 1, ..., 8, 
soll Rk wahr sein: 

 
 
Lösung des Problems:  
finde Belegung aller 64 Variablen Di,j so, dass alle 
Formeln FEi,j und Rk wahr werden 
(Erfüllbarkeitsproblem). 
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Vokabular der Aussagenlogik (Objektmathematik) 
 

 
 

 
 
Aussagenlogische Formeln: 
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Beweisprinzip der strukturellen Induktion: 
 

 
 
Variante: Definition einer Funktion auf der Menge 
der Formeln 
 

 
 
Teilformeln: 
Eine Teilformel einer Formel A ist ein Teilwort von A, welches 
Formel ist. 
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Semantik der Aussagenlogik 
 
Wahrheitswerte 
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Welche der folgenden Aussagen sind stets wahr? 
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Beispiel 

 
 
Boolesche Funktionen 
 

 
 
Modell, Allgemeingültigkeit, Erfüllbarkeit 
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Beispiele allgemeingültiger Formeln 
 

 

 
 

Semantischer Folgerungsbegriff: 
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Einfache Sätze: 

 
 

zum letztgenannten Satz: 

 
 
Satz: 

 
 
Def. "Interpolante": 
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Satz  (Craigsches Interpolationslemma): 
Es seien A und B zwei aussagenlogische Formeln und A → B 
sei eine Tautologie. Dann existiert zu A und B eine Interpolante. 
 

(Beweis siehe Schmitt 2008.) 
 
 
Disjunktive und konjunktive Normalform 
 
Definitionen: 

 
 
 
Sätze: 
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Beispiel zur exponentiellen Länge einer KNF: 
 

 
 

 
 
Jedoch: mit Einführung von Hilfsatomen in die Formel lässt sich 
immer eine äquivalente "kurze KNF" (kknf) konstruieren. 
 

 
 

Akknf kann effektiv aus A in linearer Zeit konstruiert werden. 
(siehe Schmitt 2008, S. 30ff.) 
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Shannonsche Normalform 
 

eine graphbasierte Normalform, die auf Shannon 
1938, Church 1956 und Bryant 1986 zurückgeht 
 

Shannon-Formeln: 

 
 
Eigenschaften des sh-Operators: 
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Definition "Shannon-Graph": 
 

 
 

beachte: jeder Shannon-Graph ist azyklisch. 
 
Beispiele für Shannon-Graphen: 

 
 
 
Es gibt eine offensichtliche Entsprechung zwischen 
Shannon-Graphen und normierten Shannon-
Formeln: 
n-te Variable entspricht den Knoten mit Index n. 



 17 

Shannon-Graphen und boolesche Funktionen: 
 

 
 
Beispiel: 
 

  
 
Umgekehrt gilt auch: 
 

 
Beweis: s. Schmitt (2008), S. 37f. 
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Reduzierte Shannon-Graphen 
 

 
 
Beispiel für eine Reduktion eines Shannon-
Graphen: 
 

 
 
zuerst: Entfernen doppelter Kanten (mitsamt dem 
Knoten, von dem diese ausgehen) 
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Auffinden isomorpher Teilgraphen: 
 

  
 

einer davon darf entfernt werden (einlaufende 
Kante neu verknüpfen): 
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Weitere Beispiele 

 
 
Isomorphie von Shannon-Graphen 
 

 
 
einfachstes Beispiel zweier isomorpher Shannon-
Graphen: 
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komplexeres Beispiel: die beiden Teilgraphen unterhalb des 
Wurzelknotens sind isomorph: 
 

 
 

(somit Reduktion möglich auf   und dann auf 
 

 ) 
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Ein Kriterium für Reduziertheit: 
 

 
 

Beweis: s. Schmitt (2008), S. 41. 
 
Eindeutigkeitssatz für reduzierte Shannon-
Graphen: 
 

 
 

Beweis: s. Schmitt (2008), S. 41ff. 
 

Wie die "einfache" KNN kann auch der Shannon-Graph in 
ungünstigen Fällen "groß" werden: 
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Das SAT-Problem 
 

 
 
 

 
 
 
vereinfachte Varianten des Problems: 
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Horn-Formeln 
 
Def.: 
Eine Horn-Formel ist eine aussagenlogische 
Formel in konjunktiver Normalform, in der jede 
Disjunktion höchstens ein positives Literal enthält. 
Eine solche Disjunktion heißt eine Horn-Klausel. 
 

 
 
Beispiel einer Horn-Formel: 
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Erfüllbarkeitsproblem für Horn-Formeln: 
 
Satz: 

 
 
Beweis durch Angabe eines Entscheidungs-
algorithmus: 
 

 
 
Korrektheitsbeweis für diesen Algorithmus siehe Schmitt (2008), S. 49ff. 
 
 

Ausschnitte entnommen aus  
Beckert (2010) und Schmitt (2008) 

C = D1 ∧ ... ∧ Dm   Hornformel 
Di  hat die Form  Ri → Hi 
(mit Rumpf Ri , Kopf (head) Hi) 
 
"Markieren" eines Atoms p in 
C heißt, es an allen Stellen 
seines Auftretens in C 
markieren 
 
"unit clause": Horn-Klausel mit 
leerem Rumpf, nur Kopf {p} 
 


