3. Algebra und Begriffsverbande

Algebraische Strukturen

Def.: Eine n-stellige (n-are) [algebraische]
Operation [auch: Verknupfung] auf einer Menge A
ist eine Abbildung f: A" — A.

Der Spezialfall n=0: A’ ={ @}, f() = (D) = const.

Zweistelliges fwird oft in Infixnotation geschrieben:
fla,b)=a-b oder =a-b oder =a+b.

Def.: A= (A, F) = (A, (f);) heiBt (universelle)
Algebra, wenn A eine beliebige Menge ist und
F = (f)c, eine Familie n;-stelliger Operationen f,
auf A, d.h. jedem f;ist a(f) = nje INg zugeordnet
und f;: A" > A.

A heiBt die Tragermenge von A,

T'=(n)ic; heiBt Typvon A,

|A| (Kardinalzahl) heiB3t die Ordnung von A.

Beispiele:
(a) Jede Algebra vom Typ (2) heiBBt Gruppoid
(auch: Magma).

(b) Eine (2)-Algebra (A, o) heiBt Halbgruppe, wenn
firalle a, b, ce Aqilt: (a°b)ec=ac°(be )
(Assoziativgesetz).
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(c) Eine (2, 0)-Algebra (A, o, e) heiBt Gruppoid mit
neutralem Element, wenn fur alle a € A gilt:
ace=eca=a.

(d) Eine Halbgruppe mit neutralem Element heiBt
Monoid.

(e) Eine Quasigruppe ist ein Gruppoid, flr das gilt:
VacAVbe Adxe AdyceA:aocx=b A yoa=bhb.

(f) Eine Loop ist eine Quasigruppe mit neutralem
Element.

Satz: Sei (A, ) Halbgruppe. Dann sind folgende
Aussagen gleichwertig:
(a) Aist Quasigruppe.
(b) (A, o) hat ein linksneutrales Element ¢, d.h.:
YacA:egeoa=a,
und es gilt:
YacAdacA:a'oa=e.
(c) (A, ) hat ein neutrales Element e, und
zU jedem ac A existiert ein Inverses g '
acd'=e A d'ca=e.
Beweis: siehe Weinert (1984).
Def.: Eine solche Halbgruppe hei3t Gruppe.

Darstellung eines endlichen Gruppoids durch eine
VerknUpfungstafel (Strukturtafel):

linke Spalte: 1. Operand a, oberste Zeile: 2.
Operand b, zugehoriger Eintrag im Inneren: a < b.
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Beispiel:

cla b ¢ d
ala b ¢ d
bl b ¢ ¢ ¢
cl e d a b
dld b b a (Gruppoid mit neutralem Element)

Beispiel einer Gruppe:

(o]

poaoop|P
hnap ol
o ol
p o' Q| &

Q0o

(die Kleinsche Vierergruppe)

Beispiel einer Loop, die keine Gruppe ist:

o

® QU

®oaooe|b
aopEo|l
apooan|0
oo ol
p oo o|®
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Def.: Sei (A, F) eine Algebra, F=(f)., .
Eine Algebra (B, F) mit F'=(f)., (vom selben
Typ wie (A, F)) heiBBt Unteralgebra von (A, F)
genau dann, wenn gilt:
(1) BcC A
(2) Viel: f,'=1

auf B™)
(3) Viel: by, by, ..., b, € B: filbby,.b, e B
Mit anderen Worten: Genau die B ¢ A, die bzgl.

aller f; abgeschlossen sind, sind Tragermengen
von Unteralgebren.

B" ( = Einschrankung von f;

Beachte: Falls f; mit a(f}) = n; = 0 auftreten,
besagt (3): fi'=/f,€ B , d.h. die durch 0-stellige
Operationen in A ausgezeichneten Konstanten von
(A, F) liegen in B. Insbesondere gilt dann B # &.

Andernfalls wird B = @ als Tragermenge einer
Unteralgebra zugelassen.

Beispiele: (2IN, - ) und (<, - ) sind Unteralgebren

(Unterhalbgruppen) der Halbgruppe (IN, - ).
({+1; -1}, - ) ist eine Untergruppe von (Q—{0}, - ).
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Satz: Sei M# &, Tyy:={ f| f: M— M Abbildung }.

(@) (Ty, °, id) mit o als Komposition (Nachein-
anderausfthrung) von Abbildungen ist ein Monoid,
das Transformationsmonoid von M. (T, o) heiBt
auch symmetrische Halbgruppe.

(b) FUr M| =n< e gilt | Ty|=n",undfir n> 2 ist
(Tw, ) nichtkommutativ.

(c) Genau die bijektiven Abbildungen sind die in
(Twm, ©, id) invertierbaren Elemente. Sie bilden eine
Untergruppe (Su, ©, id, (-)™"), die symmetrische
Gruppe von M. (Fir |M| = n auch: S,). Die
Elemente sind samtliche Permutationen von M. Fir
IM| =n<e qilt | Sy|=n!.

Satz: Der Schnitt [ 13 eines beliebigen Systems

jeJ
(Bj)jej von Unteralgebren von (A, F) ist stets
wieder eine Unteralgebra von (A, F).

Def.: Sei (A, F) Algebra, X c A. Dann ist ((x), F)

mit (X) = BUMQ,MHA B die kleinste Unteralgebra

XcB

von (A, F), die X enthalt. Sie heiBt die von X
erzeugte Unteralgebra.

X hei3t Erzeugendensystem einer Algebra (C, F),
falls (x) = C.
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Bemerkung: Die Funktion (-): X — (Xx) erfullt
VX, YCA:

(1) XcY = (x)c () (Monotonie)

(2) X c (x) (Extensivitat)

(3) (X)) = (x) (Idempotenz).
Eine solche Funktion nennt man einen
Hullenoperator.

Schrittweise Erzeugung von (X) :
Der Baire-Operator auf der Potenzmenge von A
wird definiert durch

B(Y) = YU{f.(b....b,) | ie I,n,=al(f,).b,,...b, € Y}.

Dann gilt (X) = QI B"(X).
(Beweis: s. Weinert 1983.)

Satz

n

(X) ={I]lx" I ne Nxex ge{1;-1}}.

i=1

Man nennt (X) die von X erzeugte Unter(halb)-
gruppe und X ein Erzeugendensystem von (X ).
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Def.: Seien (A, F), (B, F) Algebren vom selben Typ.
Eine Abb. ¢ : A — B heil3t kompatibel mit f, e F
& Vay,ay, ..., a, € A.
(p(ﬁ'(als seey ani)) =ﬁ'((P(a1), srey (p(anl))
¢ heilBt Homomorphismus von (A, F) in (B, F) =
¢ ist kompatibel mit allen f;, i e I.

Ein Homomorphismus ¢ heift

- Epimorphismus, falls ¢ surjektiv
- Monomorphismus, falls ¢ injektiv
- Isomorphismus, falls ¢ bijektiv.

Ein Homomorphismus o¢: (A, F) — (A, F) hei3t Endo-
morphismus; wenn ¢ zusatzlich bijektiv: Automorphismus.

Def.: Seien (A, F), (B, F) Algebren vom selben Typ.
Dann liefert (AxB, F) mit
fi(ai, b1),s s (@ns b)) = (filas, ooy @n)s fi(B1sees b))

wieder eine Algebra vom selben Typ wie (A, F) und
(B, F), das direkte Produkt von (A, F) und (B, F).

Die Verallgemeinerung auf endlich viele Algebren ist klar; auch
maglich far beliebige Familien von Algebren.
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Def.:

Sei A+ . (A, +, - ) hei3t Halbring, wenn die

folgenden Bedingungen erfullt sind:

(1) (A, +) ist kommutative Halbgruppe,

(2) (A, -) ist Halbgruppe,

(3) es gelten die Distributivgesetze:
a-(b+c)=a-b+a-c und
(b+c)-a=b-a+c-a far alle a, b, c € A.

Ein Halbring (A, +, - ) heiBt Ring, wenn (A, +)
Gruppe ist.

Es sei (A, +, - ) ein Halbring.

Falls die Halbgruppe (A, +) ein (dann eindeutig
bestimmtes) neutrales Element hat, nennt man
dieses das Nullelement des Halbrings und
bezeichnet es mit 0.

Es sei A'=A—{0}, falls (A, +, - ) ein Nullelement 0
hat, und A' = A sonst.

Def.:

Sei |A| 2 2. Ein Halbring (A, +, - ) hei3t Halbkérper,
wenn (A, - ) eine Untergruppe von (A, - ) ist.

Ist (A, +, - ) sowohl Halbkorper als auch Ring, so
heiBt diese Struktur ein Kérper (engl.: field).

Beispiele:

(IN, +, - ) Halbring, kein Ring

(Z, +, - ) Ring, kein Korper

(@ +,),(R+-),(C,+,-) Korper
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Def.: Sei (A, o) Gruppoid, < Relation auf A.
< heiBt linkskompatibel auf (A, ¢ ) (bzgl. °), wenn
gilt:

va,b,ce A a<b = cocax<ceob.

Analog: rechtskompatibel.
< kompatibel auf (A, o) < < rechts- und links-

kompatibel.

Ist ~ Aquivalenzrelation auf A und (links)kompati-
bel, so heit ~ Linkskongruenz bzw. Kongruenz
auf (A, o).

(Verallgemeinerung auf beliebige Algebren klar.)

Charakterisierung von Kongruenzrelationen:

Satz:
Sei (A, o ) Gruppoid und ~ Aquivalenzrelation auf
A. Zu a € A sei [a] die Aquivalenzklasse von a,
also[al]={be A| b~ a}l.
Essei A/~ = {[a]| ae A} die Menge der Aqui-
valenzklassen von A unter ~ . Dann gilt:

~ Kongruenz auf (A, o)

& Va, a,b,be A: (a~a Ab~b = acb~ a'°b').
Dies ist wiederum gleichwertig damit, dass fur A/ ~
die Def.

Va,be A: [alo[b] :=[a° b]
unabhangig von der Wahl der Reprasentanten a,
a,a'..e[albzw. b, b, ... € [b] ist.
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In diesem Fallist ~*: A— A/~

a —|[a]
ein Epimorphismus von (A, o) auf (A/ ~, o),
und (A/ ~, o) ist Gruppoid bzw. Halbgruppe bzw.
Gruppe, wenn dies flr (A, o) gilt.
(A/ ~, o) heiBt Faktorgruppoid oder Quotienten-
gruppoid oder Kongruenzklassengruppoid.

Beispiel: Gruppe (Z, +),
Kongruenz a=,b & nteilt (a—b),
(Z/=p, +) Restklassengruppe modulo n

( = zyklische Gruppe der Ordnung n).

Freie Halbgruppen und freie Monoide

Def.:
Sei X# @ und X" := U X' = U {(x1,..., xp) | %, € X}.

Dann entsteht eine Halbgruppe (X', - ) durch die
Verknupfung

(X1yeees Xn) © (Vs eees Ym) i= (X5 eees Xny Viseees Yim)-
Die Klammern werden hier meist weggelassen:

Konkatenation von Woartern.

Xn- Vi--VYm = X1..Xp V1--.Vm .
(X", - ) heiBt die freie Halbgruppe Uber X.

Man nennt oft X Alphabet, X" die Menge der
(freien) Worter Uber X.
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Das durch Hinzufligen eines Einselements 1 ent-
stehende Monoid (X*, -, 1) mit X* := X" U {1} heiBt
das freie Monoid Uber X.

"Kern" einer Abbildung:

Def.: Sei f: A— B Abbildung.

~ = Kern f ist Aquivalenzrelation auf A, def. gemaB
a; ~ a < fla;) = (ax) (d.h. gleiches Bild unter f).

Darstellung mit definierenden Relationen

Def. und Satz:
Es sei (A, o ) Halbgruppe. Eine Darstellung von

(A, o) durch erzeugende Elemente und definieren-
de Relationen ist gegeben durch
e eine Menge X# & von erzeugenden Symbolen
X1, Xo, ... € X,
e eine Abbildung £ X — Amit (f(X))=A
(oft f=id),
e eine Relation p auf X, d.h. eine Menge von
Paaren von Wértern (w;, w)) € X" x X,
so dass flr die von p erzeugte Kongruenz ~ auf

(X,-) (dh: ~ = [ )git: ~=Kern f

fir den eindeutig bestimmten Homomorphismus
fr X, )>(A o) mit fly=f.
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Man nennt diese Darstellung endlich und dann A
endlich darstellbar, wenn | X] < o und |p| < .

Entsprechend far Monoide und Gruppen.

Beachte: Die von p erzeugte Kongruenz ist die
kleinste (d.h. als Klasseneinteilung feinste)
Kongruenz auf (X7, - ), die p enthalt, in der also
w;~ w; far alle i.

Man schreibt oft = statt ~ und nimmt f= id an,
identifiziert also die Elemente von A mit
Wortdarstellungen aus Symbolen aus X.

Der Cayley-Graph

Def.: Sei die Halbgruppe (das Monoid, die Gruppe)
(A, o) endlich erzeugt durch das Erzeugenden-

system X.

Der Cayley-Graph von (A, ¢ ) bzgl. Xist ein
gerichteter Graph mit Knotenmenge A und mit X
als Menge von Kantenlabels, fur den gilt:

a > b & aox;=b
Xi
(praziser: ao f(x)) = b)
Im Falle eines selbstinversen Erzeugenden x; (d.h.
x,-‘1 = X; ) fasst man je zwei gegenlaufige Kanten mit
Label x; zu je einer ungerichteten Kante zusammen:

X;

Ml
0
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Beispiel 1:

Erzeugendensystem X={a},

definierende Relation p = { (a7; az) }
oderkurz "a’ =a"

def. als Monoid das zyklische Monoid mit
Vorperiode 2 und Periodenlange 5:

a=a = a8=3, a=a"..,3a%°=a=2a°,..

A={e a a;a;a;a;a), |A=7
(e ist das neutrale Element)

mit Cayley-Graph:

(Der Cayley-Graph enthalt dieselbe Information wie die
Verknupfungstafel!)

Beispiel 2:
Gruppe, erzeugt von X={ a; b}
mit den definierenden Relationen

a=e
b =e
(ab)® = e.

Behauptung: |A| =6, A={ e, a; b; &; ab; ba}.

Denn: Multiplikation von rechts mit den
Erzeugenden fihrt nicht aus dieser Menge heraus:
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b= e
a=e

aab=a 'b=a '(abab)b = babb = ba

aba=b"'=b

baa = ba ' = ba 'abab = bbab = ab
bab=ag 'abab=a =&

(ab’fmj —Graph :

al

&Téf &

|
bt ba

1
/\I
b < o b

(-8

!
i
|
i
|

ORI —

Anmerkung: diese Gruppe ist isomorph zur

symmetrischen Gruppe S; aller Permutationen von

3 Elementen vermittels

I 2 3
a— ,
2 3 1

I 2 3
H
2 1 3
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Def.:
Es sei Z# & eine Menge und (S, ¢ ) eine Halb-

gruppe.
Es sei weiterhin d* : ZxS—Z

(z;8) > 0%(z;8) =zs
eine Rechtsoperatorenanwendung von S auf Z mit
(1) YzeZ VSq, So € S: (ZS1)32 = Z(S-| o 32) und
(2) falls (S, ° ) ein Einselement 1 hat: Vze Z: z1 = z

Dann heiBt Zs= (Z, (S, °); 6%), aufgefasst als

Algebra mit sovielen einstelligen Operationen, wie
S Elemente hat, eine S-(Rechts-)Menge.

Nach (1) genltgt es wegen Zz(sy°...° s, =
(... ((zs1)S2)... )Sn, €in Erzeugendensystem Xvon S
und & = 8%y, also (Z; X; 8) anzugeben.

Fir S = X* Uber einem (meist endlichen) Alphabet
Xist dann der Spezialfall

A=(Z X o) = (£ X 0)
ein Moore-Automat (auch: Halbautomat) mit Zu-
standsmenge Z, Eingabealphabet X, Transitions-

funktion 0.
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Satz:
Jeder Moore-Automat A = (Z; X; ) ist selbst eine
X*-Rechtsmenge Zy-. Man ordnet ihm "sein
Monoid"
S'= (X~ 03 1)

mit der S'-Rechtsmenge Zg = (Z; S'; §* ) zu
geman

w~Ww & Vzel: zw=zw

(z; W) — 06"g(z; [W].) = zw

mit beliebigem w e [w]..

Satz:
Jedem Monoid (S'; o; 1) mit S' = {1} kann ein
Moore-Automat A = (Z; X; d) zugeordnet werden
geman

Z=S"|X =S mitS=5"-{1},

¢: X — S Bijektion und

8(z; x) = zo @(x) (Produktin (S'; o)),
dessen Monoid i. Sinne des vorherigen Satzes

genau das Ausgangsmonoid S' ist.
(Weinert 1984)
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Halbverbande, Verbande und boolesche Algebren

Def.:
Ein algebraischer A-Halbverband ist eine
kommutative, idempotente Halbgruppe (S; A)
(d.h. Va,be S: anb=bna
und Yae S: arna=a ).

Def.:

Eine partiell geordnete Menge (M; <) heif3t
ordnungstheoretischer A-Halbverband, wenn gilt:
Va, be M existiert anb =inf{a; b}.

Satz:

Jeder ordnungstheoretische A-Halbverband (M, <)
ist ein algebraischer A-Halbverband geman

anb =inf{a; b}, und umgekehrt gemas

as<b o anb=a;

und diese Korrespondenz ist bijektiv.
(aus Weinert 1984)

Def.:

Ein algebraischer Verband ist eine Algebra

(S; A; v), far die gilt: (S; A) und (S; v) sind
kommutative Halbgruppen, und es gelten die
Absorptionsgesetze:

Va,be S: an(avb)=aund av(anab)=a.
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Satz: Jeder ordnungstheoretische Verband (M; <)
ist ein algebraischer Verband geman

anb =inf{a;b} undav b :=sup{a; b},

und umgekehrtgemaB a<b & aaAb=a;

und diese Korrespondenz ist bijektiv.

Def.:
Ein Verband heiBt distributiv, falls beide Distributiv-
gesetze gelten:

aAN (bVec) (a ANb)V (aAec)
aV(bre) = (aVvb)A(aVece)

Elemente 0,1 € V eines Verbandes hieBen Null— und Einsele-
ment, falls gelten
YVaeV : OAa
YaeV : 1Aa

0, OVa
a, 1Va

a

1.

Ein Verband heiRt komplementar, falls er Null- und
Einselement enthalt und es zu jedem Element a ein
komplementares Element
ac V gibt mit

anNa =0, ava=1

Ein distributiver und komplementarer Verband wird nach Ge-
orge Boole (1815—-1864) Boolescher Verband oder Boolesche
Algebra genannt.

Beispiele:

a) Es sei M eine Menge. Nach den Gesetzen der Mengen-
algebra ist dann (P(M).N.U) ein distributiver Verband.
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Es gibt ferner ein Nullelement () und ein Einselement M. Der Ver-
band ist auch komplementédr mit A = M\ A, also ist (P(M),N,U)
eine Boolesche Algebra.

b) (N,ggT.kgV) ist ein distributiver Verband. Ein Nullelement
ist die 1 € N, der Verband besitzt jedoch kein Einselement und
ist somit auch keine Boolesche Algebra!

Cc) Wir setzen B := {0,1} mit den Verkniipfungen

iAg = min(i,j), iV = max(i,j).
Analog definieren wir fir B" := {(i1,...,in) | i € B}, neN,
(?,]_...tn) AN ("'}'1._...,:}'-;1_) = (m|n(11.j1)..m|n(?,;1..j;1))
(1’:1, . u s i-n.) A4 (}1. 30 c ,jn.) = (maX(il,jl), c ey maX(?:n.,jn.))

Damit ist (B"™, A,V) ein distributiver Verband mit Nullelement
0:=(0,...,0) und Einselement 1:=(1,...,1). Weiterhin ist B"

- =
Il
QO

Damit ist (B", A,V) eine Boolesche Algebra.

Satz (Eindeutigkeit von 0, 1 und Komplement):

a) Besitzt ein Verband ein Null—= bzw. ein Einselement, so ist
dieses eindeutig bestimmt.

b) In einem distributiven Verband V gilt die folgende Kiirzungs-
regel
Va,b,ceV : (anb=aArc) N (avb=aVve) = b=c.

c) In einer Booleschen Algebra sind die Komplemente eindeutig
bestimmt und es gelten @G=a, a Ab=aVvb sowie aVb=aAb.

Beweis: s. Oberle (2007).
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Satz (Dualitatsprinzip far Verbande):

Jede Kkorrekte Formel in einem Verband, in dem nur die Ver-
knupfungen A und Vv verwendet werden, bleibt richtig, wenn uber-
all A und Vv vertauscht werden. Die Formel mit vertauschten
Verknupfungen heisst duale Aussage. Liegt eine Beweis fur eine
Formel vor und vertauscht man darin die Verknupfungen A und
V, so erhalt man einen Beweis fur die duale Aussage.

Satz:

Besitzt ein Verband V ein Null— und Einselement, so gilt:
O=minV und 1= maxV.
Jeder endliche Verband besitzt ein Null— und ein Einselement.

Beweis: s. Oberle (2007).

Def.:

Sei V' ein Verband mit Nullelement 0. Ein Element y = 0 heiBt
Atom, falls fur alle z eV qilt: >y oder zAy=0.

V' heiBt atomar, falls jedes Element = %= O eine Basisdarstellung
r = y1VysV...Vyy mit Atomen yq,....ym besitzt.

Beispiele:

a) (P(M),u,n) hat die Atome {a}, a € M. Ist M endlich, so
ist (P(M),uU,n) atomar.

b) Im distributiven Verband (N,ggT.,kgV) ist p € N genau
dann ein Atom, wenn p prim ist. Ein Element n € N besitzt
jedoch nur dann eine Basisdarstellung durch Atome, wenn jeder

Primfaktor von n einfach ist.
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c) Die Boolesche Algebra (B", A,V) ist atomar. Die Atome sind
die kanonischen Einheitsvektoren e; .= (0,.... 0,1,0,...,0), i =

1....,n,wobeidie 1 an der i-ten Stelle steht. Die Basisdarstellung
eines Elements x = (x1,...,7n) € B" lautet
X = \/ €;.
{E’B?=1}

Betrachten wir konkret (B3, A,V), so hat man die Atome e =
100, eo =010 und e3 =001 und fur x= 101 ergibt sich die
Basisdarstellung 101 = 100 v 001.

Liniendiagramm von B®: ‘

Der folgende Kennzeichnungssatz fiir endliche Boolesche Alge-
bren zeigt, dass diese stets atomar sind, und bereits durch ihre
Elementzahl bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt sind.

Stonescher Darstellungssatz:

Es sei (V,A,V) eine endliche Boolesche Algebra.

a) Sind yq # y» zwei verschiedene Atome so gilt y1 Ay> = 0.

b) Zu jedem z € V' \ {0} gibt es ein Atom y € V mit y < x.

c) V ist atomar.

d) Die Basisdarstellung eines Elementes x € V' durch Atome
r=y1 VysV---Vuyy Iist bis auf die Reihenfolge eindeutig.

e) Hat V genau m Atome, so hat V genau 2™ Elemente.

f) Gleichmachtige (endliche) Boolesche Algebren sind isomorph.

Ausschnitte entnommen aus
Hebisch & Weinert (1993), Oberle (2007),
Weinert (1983), Weinert (1984)
(genaue Quellenangaben siehe
)
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