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Prädikatenlogik 1. Stufe 
 

(kurz: PL1) 
 
Aussagenlogik zu wenig ausdrucksstark für die 
meisten Anwendungen 
 
notwendig: Existenz- und Allaussagen 
 
 
Beispiel: 
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Syntax der Prädikatenlogik erster Stufe 
 

 
(in der Lit. auch ≡ )
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Definition: Formeln 

 
 
 
Gebundene und freie Variablen: 
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Ein wichtiges technisches Hilfsmittel sind 
Substitutionen. 
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Notation für Substitutionen: 

 
 

Anwendung (Beispiele): 
 

 
 

 



 59 

 
 
elementare Eigenschaften von Substitutionen: 
 

 
 

Beweis: 

 
 
Variablenumbenennung: 
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Wichtig ist der Begriff der "Unifikation" von 
Termen: Durch geeignete Substitutionen werden 
verschiedene Terme "gleich gemacht". 
 
 

 
 
 
Beispiel: 
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Eigenschaften der Unifikation: 
 

 
 
Beispiel: 

 
 
Dies motiviert die folgende Def.: 
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"Allgemeinster Unifikator" einer Termmenge 
 

 
 
Eindeutigkeitssatz: 
 

 
 

Beweis: s. Schmitt (2008), S. 117. 
 

Durchführung der Unifikation: Algorithmus von Robinson 
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Algorithmus von Robinson 
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Unifikationssatz: 
 

 
 

Beweis: s. Schmitt (2008), S. 118. 

 
 
Semantik der Prädikatenlogik erster Stufe 
 
Beispiel: 

 
 
 
Analog zur Aussagenlogik definieren wir 
Interpretationen als Abbildungen der 
Signatursymbole in eine feste Menge. 
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Beispiel einer Interpretation ("Tarskis Welt"): 
 

 
 



 66 

"Variablenbelegung": 
 

 
 

 
 
Auswertung von Termen: 
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Auswertung von Formeln: 
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Das Koinzidenzlemma 
 

 
 
 
Substitutionslemma für Terme 
 

 
 
Beweis: strukturelle Induktion nach dem Term t. 
(Schmitt, S. 130) 
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Substitutionslemma für Formeln 
 

 
 

Beweis: strukturelle Induktion nach A (s. Schmitt, S. 131). 
 
 
Modellbegriff und semantisches Folgern in der 
Prädikatenlogik: 
 

wir beschränken uns hier auf die Definitionen für 
Formelmengen ohne freie Variablen. 
 

Der Fall freier Variablen wird zurückgeführt auf den universellen 
Abschluss der Formeln (alle freien Variablen werden durch 
Allquantoren gebunden). 
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logisches (semantisches) Folgern: 
 
 

 
 
 
 
Es gilt: 
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Die Begriffe Allgemeingültigkeit und Erfüllbarkeit: 
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Beispiele für allgemeingültige prädikatenlogische 
Formeln: 
 

 
(11)  ((∀xA)→B) ↔ (∃x(A→B))    und dual  
       (folgt aus 1 und 2) 
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Tautologien in der Prädikatenlogik 
 
Def.: 

 
 
Beispiel: 
 

 
 
Es gilt: 
Jede Tautologie ist allgemeingültig. 
(Beweis: Schmitt (2008), S. 135.) 

 
Die Umkehrung gilt nicht, wenn man "Tautologie" so def. wie 
hier (beachte aber, dass die Terminologie in der Lit. nicht 
einheitlich ist). 
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Normalformen 
 
relativ triviale Normierungen sind folgende: 
 

 
 

Pränex-Normalform 
 

 
 

 
 

Beweis: zuerst wird A bereinigt, dann wendet man von innen 
nach außen geeignete Äquivalenzen auf Teilformeln an, um 
Quantoren "nach links zu schieben". 
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Beispiel: 
 

 
 
Bemerkung: 
 

 
 
 

 
 
 

Weitere Formelvereinfachung: 
Existenzquantoren durch neue Funktionszeichen 
ersetzen (Formel dann nicht mehr äquivalent, hat 
aber gleiche Modelle)   ⇒ Skolem-Normalform 
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Skolem-Normalform 
 

 
 

 
 
Beispiel: 
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Entscheidbarkeitsaussagen 
 
Satz von Church: 
 

Die Prädikatenlogik 1. Stufe ist unentscheidbar, 
d.h. es gibt keinen Algorithmus, der für jede 
beliebige prädikatenlogische Formel F in endlich 
vielen Schritten entscheidet, ob F erfüllbar ist oder 
nicht. 
 
 
Positive Aussagen ("Semi-Entscheidbarkeit"): 
 

 
Satz: 
 

(a) Ist F eine unerfüllbare prädikatenlogische 
Formel, so kann man dies in endlich vielen 
Schritten nachweisen. 
Man hat aber keine Schranke für die Zahl der Schritte und weiß 
somit nie, ob F erfüllbar ist. 
 

 
(b) Durch Negation ergibt sich aus (a): Man kann in 
endlich vielen Schritten nachweisen, dass F allge-
meingültig ist. 
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Endlichkeitsaussagen 
 
Satz ("Kompaktheit" der PL1): 

 
 
Korollar 

 
 
Nichtcharakterisierbarkeit der Endlichkeit: 
 

 
 

Beweis: s. Schmitt (2008), S. 195f. 
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Prädikatenlogik 2. Stufe (PL2): 
 

es gibt auch Variablen (über die man quantifizieren 
kann) für Funktionen und Prädikate. 
 
Satz: 

 
 
Beweis: s. Schmitt (2008), S. 274. 
 
Satz: 
Für die PL2 kann es keinen korrekten und 
vollständigen Kalkül geben. 
 
Beweis: s. Schmitt (2008), S. 274. 
 
 
 
 
 
 

 
Ausschnitte entnommen aus  

Beckert (2010), Kreuzer & Kühling (2006) und Schmitt (2008) 
(genaue Quellenangaben siehe http://www.uni-

forst.gwdg.de/~wkurth/fs10_lit.htm)  
 


