Pradikatenlogik 1. Stufe
(kurz: PL1)

Aussagenlogik zu wenig ausdrucksstark flr die
meisten Anwendungen

notwendig: Existenz- und Allaussagen

Beispiel:

Alle Menschen sind sterblich.
Sokrates ist ein Mensch.
Also ist Sokrates sterblich.

Pradikatenlogische Formalisierung:

vx(Mensch(x) — sterblich(x))
Mensch(Sokrates)
sterblich(Sokrates)

Logische Zeichen: Vvx, —
Anwendungsabhangiges Vokabular:
Mensch(.), sterblich(.), Sokrates
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Syntax der Pradikatenlogik erster Stufe

Definition: Logische Zeichen

Wie in der Aussagenlogik:
_'~/\5\/~._>1 H?(‘.)

Neu:
v Allquantor
1  Existenzquantor
v; Individuenvariablen, i € N
= objektsprachliches Gleichheitssymbol
, Komma

Definition: Signatur
Eine Signatur ist ein Tripel ¥ = (Fg, Pz, ay) mit:
m Fy. Ps sind endliche oder abzahlbar unendliche Mengen
m Fs. Py und die Menge der Sondersymbole sind paarweise
disjunkt
may:FUPs — N.

f € Fsy heif3t Funktionssymbol,

p € Py heil3t Pradikatssymbol.

f ist n-stelliges Funktionssymbol, wenn ay (f) = n;

p ist n-stelliges Pradikatssymbol, wenn a5y (p) = n; Ein
nullstelliges Funktionssymbol hei3t auch Konstantensymbol
oder kurz Konstante,

ein nullstelliges Pradikatsymbol ist ein aussagenlogisches
Atom.

Definition: Terme
Termy, die Menge der Terme tber ¥, ist induktiv definiert durch
@ Var C Terms

@ Mitf c Fy,
ax (f) = n,
t,....lh € Terms
istauch f(t,...,ty) € Terms

Ein Term hei3t Grundterm, wenn er keine Variablen enthalt.
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Definition: Atomare Formeln

Aty, die Menge der atomaren Formeln tber ¥:

Aty = {s=t|s,te Termg} U
{p(t, ..., th) | p€ Ps.ti € Terms}

Definition: Formeln
Fory, die Menge der Formeln tber ¥, ist induktiv definiert durch

0 {1,0} UATZ C FOTZ
@ Mit x € Var und A. B € Fors sind ebenfalls in Fors:

~A,(AAB).(AV B),(A— B),(A < B),vxA, 3xA

Gebundene und freie Variablen:

a Hat eine Formel A die Gestalt VxB oder 3xB, so heil3t B
der Wirkungsbereich des Préfixes Vx bzw. 9x von A.

m Ein Auftreten einer Variablen x in einer Formel A heil3t
gebunden, wenn es innerhalb des Wirkungsbereichs eines
Prafixes Vx oder dx einer Teilformel von A stattfindet.

a Ein Auftreten einer Variablen x in einer Formel A heil3t frei,
wenn es nicht gebunden ist und nicht unmittelbar rechts
neben einem Quantor stattfindet.

YXx(po(X.y) — Vz(3y p1(y. 2) V VX pa(f(x), X)))

gebundene Vorkommen
freie Vorkommen
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Definition

EsseiAc Fors und t € Terms.

Bd(A) .= {x | x € Var, x tritt gebunden in A auf}
Frei(A) := {x | x € Var, x tritt frei in A auf}.
Var(A) := Frei(A) U Bd(A)

Var(t) := {x | x € Var, x kommtin t vor}

Definition
A heil3t geschlossen, wenn Frei(A) = {}.
Ist Frei(A) = {X1,..., Xn}, SO heil3t

VX ...VX,A Allabschluss
Ixq ... 3dxpA Existenzabschluss

von A.
AbkUrzend schreiben wir CI,A bzw. CLHA.
Ist A geschlossen, dann gilt also CI,A = CE5A = A.

Ein wichtiges technisches Hilfsmittel sind
Substitutionen.

Definition: Substitutionen

Eine Substitution ist eine Abbildung
o: Var — Terms

mit o(x) = x fur fast alle x € Var.

57



Notation flr Substitutionen:

Gilt
m{x|o(x)#x}C{xq,....Xm},
mundisto(x;) =s;fori=1,...,m,

so geben wir o auch an in der Schreibweise

o heiB3t Grundsubstitution, wenn fir alle x mit o(x) # x der
Funktionswert o(x) ein Grundterm ist.

Mit id bezeichnen wir die identische Substitution auf Var, d.h.
id(x) = x fur alle x € Var.

Anwendung (Beispiele):
@ Firo = {x/f(x.y),y/g(x)} qilt
a(f(x,y)) = 1(f(x. ), 9(x)).
@ Fir = {x/c,y/d} gilt
n(3yp(x.y)) = 3yp(c.y).
@ Fir o = {x/f(x,x)} qilt
a1(Vyp(X,¥)) = vyp(f(x. X).y).
@ Fir = {x/y} gilt

n(Vyp(x.y)) = vyp(y.y).

Definition: kollisionsfreie Substitutionen

Eine Substitution o heil3t kollisionsfrei fir eine Formel A, wenn
far jede Variable z und jede Stelle freien Auftretens von z in A
gilt:

Diese Stelle liegt nicht im Wirkungsbereich eines Prafixes Vx
oder dx, wo x eine Variable in o(z2) ist.

p1 = {x/y} ist nicht kollisionsfrei flr Vyp(x. y)
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Definition: Komposition von Substitutionen

Sind o, 7 Substitutionen, dann definieren wir die Komposition
von 7 mit o durch

(too)(x)=T1(a(x)).

Man beachte, dal3 auf der rechten Seite r als die Anwendung
der Substitution + auf den Term o (x) verstanden werden muf3.

elementare Eigenschaften von Substitutionen:

Gilt firt € Terms und Substitutionen o, 7, die Gleichung

o(t) =7(t),

dann o(s) = 7(s) fdr jeden Teilterm s von t.

Beweis:
Strukturelle Induktion nach t.

m Istt € Var, dann ist t selbst sein einziger Teilterm.
m Seit=f(4,....t,). Dann gilt auch

und es folgt o(t;) = 7 (&) fur i = 1,... ., n. Da jeder Teilterm s
von t entweder mit t identisch oder Teilterm eines f; ist, folgt
1. nach Induktionsvoraussetzung.

Variablenumbenennung:

Theorem

Gilt fdr Substitutionen o, T, dal3 T o o = id, dann ist o eine
Variablenumbenennung.

Beweis

Esist 7(o(x)) = x fUr jedes x € Var, woraus folgt: o(x) € Var.
Ferner haben wir:

Wenn o(x) = o(y), dann x = 7(o(x)) = 7(a(¥)) = V.
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Wichtig ist der Begriff der "Unifikation" von
Termen: Durch geeignete Substitutionen werden
verschiedene Terme "gleich gemacht".

Essei T C Terms, T # {}, und o eine Substitution Uber 3.

o unifiziert T,
oder: o ist Unifikator von T,
genau dann, wenn #ao(T) = 1.

T heif3t unifizierbar, wenn T einen Unifikator besitzt.

Insbesondere sagen wir flr zwei Terme s, t dal3 s unifizierbar
sel mit t, wenn

o(t) = o(s).
Beispiel:

if(g(a x), g(y. b)), 1(z,g(v,w)). f(g(x,a),g(v,b))}

wird unifiziert durch

{x/ay/v.z/g(a a), w/b}.

{f(9(a a), g(v.b)).f(g(a a), g(v. b)). f(g(a, a). g(v, b))}
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Eigenschaften der Unifikation:

@ Jeder Term ist mit sich selbst unifizierbar mittels id.
@ Zwei Terme der Gestalt

(mit verschiedenem Kopf) sind nicht unifizierbar.
@ Zwei Terme der Gestalt

(mit demselben Kopf) sind genau dann unifizierbar, wenn
es eine Substitution o gibt mit o(s;) = o(f;) fGri=1,....n.
@ Sei x € Varund t ein Term. Dann sind

x und t

genau dann unifizierbar, wenn x nicht in t vorkommt.

Beispiel:
{f(x.9(y)). f(g9(a).g(z))}
wird unifiziert durch

o =1{x/9(a),z/y} Ergebnis f(g(a),a(y)).
aber auch durch
T ={x/g(a).y/a z/a} Ergebnis f(g(a),g(a)).

o ist allgemeiner als 7 — oder 7 spezieller als o —
T ={y/a}oo.

Dies motiviert die folgende Def.:
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"Allgemeinster Unifikator" einer Termmenge

Essei T C Terms.

Ein allgemeinster Unifikator oder mgu (most general unifier) von
T ist eine Substitution ;. mit

@ /. unifiziert T

@ Zu jedem Unifikator o von T gibt es eine Substitution ' mit
o =o' op.

Eindeutigkeitssatz:

Es sei T eine unifizierbare, nichtleere Menge von Termen.
Dann ist der allgemeinste Unifikator von T bis auf
Variablenumbenennung eindeutig bestimmit,

d. h.:

Sind ., i/ allgemeinste Unifikatoren von T mit

p(T) = {t}h und p/(T) = {t'},
dann gibt es eine Umbenennung = der Variablen von t mit

t' = n(t).
Beweis: s. Schmitt (2008), S. 117.

Durchflhrung der Unifikation: Algorithmus von Robinson

Zute Terms und j € N sei

t) = der an Position i in t (beim Lesen von
links nach rechts) beginnende Teilterm
von t, wenn dort eine Variable oder ein
Funktionssymbol steht
undefiniert sonst.
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FOr T C Termy istdie Differenz von T, D(T) C Termy, wie folgt
definiert

@ D(T):= Thalls #T < 1

@ Falls #T > 2, sei j die kleinste Zahl, so daf3 sich zwei
Terme aus T an der Position j unterscheiden.
Setze D(T) := {tV) | t € T}.

I ={f(g(a x).g(y. b)), f(z.g(v.w)), f(g(x,a).g(v,b))}
D(T) ={9(a x),z,9(x.a)}

Algorithmus von Robinson
Gegeben sei T C Termy, T endlich und = 0.

I: S:=T;pu:=1ud

2: #5 =17 ja 3: Ausgabe: y; STOP
nein
4: Enthalt D(S) eine Variable z nein 6: Ausgabe T nicht
und einen Term ¢ mit = & Var(¢)? unifizierbar®; STOP
Jja

5: Wibhle solche x,1;
pi=Azft} oy
5= {z/t}(S)
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Unifikationssatz:

@ Der Algorithmus von ROBINSON terminiert flir jedes
endliche, nichtleere T C Terms.

@ Wenn T unifizierbar ist, liefert er einen allgemeinsten
Unifikator von T.

@ Wenn T nicht unifizierbar ist, liefert er die Ausgabe , T
nicht unifizierbar”.

Beweis: s. Schmitt (2008), S. 118.

Semantik der Préadikatenlogik erster Stufe

Beispiel:
Ist die Formel

q(x) — 3y(inly. x) AKI(y) ).

wahr?

Die Signatur > = {k( ), q(), d(), kI( ), gr(), in(, )} liegt fest.

Die Wahrheit ist abhangig von

m einer Interpretation (D, /)
m einer Variablenbelegung 3

Analog zur Aussagenlogik definieren wir
Interpretationen als Abbildungen der
Signatursymbole in eine feste Menge.
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Es sei X eine Signatur der PL1.
Eine Interpretation D von ¥ ist ein Paar (D, /) mit

@ D ist eine beliebige, nichtleere Menge

@ /st eine Abbildung der Signatursymbole, die

m jeder Konstanten c ein Element /(c) € D

m fUr n > 1: jedem n-stelligen Funktionssymbol f eine
Funktion /(f) : D" — D

m jedem O-stelligen Pradikatsymbol P einen Wahrheitswert
I(P)e{W.F}

m fUr n > 1: jedem n-stelligen Pradikatsymbol p eine
n-stellige Relation /(p) € D" zuordnet.

Beispiel einer Interpretation ("Tarskis Welt"):

7 N
Vd .
A
£ N Dy
[ e,
P
[ W K3
R
— 7N
_:}I SN
Ve - Vd AN 3
) I, J K, i —_
e = DQ / N\
4 N
Qs =

Ps = {k(), a(), d(), (), gr(), in(, )} Dpep = 1Qy : 1 < i < 6} U {K1, Ko, Ks, Dy, Dy, Dg}
Igsp(q) = {Q : 1 < 1< 6}

Igsp(k) = {Ki, Ko, K3}, Igsp(d) = {Dy, Dy, D3}
Isp(iM{ (K1, Q1), (K1, Qs), (K2, Q1), (K2, Qo). (K3, Qo), (K3, Q3), (D3, D1). (Qs, D)}
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"Variablenbelegung":

Definition

Es sei (D, /) eine Interpretation von ..

Eine Variablenbelegung (oder kurz Belegung Uber D) ist eine
Funktion

6 var — D.

Zu 3, x € Var und d € D definieren wir die Modifikation von (3
an der Stelle x zu d-

, d falsy=x
#n-1{ /

B(y) fallsy # x

Auswertung von Termen:

Definition
Es sei (D, /) eine Interpretation von ¥ und 3 eine Variablenbele-

gung Uber D.
Wir definieren eine Funktion valp ; g, mit

valp ; 5(t) € D far t € Terms
valp 1 3(A) € {W, F} far A € Fors

valp, s auf Terms:
valp ; 5(x) = B(x) fir x € Var
valp ; s(f(t1,....t)) = (I(f))(valp, (t1), ..., valp(tn))
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Auswertung von Formeln:

valp ;5(1) = W
valp ;5(0) = F
. W falls valp; 5(s) = valp s5(t

valp, | 5(s = t) :— { Wl D,1,5(S) D,1,5(1)
valp ; 3(P) := I(P) flr O-stellige Pradikate P
valp 1 g(p(ty. ..., th)) =

W falls (valp 5(ty).....valp5(th)) € I(p)

F  sonst

valp j 5(X) fur X ¢ {-A,ANB,AvB.A— B.A+ B} wiein
der Aussagenlogik.

Ferner:

valp 1 3(VXA) :=

Wialls far alle d € D : valp | 50(A) = W
F sonst

valp 1 z(3XA) 1=

W ialls ein d € D existiert mit valp | ;0(A) = W
F sonst
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Das Koinzidenzlemma

D sei Interpretation, (3, ~ Variablenbelegungen

@ Giltfurden Termt  3(x) = ~(x) fdralle x € Var(t), dann
valp 5(t) = valp ~(t).

@ Gilt fir die Formel A 3(x) = ~(x) fir alle x € Frei(A),
dann valp 3(A) = valp ,(A).

@ Ist A € Fors geschlossen, dann gilt valp 5(A) = valp - (A)

Beweis: Durch strukturelle Induktion unter Ausnutzung der
Definition von val.

Substitutionslemma fiir Terme

Y. sei eine Signatur, D eine Interpretation fur X,
(3 eine Belegung, o eine Substitution undt € Termy.

Dann gilt

Va/ph@(O'(t)) = valpﬁf(t).

wobei

3'(x) = valp 3(o(x))

far alle x € Var.

Beweis: strukturelle Induktion nach dem Term t.
(Schmitt, S. 130)
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Substitutionslemma fiir Formeln

Y. sei eine Signatur, D eine Interpretation fur ¥,
3 eine Belegung, A € Fors und
o elne fir A kollisionsfreie Substitution.

Dann gilt:
Valph,g(U(A)) = valpﬁ;(A),

wobei
6'(x) = valp 3(co(x))
far alle x € Var.
Beweis: strukturelle Induktion nach A (s. Schmitt, S. 131).

Modellbegriff und semantisches Folgern in der
Pradikatenlogik:

wir beschranken uns hier auf die Definitionen fur
Formelmengen ohne freie Variablen.
Der Fall freier Variablen wird zurtickgefthrt auf den universellen

Abschluss der Formeln (alle freien Variablen werden durch
Allquantoren gebunden).

m Eine Interpretation D Uber X nennen wir ein Modell einer
Formel A ohne freie Variablen Uber ¥, wenn valp(A) = W.

m D heil3t Modell einer Formelmenge M ohne freie
Variablen, wenn fir jede Formel B € M gilt valp(B) = W.
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logisches (semantisches) Folgern:

Es sei M C Fors. A € Fors, beide ohne freie Variablen.

M= A s
Jedes Modell von M ist auch Modell von A.

Lies: Aus M folgt A (Gber Y).

Kurznotationen:
= statt =y, = Aflr () = A, B = Afur{B} = A

Es qilt:

M} A gdw Mu{-A}
hat kein Modell
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Die Begriffe Aligemeingultigkeit und Erfullbarkeit:
A € Fors heif3t

a allgemeinglltig gdw = A
a erfullbar gdw —A ist nicht allgemeingultig.

@ Die folgenden Aussagen sind aquivalent:
@ A allgemeingdiltig
@ Jede Interpretation D ist Modell von A.
@ valp(A) = W far alle D.

@ Die folgenden Aussagen sind aquivalent:

@ A erfillbar
@ Es gibt D mit valp(A) = W
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Beispiele fur allgemeingultige pradikatenlogische
Formeln:

o -VXA < ﬂXﬁA,
o —-39xA — ¥x-A
@ VxXVyA < VyVXA,
@ Ix3yA — JyIXA
@ YX(AAB) — YXAAVXB
® x(AVv B) « dxAv 3IxB
@ VYy(ANQxB — Qx(ANB)),
falls x ¢ Frei(A) und y alle freie Variablen in A A QxB sind.
@ Vy(QxANB — Qx(AAB)),
falls x ¢ Frei(B) und y alle freie Variablen in A A QxB sind.
@ vVy(Av QxB — Qx(AV B)),
falls x ¢ Frei(A) und y alle freie Variablen in A A QxB sind.
® vy(QxAv B — Qx(AvV B)),
falls x ¢ Frei(B) und y alle freie Variablen in A A QxB sind.

B (vxA)—B) & (Ix(A—B)) und dual
(folgt aus 1 und 2)
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Tautologien in der Pradikatenlogik

Def.:

(Tautologie) A € Fory heifit Tautologie, wenn es eine endliche aussagenlogi-
sche Signatur &' = {FR, ..., P.—1},ein A’ € Fory, und Formeln Ay, ..., A, €
Forys, gibt, so daf}

e A’ist (aussagenlogisch) allgemeingiiltig tiber ¥’

e Aentsteht aus A', indem man dort P; durch A; ersetzt (firi =0,...,n—
1).

Beispiel:
(((((p(x) A =q(y, e, 2)) = ple)) A (=(p(x) A =gy, ¢, 2)) — plc))) — plc)))
ist eine Tautologie, denn

((Fo — Pi) A (R — P)) — P1)

1st aussagenlogisch allgemeingiiltig, und hieraus entsteht durch Ersetzen von
Fy durch (p(x) A —qly,c,x))
Py durch p(c)

die Ausgangsformel.

Es qilt:

Jede Tautologie ist allgemeingultig.
(Beweis: Schmitt (2008), S. 135.)

Die Umkehrung gilt nicht, wenn man "Tautologie" so def. wie
hier (beachte aber, dass die Terminologie in der Lit. nicht
einheitlich ist).
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Normalformen

relativ triviale Normierungen sind folgende:
Definition
Eine Formel A € For heil3t

@ eine Negationsnormalform, wenn jedes
Negationszeichen in A vor einer atomaren Teilformel steht.
(Insbesondere kommt keine Teilformel der Form ——Bin A

Vor
@ bereinigt, wenn
m Frei(A)n Bd(A) =10
m die hinter Quantoren stehenden Variablen paarweise
verschieden sind.

Theorem
Zu jeder Formel A gibt es eine logisch &quivalente

@ Formel B in Negationsnormalform.
@ bereinigte Formel B.

Pranex-Normalform
Definition
A € For heif3t eine Pranexe Normalform, wenn A die Gestalt hat

Q1 x1...Qnx,B

mit Q; € {¥. 3}, x; € Var und B quantorenfrei. Man nennt B die
Matrix von A.

Theorem

Zu jeder Formel A gibt es eine aquivalente in
Pranex-Normalform. Sie lal3t sich aus A algorithmisch ableiten.

Beweis: zuerst wird A bereinigt, dann wendet man von innen
nach auBen geeignete Aquivalenzen auf Teilformeln an, um
Quantoren "nach links zu schieben".



Beispiel:
Aus
vy (Vx(vy p(x.y)) — I r(x.y))
erhalt man sukzessive:
vy(vx(vz p(x.z)) — Ju r(u.y))
vy(3x(vz p(x.z) — 3u r(u,y)))

vy(3x(3z( p(x.z) — 3u r(u.y))))
Vy dx dz Ju( p(x,z) — r(u.y))

Bemerkung:

Beim geschilderten Verfahren bleibt die Eigenschaft | bereinigt® erhalten.
Man beachte, dafi die Pranex-Normalform einer Formel A i. a. nicht eindeutig
bestimmt ist. Abhéngig von der Reihenfolge der angewandten Aquivalenzen
kann man z. B. aus

Vap(z) — Yyq(y)

sowohl JxVy(p(z ) — {j’('y)}
als auch Yy3z(p(x) — q(y))
erhalten.

Eine Formel in Prianex-Normalform lafit sich noch weiter normieren. Fiir
quantorenfreie Formeln kénnen wir in unmittelbarer [:,Tl:aertra.gm1g der Defi-
nition aus der Aussagenlogik sagen, wann eine solche in disjunktiver bzw.
konjunktiver Normalform ist. Mit Hilfe der Tautologien lafit sich eine Formel
in Pranex-Normalform dann in eine dquivalente tiberfiihren, deren Matrix in
DNF oder KNF ist.

Weitere Formelvereinfachung:
Existenzquantoren durch neue Funktionszeichen
ersetzen (Formel dann nicht mehr aquivalent, hat
aber gleiche Modelle) = Skolem-Normalform
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Skolem-Normalform
Eine Formel ist in Skolem-Normalform, wenn sie
m geschlossen ist

a die Gestalt VXy...Yx,B hat mit quantorenfreiem B
m die Matrix B in KNF ist.

Theorem

Zu jedem A € Fory gibt es eine endliche Erweiterung ¥ g, von L
und eine Formel Agx € Fors, mit

m A, ist in Skolem-Normalform
m A hat ein Modell genau dann, wenn A ein Modell hat.
Ag 143t sich aus A algorithmisch erhalten.

Beispiel:

Gegeben:

vx(3y(p(y)) A 3z(q(x, 2)))

Pranex Normalform:

vx3y3z(p(y) A q(x. Z))

Skolem Normalform:

vx(p(fi(x)) A q(x, (X))
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Entscheidbarkeitsaussagen

Satz von Church:

Die Pradikatenlogik 1. Stufe ist unentscheidbar,
d.h. es gibt keinen Algorithmus, der fir jede
beliebige pradikatenlogische Formel Fin endlich
vielen Schritten entscheidet, ob F erflllbar ist oder
nicht.

Positive Aussagen ("Semi-Entscheidbarkeit"):

Satz:

(a) Ist F eine unerflllbare pradikatenlogische
Formel, so kann man dies in endlich vielen

Schritten nachweisen.
Man hat aber keine Schranke fir die Zahl der Schritte und weif3
somit nie, ob F erfullbar ist.

(b) Durch Negation ergibt sich aus (a): Man kann in
endlich vielen Schritten nachweisen, dass F allge-
meingultig ist.

77



Endlichkeitsaussagen

Satz ("Kompaktheit" der PL1):
Fiir beliebige M C Fory, A € Fory, gilt:
M = A< E = A fiir eine endliche Teilmenge E von M.

Korollar

(Endlichkeitssatz) Eine Menge M C Fory hat genau dann ein Modell, wenn
jede endliche Teilmenge von M ein Modell hat.

Nichtcharakterisierbarkeit der Endlichkeit:

Es sei X eine Signatur der PL1. Dann gibt es keine Ft:>1‘111e]meﬁge M C Fory,
so dafl fiir jede Interpretation (D, ) iiber X gilt:

(D, 1) ist Modell von M < D ist endlich.
Beweis: s. Schmitt (2008), S. 195f.
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Pradikatenlogik 2. Stufe (PL2):

es gibt auch Variablen (Uber die man quantifizieren
kann) fr Funktionen und Pradikate.

Satz:

Die PL2 ist nicht kompakt. D. h.:

e Aus M = A braucht 1. a. nicht zu folgen:
E = A fiir eine endliche Teilmenge E von M

e Es kann sein, dafl jede endliche Teilmenge einer Formelmenge M ein
Modell hat, diese selbst aber nicht.

Beweis: s. Schmitt (2008), S. 274.

Satz:
Fur die PL2 kann es keinen korrekten und

vollstandigen Kalkil geben.

Beweis: s. Schmitt (2008), S. 274.

79



