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4. Regelbasierte Systeme 
 
regelbasiertes Programmierparadigma: 
 
Computer = Transformationsmaschine für 
Strukturen 
 

Es gibt eine aktuelle Struktur, die solange 
transformiert wird, wie dies möglich ist. 
 

Arbeitsprozess: Such- und Anwendungsprozess. 
matching: Suchen einer passenden Regel, 
rewriting: Anwendung der Regel, um die Struktur 
umzuschreiben. 
 

Programm = Menge von Transformationsregeln 
Programmfindung = Spezifikation der Regeln 
 
Transformation von Strukturen: 
- Aufbau komplexer Strukturen (z.B. Modelle für 
   natürliche Objekte) 
- Vereinfachung (z.B. Theorembeweis); Reduktion 
   auf Normalform 
 
Reduktionssysteme 
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Satz: 
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Beweis zu (1): 
 

 
 
 
Beweis zu (2): 
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Beweis zu (3): 
 

 
 
 

Beweisverfahren der "noetherschen Induktion": 
 
Satz 
 

 
 

Beweis: 
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Schluss von lokaler Konfluenz auf Konfluenz: 
 
Satz 

 
 
 
Beweis: 
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Beispiele für Reduktionssysteme: 
 

Termersetzungssysteme 
 
Sei Σ eine Signatur wie in der Prädikatenlogik (vgl. 
Kap. 1), TermΣ die Menge der Terme über Σ und 
GroundΣ die Menge der Grundterme (d.h. ohne 
Variablen) über Σ. 
 

Ein Termersetzungssystem über Σ ist eine Teil-
menge von TermΣ × TermΣ . Die einzelnen Elemen-
te (die Regeln) werden in der Form T1 → T2 ge-
schrieben. Die Anwendung einer solchen Regel 
(Reduktionsrelation) auf einen Grundterm besteht 
aus der Ersetzung eines Subterms, der bei pas-
sender Substitution σ mit T1 matcht, durch σ(T2). 
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Beispiel: 
 
Regel             f                                   f 
 
                 x         f           →           f         z 
 
                        y      z                x      y 
 
Anwendung auf 
                      f                                         f 
 
                 a         f           liefert          f          f 
 
                        b       f                    a       b c        d 
 
                            c       d 
 
 
Spezialfall: Stringersetzungssysteme 
(auch: Semi-Thue-Systeme) 
 
Die Grundterme sind hier die endlichen Wörter 
über einem Alphabet Σ. 
Die Regeln sind von der Form α → β, wobei 
α, β ∈ Σ*. 
Eine Anwendung einer Regel (Reduktionsschritt) 
besteht aus der Ersetzung eines Teilwortes α 
durch die zugehörige rechte Regelseite, β. 
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Beispiel: 
Σ = { A; B }, einzige Regel  BA → AABB. 
Mit Startwort BAA erhält man sukzessive: 
 
BAA 
AABBA 
AABAABB 
AAAABBABB 
AAAABAABBBB 
... 
 

(matchende linke Regelseite jeweils rot markiert) 

 
⇒ dieses Stringersetzungssystem ist offensichtlich 
nicht terminierend. 
 
Anderes Beispiel: 
Σ = { A; B }, einzige Regel  BBA → AAAB. 
 

Dieses System ist terminierend, da die Anzahl der 
B bei jedem Reduktionsschritt abnimmt (und nicht 
kleiner als 0 werden kann). 
 
Es ist bisher nicht bekannt, ob die Termination von String-
ersetzungssystemen mit nur einer Regel generell entscheidbar 
ist. 
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Implementation eines Stringersetzungssystems in 
der Sprache XL (Beispiel): 
 
module A extends F(10, 1) 
   {{ setShader(RED); 

      setTransform(0, 0, 0.5); }}; 
 

module B extends F(10, 1) 
   {{ setShader(GREEN); 

      setTransform(0, 0, 0.5); }}; 
 

protected void init() 

   [  
   Axiom ==> RU(90) B A A;  

   ] 
 

public void apply() 
{ 

setDerivationMode(SEQUENTIAL_MODE); 
   [ 

   B A ==> A A B B; 
   ] 

} 

 
Formale Grammatiken 
 

Eine Chomsky-Grammatik (Typ-0-Grammatik) ist 
ein Stringersetzungssystem, für das im Alphabet 
eine Teilmenge N von Nichtterminalzeichen aus-
gezeichnet ist und bei der in jeder linken Regel-
seite mindestens 1 Nichtterminalzeichen auftritt. 
 
Eine Typ-1-Grammatik (auch: kontextsensitive 
Grammatik) ist eine Typ-0-Grammatik, in der alle 
Regeln die Form αAβ → αγβ (mit A ∈ N; α, β, γ ∈ 
Σ*) haben. 
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Eine Typ-2-Grammatik (auch: kontextfreie Gram-
matik) ist eine Typ-0-Grammatik, in der die linke 
Seite bei allen Regeln nur aus genau einem Nicht-
terminalzeichen besteht. 
 
Eine Typ-3-Grammatik (auch: reguläre Grammatik) 
ist eine Typ-2-Grammatik, bei der auf der rechten 
Regelseite höchstens ein Terminalzeichen auftre-
ten darf und – wenn dies der Fall ist – allenfalls 
noch ein Nichtterminalzeichen. Die erlaubte 
Stellung solcher Nichtterminalzeichen muss außer-
dem über alle Regeln hinweg einheitlich immer vor 
oder immer hinter dem Terminalzeichen sein. 
 
Als Bestandteil einer formalen Grammatik zählt außer-
dem ein Startzeichen (auch Axiom genannt) aus der 
Menge N der Nichtterminalzeichen. 
 

Die von einer Grammatik erzeugte Sprache ist die 
Menge aller Wörter, die aus dem Startzeichen 
durch sequenzielle Anwendung der Regeln in 
endlich vielen Schritten abgeleitet werden können 
und die nur aus Terminalzeichen bestehen. 
 

Chomsky-Hierarchie: 

Typ-0-Sprachen ⊃ kontextsensitive Sprachen ⊃ 
kontextfreie Sprachen ⊃ reguläre Sprachen. 
 
"Quer" zur Chomsky-Hierarchie liegen die 
Sprachen, die man durch Lindenmayer-Systeme 
erhalten kann: Verwendung von paralleler statt 
sequenzieller Ersetzung. 
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L-Systeme (Lindenmayer-Systeme) 
 

 
 
 
 
Definition: 
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Für die Interpretation der Zeichenketten: 
 
Turtle-Geometrie 
 

• Beschreibung statischer, stückweise linearer 
geometrischer Strukturen 

• imperative Sprache zur Steuerung eines 
Zeichengeräts 

• relative Längen- und Richtungsinformationen 
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F0 RU(90) F0 RU(90) LMul(0.5) F0 

Turtle: 
zeichnende Schildkröte, die auf Befehle hört 

 

F0 
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Wiederholung von Abschnitten der Zeichenkette 
möglich mit "for" 
 

z.B.   for ((1:3))  ( A B C ) 
liefert    A B C A B C A B C 
 
 
was ist das Ergebnis der Interpretation von 
 

L(10) for ((1:6)) 

     ( F0 RU(90) LMul(0.8) ) ? 
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L(10) for ((1:6)) 

     ( F0 RU(90) LMul(0.8) ) 

anderes Beispiel: 
 

for ((1:20)) ( for ((1:36))  
               ( F0 RU(165) F0 RU(165) ) RU(270) )  
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Erweiterung auf 3D-Grafik: 
Turtle-Rotationen um 3 Achsen 

head 

left 

up 

RH RL 

RU 
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Anwendungsgesichtspunkte von L-Systemen: 
 

• Verwendung hauptsächlich für Vegetationsmodelle 
     aber auch: Webmuster, Gebäude, Roboter, Tiere (Vermehrung, 
     Nahrungsaufnahme), Melodien 
• 2D- und 3D-Varianten 
• Emulation von iterierten Funktionssystemen möglich (siehe 

Prusinkiewicz & Lindenmayer 1990) 
• dynamische Simulationen (⇒ Möglichkeit der Animation) 
• Anbindung physikalisch oder biologisch begründeter 

Simulationsmodelle möglich (Kombination von Modell-
Ansätzen) 

 
Softwaresysteme zur Umsetzung: 
 

• cpfg / LStudio  
http://algorithmicbotany.org/virtual_laboratory/ 

• Grogra        http://www.grogra.de 
• Graphtal 
• LParser      (nicht mehr im Web) 
• LGrammar  http://www.ee.uwa.edu.au/~braunl/lgrammar 
• GroIMP     http://www.grogra.de 
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Grundversion gut für alle Strukturen mit lokal 1-dimensionalem 
Grundgerüst (Verzweigungssysteme). 
 
 
 

Beispiele 
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botanisch "realistischeres" Beispiel: 
Verzweigung, alternierende Zweigstellung und Verkürzung. 
 

Axiom ==> F0 A; 
A     ==> LMul(0.5) [ RU(90) F0 ] F0 RH(180) A; 
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Stochastische L-Systeme: Einbau von Zufallsauswahl 
 

 
(in diesem Beispiel – aus Prusinkiewicz & Lindenmayer (1990) – steht "+" für "RU(δ)" 
und "–" für "RU(–δ)". "F" steht für "F0".)  
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 239
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Beispiel Minze (von Prusinkiewicz & Lindenmayer): 
 

 
 
Beispiel Buchenzweige: 
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Nützliche Erweiterung des Formalismus: 
Einführung einer zusätzlichen Regelmenge 
"Interpretationsregeln" 
wirken nicht auf den String der nächsten Generation 
Verwendung zum Zeichnen: Vorstufe der Turtle-Interpretation 
z.B. für die Knospen und Blätter beim obigen Buchenzweig 
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Nachteil der bisher vorgestellten L-Systeme: 
Kontrolle nur durch Vorgänger-Symbol ("lineage control") oder 
stochastisch 
⇒  fehlende Interaktion innerhalb des modellierten Objekts oder 
      mit der Umwelt 
⇒  Determinismus oder stochastische Modelle ohne kausale 
      Komponenten 
 

Abhilfe: Einführung von Sensitivität bei der Regelanwendung. 
 
(a) Kontextsensitivität 
 

(schon altes Konzept, Beispiele bereits bei Lindenmayer...): 
 

Abhängigkeit einer Regelanwendung vom linken und / oder 
rechten Kontext im String: 
leftcontext  < a >  rightcontext  →  β. 
stringbasiert! 
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Verwendung: 
• Weiterleitung von Signalen innerhalb der modellierten 

Struktur 
     s < a > →→→→ a s, 

     s →→→→ ,  /* leeres Wort */ 
• Konzentration von Substanzen (Hormonen) 
• Bewegung von Objekten (z.B. Insekten auf der Pflanze) 
 
Beispiel: Entwicklung von Blütenständen häufig hormonal 
gesteuert 

 
 
häufig: Zusammenwirken von 2 Signalen (von unten und von 
oben) 
• das Modell kann Aufschluss geben, ob für eine in der Natur 

beobachtete morphologische Sequenz der Blütenbildung 1, 
2 oder mehr Pflanzenhormone notwendig sind. 
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weiteres Beispiel von Prusinkiewicz & Lindenmayer (1990): Lychnis 
coronaria 
 

 
 
 
(b) globale Sensitivität 
(auch: environmentally sensitive L-systems) 
 

• Kommunikation mit der Umgebung über spezielle Kommuni-
kationsmodule oder über sensitive Funktionen 

• Regelanwendung hängt (potentiell) von der gesamten, 
aktuell vorhandenen Struktur im Objektraum (und von 
eventuellen externen Eingriffen) ab (nicht nur von der String-
repräsentation) 

• Schnittstelle zu physikalisch oder biologisch basierten 
Simulationsmodellen (man spricht dann von open L-systems) 
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2 Herangehensweisen: 
 

(a) scharfe Trennung von Organismus und Umgebung; der 
lebende Organismus wird mittels L-System modelliert, die 
Umgebung mittels anderer Modelle, Implementation als 
parallele, kommunizierende Prozesse 
 

 (Prusinkiewicz) 
 
(b) durch Erweiterung des L-System-Formalismus Aspekte der 
Umgebung ins L-System "hineinholen" 
 
Prinzip der Anwendung global sensitiver Funktionen: 

gestrichelte Pfeile: Informationsfluss von der erzeugten 
Objektstruktur zur Regelanwendung (Regelauswahl, 
Parametrisierung) auf die Strings. 
 
⇒ konzeptionell Annäherung an Graph-Grammatiken (dort 
würden nur noch S1, S2 usw. existieren, keine Strings mehr). 
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Beachte: 
 

• kontextsensitive L-Systeme entsprechen den "selbst-
regulierten Mustern" mit endogener Kontrolle, 

• global sensitive Systeme den "sehenden Mustern" mit 
exogener Kontrolle (in der Systematik der Morphogenese-
Modelle nach Adrian D. Bell). 

 
einfaches Beispiel: 
 

Nichtsensitives und global sensitives L-System im Vergleich 
 

nichtsensitive, dichotome Verzweigung (Syntax von GROGRA): 
 
\axiom a 1–8, 

\angle 30, 

a →→→→ RH(180) F(100) [ – b ] + a, 

b →→→→ RH(180) F(70) [ – b ] + a 
 
(Beispiel wird später noch einmal mit XL-Syntax aufgegriffen!) 
 

Ergebnis: 

 
 



 248

sensitive Verzweigung mit Abhängigkeit vom Abstand zum 
nächsten Nachbar-Element (im Objektraum!): 
 

\axiom a 1–8, 
\angle 30, 

\var f function 2 1, 

(f(1) > 60) a →→→→ RH(180) F(100) [ – b ] + a, 

(f(1) > 60) b →→→→ RH(180) F(70) [ – b ] + a 

 

 
 
Anwendung in der Pflanzenmodellierung: 
 

• Dichteabhängigkeit des Wachstums 
• Einfluss des Neigungswinkels eines Astes auf den 

Neuaustrieb 
• Einfluss der Beschattung 
• Wechselwirkung mit Herbivoren (Tiere) 
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äußere Eingriffe: Beschneiden von Gehölzpflanzen, z.B. im 
Gartenbau, um eine bestimmte Form zu erzielen 
 

• botanischer Mechanismus: Induktion der Bildung von 
Ersatztrieben 

 

• Modell: sensitives L-System, das Überschreiten einer 
räumlich vorgegebenen Grenze registriert und wachs-
tumsanregendes Signal induziert, dieses bringt schlafende 
Knospen zum Austrieb 

 
aus Prusinkiewicz et al. (1994): 
 

 
(kleine Kreise: schlafende Knospen, großer Kreis: Wachstumssignal – 
wandert von oben nach unten bis zur nächsten schlafenden Knospe) 
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3D-Version, gerendert: 
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Moseley Old Hall Garden: 
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Beschränkung der L-System-Modelle auf ortsfeste Organismen: 
wie kann diese überwunden werden? 
 
Verwendung des M0-Befehls für Bewegungen: 
 

 
 
Nachteil: die Folge von "M0"s wird im String immer mitgeführt 
 

Abhilfe: Verwendung von "Metaregeln", die in diesem Fall z.B. 
zwei aufeinanderfolgende, parametrisierte M-Kommandos durch 
ihre Vektorsumme ersetzen 
(bisher noch nicht in L-System-Software realisiert!) 
 
 
 
 
 

Ausschnitte entnommen aus 
Beckert (2010), Lange (2002),  

Prusinkiewicz et al. (1994), Lindenmayer & Prusinkiewicz (1990)  
 (genaue Quellenangaben siehe http://www.uni-

forst.gwdg.de/~wkurth/fs10_lit.htm) 

 
 


