3. Algebra und Begriffsverbande

Algebraische Strukturen

Def.: Eine n-stellige (n-are) [algebraische]
Operation [auch: Verknupfung] auf einer Menge A
ist eine Abbildung f: A" — A.

Der Spezialfall n=0: A’ ={ @}, f() = (D) = const.

Zweistelliges fwird oft in Infixnotation geschrieben:
fla,b)=a°b oder =a-b oder =a+b.

Def.: A= (A, F) = (A, (f);) heiB3t (universelle)
Algebra, wenn A eine beliebige Menge ist und
F = (f)c, eine Familie n-stelliger Operationen f,
auf A, d.h. jedem f;ist a(f) = nje Ng zugeordnet
und f;: A" > A.

A heiBt die Tragermenge von A,

T'=(n)e, heiBt Typ von A,
|A| (Kardinalzahl) heiB3t die Ordnung von A.

Beispiele:
(a) Jede Algebra vom Typ (2) heiBBt Gruppoid
(auch: Magma).

(b) Eine (2)-Algebra (A, ° ) heiBt Halbgruppe, wenn
firalle a, b, ce Aqilt: (a°b)°c=a°(b°c)
(Assoziativgesetz).
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(c) Eine (2, 0)-Algebra (A, °, e) heiBt Gruppoid mit
neutralem Element, wenn fur alle a € A gilt:
a’e=e°a=a.

(d) Eine Halbgruppe mit neutralem Element heiBt
Monoid.

(e) Eine Quasigruppe ist ein Gruppoid, flr das gilt:
VacAVbe Adxe AdyeA:a°x=b A y°a=nhb.

(f) Eine Loop ist eine Quasigruppe mit neutralem
Element.

Satz: Sei (A, ° ) Halbgruppe. Dann sind folgende
Aussagen gleichwertig:
(a) Aist Quasigruppe.
(b) (A, °) hat ein linksneutrales Element ¢, d.h.:
YacA:g°a=a,
und es gilt:
YacAdacA:a'°a=e.
(c) (A, °) hat ein neutrales Element e, und
zU jedem ac A existiert ein Inverses g '
a°a'=e A da'°a=e.
Beweis: siehe Weinert (1984).

Def.: Eine solche Halbgruppe hei3t Gruppe.

Darstellung eines endlichen Gruppoids durch eine
VerknUpfungstafel (Strukturtafel):
linke Spalte: 1. Operand a, oberste Zeile: 2.

Operand b, zugehoriger Eintrag im Inneren: a ° b.
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Beispiel:

°la b ¢ d
ala b ¢ d
bl b ¢ ¢ ¢
cl e d a b
dld b b a (Gruppoid mit neutralem Element)

Beispiel einer Gruppe:

o

Qoo o|l0
oAl
P o' N ol

.o o w
0N o p|®

(die Kleinsche Vierergruppe)

Beispiel einer Loop, die keine Gruppe ist:

o

Qo pao|D
o aop ol

" 0.Q 0 W

" oo o|P
O ool
p oo o|0
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DQ'F-: Se (A, F) eine Algeiva, F= (-Fi),'” . Eine /0‘(9111'1,
(B,FI) wit F'= ({;r)iél (vew Selbew, T;". wie (AF))

LG;P{ Unteralagbea ves (A F) genan dann, wenn olt
(1) B cA

(2) V’i € I’ 'FC, = {f , B“i ('-"' E\'nuﬁn;'n‘nuj Vo {‘, Mf Bn'.)
(3) Viel: Vbbb, €B : filb, L,  bn) €B

h.‘l’ dndecon. Vsrden: Genan die BEA " die L?_gl. aller -F. -zL,;-

sehlosse~ !inJr Slnal Tﬁbtrhﬂ&--_gt-. \trn Unhrafgtlra..,

Reactde: Falls 1[,_‘ o a,({;) =n; =0  anfirete.,, ch,_,f. (3).
‘Ft" = ‘Fi € B ' d'ﬂ die dunt, O“SJ({“}: Opl.'.-u){{m in A AuSee-
ichueder Wpnstamde, vean (A, F)

B;H' Jahn B *&.

fl'c_,uu, im B, Insbesomdere
Av\ﬁlun{‘aﬂs wirl B=¢ als Tri:gcmm,‘_ Lrmas UnJuaf,J.m 't"-k).efz.s.c,-..

Bospiete: 2V, 0y .1 (@, ) sind Unkaalyebron (Unbeo-

hinjmﬁkh) oll-' Hﬁ”n,ru”-c (W; . )

({41,213, +) st eine Undecguppe ven (B5f01, )
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Satz: Sei M# &, Tyy:={ f| f: M— M Abbildung }.

(@) (Ty, °, id) mit ° als Komposition (Nachein-
anderausfthrung) von Abbildungen ist ein Monoid,

das Transformationsmonoid von M. (T,,, °) heiBt
auch symmetrische Halbgruppe.

(b) Fir [M| = n< o gilt | Ty |=n",und fir n> 2 ist
(T, °) nichtkommutativ.
(c

) Genau die bijektiven Abbildungen sind die in
(Tw, °, id) invertierbaren Elemente. Sie bilden eine
Untergruppe (Su, °, id, (-)"), die symmetrische
Gruppe von M. (FUr |M| = nauch: S,). Die
Elemente sind samtliche Permutationen von M. Fur
IM| =n<e qilt | Sy|=n!.

5&.& .Dt.r 56!4?1 &‘ B Limes eliel iae
Q beliebisern Sysleons (3?.)5“

ViR UHJ‘le!’chu Vi~ (Ar F) ""F }L"i L-vi'tiu ting Uu"l-ll{,c‘ra

D.e{.-. Sev (A, F) ﬁlgclra, X CA. Dann st ((K},F)

i€ <X> = m B die leltinste Untvalsebra vm (ﬂpF),
B Unkvaigebrn von A
Xeh
die X edbilt . S bupt die viae X erieusle Undsalychen,

X Lu.:H Er?m;en&.-.sqsﬁu_ tinee Alathrs. ((.F), falls X =C.
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Bﬁhtftuu,: Die F““a-""“"“" (> X - <K>
Cl’{:”‘t’ VXrY 9’4'

() XEY = (x> ¢ (Y Monctonic)
(2) X €{x)

(Extemsivitat )
(3) LD = (x>

(Iﬁhmro’lh?'_)
Eine folehe Funkbon newmt wman tinew Hbllemgperator.

SeclhrHunise Ef'i-mgunp VIfa (X) !

Der Bal‘rc-d'pgm-!-w wf Lo fdﬂm?wcnu vim A uAard aﬁf ohivel,
BOY) = Y U §fi(ba b)) | (€1, nimathy) beyy b €Y'}

Damn gilt XD = (J B(X)
néeEN
(beveis: Liinut 4983.)

Sak:
Es s (Ae) Hallgruppe , X C A, Do ist

<)(>-—: {-Tix‘: | HGW‘ X.‘EX},

ES Jas (ﬁ,", E,(')'q) Grunu, X €A, Dann irt

<X> - f T x:'[iJ nelN, x; € X, 2;5{1,.-4}},
(=1

Man newnt <X> die ven X tricushe Un'f‘tr(‘-lau)jrurr.g

Hnal X 2 Efi-Cuzqubnqu'hh Viohn (X)
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.DI-F-Z 50;5!’! (ATF), (E,F) Aljdm-q vera Selben Tl-}r.
Eine Abb. Cf’ : A-":‘B Iat.iﬂ'\l bou-.!a:-h'bcf i b -'[I'EF e

Va, ...e, €ea: P(fifa,,. a,)) = f; (fp(m,...,?(ant.))-

CP Lu..p‘f “ﬂmohorpL:SM.r Vna (A-F) it (B. F) =)
Q@ ist horpakibel wt zlle fo ,ce1.

Ein Homomorphismus ¢ heift

- Epimorphismus, falls ¢ surjektiv
- Monomorphismus, falls ¢ injektiv
- Isomorphismus, falls ¢ bijektiv.

Ein Homomorphismus o¢: (A, F) — (A, F) hei3t Endo-
morphismus; wenn ¢ zusatzlich bijektiv: Automorphismus.

19.2{.: Stien (%, F), (B,F) ﬂfgcbu-. Vo Selben, 7?7’.,
Dainn “ef(rf (A-?ZB, F) it

{E ((44,&,],...; f’q“l'.!‘”"i )) - ({I‘: (q‘fl"'raﬂf) 4 {I-. (&;"'r!’ﬂfl‘)
wiedus eine Alathra v selbem Typ wie (A, F) uad /8, F‘)’
dey dirchte Produld vea (AF) umd (R, F).

Vﬁrauj. anf  endlich viele Alg:tw—- L’ar; auch wuyhils ‘C-"-l belickise Fasailicn,
v Ao bre.
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Def.:

Sei A+ . (A, +, - ) hei3t Halbring, wenn die

folgenden Bedingungen erfullt sind:

(1) (A, +) ist kommutative Halbgruppe,

(2) (A, -) ist Halbgruppe,

(3) es gelten die Distributivgesetze:
a-(b+c)=a-b+a-c und
(b+c)-a=b-a+c-a far alle a, b, c € A.

Ein Halbring (A, +, - ) heiBt Ring, wenn (A, +)
Gruppe ist.

Es sei (A, +, - ) ein Halbring.

Falls die Halbgruppe (A, +) ein (dann eindeutig
bestimmtes) neutrales Element hat, nennt man
dieses das Nullelement des Halbrings und
bezeichnet es mit 0.

Es sei A'=A—{0}, falls (A, +, - ) ein Nullelement 0
hat, und A' = A sonst.

Def.:

Sei |A| 2 2. Ein Halbring (A, +, - ) hei3t Halbkérper,
wenn (A, - ) eine Untergruppe von (A, - ) ist.

Ist (A, +, - ) sowohl Halbkorper als auch Ring, so
heiBt diese Struktur ein Kérper (engl.: field).

Ecispidr.:

(’NJ’-{.J‘ ! ) H”L';"j , 'zdn ﬂ{nj

(2’-, +, ) R—J{nj’ lecnm k«"rpu

(&,+ ) , (K’-p'.J’ (€,+,) Wdvpe
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Def.: Sei (A, °) Gruppoid, < Relation auf A.
< heiBt linkskompatibel auf (A, °) (bzgl. °), wenn
gilt:

va,b,ce A a<b = c°a<c°hb.
Analog: rechtskompatibel.
< kompatibel auf (A, °) < < rechts- und links-
kompatibel.

Ist ~ Aquivalenzrelation auf A und (links)kompati-
bel, so heiBt ~ Linkskongruenz bzw. Kongruenz
auf (A, °).

(Verallgemeinerung auf beliebige Algebren klar.)

Charakterisierung von Kongruenzrelationen:

Satz:
Sei (A, °) Gruppoid und ~ Aquivalenzrelation auf
A. Zu a € A sei [a] die Aquivalenzklasse von a,
also[al]={be A| b~ a}l.
Essei A/~ = {[a]| ae A} die Menge der Aqui-
valenzklassen von A unter ~ . Dann gilt:

~ Kongruenz auf (A, °)

& Va, a,b,be A: (a~a Ab~b = a°b~ a°b').
Dies ist wiederum gleichwertig damit, dass far A/ ~
die Def.

Va, be A: [a]l°[b] :=[a°’ b]
unabhangig von der Wahl der Reprasentanten a,
a,a'..e[albzw. b, b, ... € [b] ist.
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Lo dise Bl st A% 4 5 Al
a - [a)
e Eyihorp]n-.‘smc Ve N {A, °) A £ (’A/N , o) )
und (A/N, o) ist Gruppoid  bew. H:Z“gnp’-c hio. Gruppe,
Wern  dhies Lir (A o) alt.

(A/"’ , o) LM_,/H Fn&-f‘urgmppoi.l vd o &MO#ML’-JNWHJ
6do K gruemy bilatsem asmppatdd .

B(’iﬁf"?t(’- Groppe (Z,4), anjmua- a =, b &
n 'L“‘H' (q_-—L) ! (Z/E,, ; +) IQt!-f'ﬂfﬂﬂeﬁgm’R wiodulo »
(-.-..- HL“!J«- 6“4??-7. do Orlhuuj " J .

Freie Halbgruppen und freie Monoide

Def.-
St X4@ wed X 2 UX" = U )] xeX3

MEN neN

Davm eatsielt eine H‘.\“grupn (X+, ,) durel die l/hind‘,a‘f-....j

(xa“---; xn)'(?q -y '1&) - = (x‘?r-"fxlﬂ r'f':r"'f?m)-

Dit klﬁwﬁcrh LJ‘I'J@—; Lu'tf waeist Ut”.ﬁfl!;hu : L(oul'(a\tcu-n\”oh

vim Worteen . Xg eor X T T = Xy XYy - Tom

(X+, - bapt die free Halbyruppe uober X .
Man wewnt oft X Alphabet, X* die Mempe dus (fruiom) Vork ber X .
Das dieels Hindufoge ines Einselements 1 catsbonde Monoid
(X*t LAY it X®i= X+U§4} hepf das frece Momord Glew X.
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"Kern" einer Abbildung:
Def.: Sei . A— B Abbildung.
~ = Kern f ist Aquivalenzrelation auf A, def. geman

a; ~ a < fla;) = (ax) (d.h. gleiches Bild unter f).

Darstellung mit definierenden Relationen

Dx{. und Safe
Es s« (A, °) Hafbgrnﬂm . Eine Dar.shﬂung vim (A, ¢)
dharels erzengemde Elemente und olqﬁ.‘m‘ermlf, Kelfatione
st 9e9ebom durch
~ tine Merge X @ v trdevgendin Syinbelon Xay Mo, ... €X,
- tne Ay [ XA Wit JOD <A (Gopt i)

- zine Relahon 8 anf X+  dh gine Hh}c v TRarea,
V- U&‘r{‘tln (ui rul-.') € X+K ¥+;

fo J'.Iif -F:'r dic v g Ev'gcuzk l‘ﬂhjmm? ~ 3!4.1[ (X+f')

(-“-. ~ = Q /u ) 9“'," ~ = ktmf
}‘kn::ul—-}
p; .i(,.. einlm-h‘) bt)‘Hmn"&- Howme m#rph.‘;ms

P (X ) (A =t Fly =f

Man  mewnt ddiesc f’ms-h((un) ewndlich, wad dawn A endlicl,
clarchﬂLar, tewn | X]| €oo  wnd ’9’ < on,

En'f'jfmhr.-.l FL‘, Momoide wnd Gmppg_,,
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Beachte: Die von p erzeugte Kongruenz ist die
kleinste (d.h. als Klasseneinteilung feinste)
Kongruenz auf (X7, - ), die p enthdlt, in der also
w;~ w; far alle i.

Man schreibt oft = statt ~ und nimmt f= id an,
identifiziert also die Elemente von A mit
Wortdarstellungen aus Symbolen aus X.

Der Cayley-Graph

DQ;vi ._SE; J:f_ Hﬂ’Lﬂmfarc (Jﬂj Man";'l; JJ‘C. Gmﬁyg) (A’ 0)
endlick, ﬁf?#u:){' duvdh Jas EV?-C&y:mpfh;g:kh X.

Der  Cayley -Graph  von (A, °) b_g{. X st Gin geriplidde, Grapl,
Uu\]f KHO'("CMMCMSL A Uvuv( w;'& X —af.l Nﬂﬂjt Vi kﬂu'llff\-(aét',:,
Qr olun gr{{ -

a ——~—?-—L =D Ao X =b

(pr;i;.ﬁr: a -4‘6(‘-) =L )

Iu-.-. F "!. Cines S'Clbﬁli Ver Er? w o - - .

L] "‘W n 3:""’ fugende Xa (d.L. XJ' ' Xy )
fasst wan 18 We Jesenlaufiye WKanden wit Label Xy  Pu je eintr
qufrith'l'-t-k- leamie TSR gnn

X;
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Beispiel 1:

Erzeugendensystem X={a},
definierende Relation p={(a’; &)}
oderkurz "a’'=a"
def. als Monoid das zyklische Monoid mit
Vorperiode 2 und Periodenlange 5:
12 7 2

a=a = a8=3, a=a"..,3a%°=a=2a°,..

A={e a a;a;a;a;a), |A=7
(e ist das neutrale Element)

mit Cayley-Graph:

(Der Cayley-Graph enthalt dieselbe Information wie die
Verknupfungstafel!)
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Beispiel 2:
Gruppe, erzeugt von X={ a; b}
mit den definierenden Relationen

a=e
b°=e
(ab)® =

Behauptung: |A| =6, A={ e, a; b; &; ab; ba}.
Denn: Multiplikation von rechts mit den
Erzeugenden flhrt nicht aus dieser Menge heraus:

b= e

=g

aab=a 'b=a '(abab)b = babb = ba
aba=b"'=b

baa = ba ' = ba 'abab = bbab = ab
bab=a'abab=a ' = &

(ab’fmj —Graph :

ORI —

r
v
o=

fﬁmw.:rhmnj . Quappe st Isoworph ur
FYlawnn £ scham drupm Sj allee Pevvnuwdadione.
vt 3 Elewmanfin  veve el

a;-—a(;;f [,L-—)(;,fg
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Def. :
ES 5e- 2 ‘*’@ Lone Mcn’c (.mai (5, ") ne H'afL_gmﬁu_

Fs s wakhin g%, 206 5 2
(2,5) > &% (2;5) = 258
cine Rectdsgper atorenanvenduny von S anf 2 it
(1) Y2€2 VS.50€S: (25,)5 = 2 (55 ) wd
(1) {alls $,0) 6 Eimsclement 1 hat: V2€2. 21 =2,
Dawn hapt 25 = (2; (5,0); é*)  wfoefasst als Algelra

it Sovitlew c.:usk(fi_,..,.. Opergﬁgﬂhr wrt S Eltmsnte L’:‘é;

eine S “"(.'QMHS') Menge .

Nack (1) gewdigt os g R (500.05,) = (.. #25)5).. )5,
ein Evdugendesysion X vin S und &= ‘5*{3( , also
(2; X; 5) aHQM}eLm.

Far S=X* Gher tmens (meist endlichen) Alphabet X
st dawn des Spezial{all
A=(2.%X.8)=1(2,%x*45")
cin Noore- Budormat (auch: Halbantomal ) wait
Lstrndsimenge 2, Eingabealphabed X | Transiionsfunibion & |
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SZ\L*E: Jedesr Moore- Audornat A = /8,-)(;,5) st selbst eine
x* - Recldsimenge ZK* . MMan ordunet thim | Seiw Mowoid™
ST (X, = 1)
it dee ST Reddsoenye 2= (2,57, 85 ) 2 geaip
Wwo~w! S el 2y s
(% [W1,) — 5:(2;[-.»],,) = 2W
it belicligeinn welw), .
Satz. _)Cc}lvu. Monaid (51; 0,-’1) wif ST {4} leann ein
]“laare-Au‘l‘Ohﬂ{ A= (2, X; 55) 2ustordnt  Lrecde }cmi’{s
2=5" IXI=]5] wit §=37~81}, @: XS Bijelbim
wad §12x) c= 20 @) (Produit i (572))

Atsse Tloneid - Sinma des Vecherigee. Satpes gemaun Jas Arisgnngg -
wmoned ST ist.

(Uit 193%)

Halbverbande, Verbande und boolesche Algebren

Detf.:
Ein algebraischer A-Halbverband ist eine
kommutative, idempotente Halbgruppe (S; A)
(d.h. Va,be S: anb=bna
und Yae S: ara=a ).
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Def.:

Eine partiell geordnete Menge (M; <) heif3t
ordnungstheoretischer A-Halbverband, wenn gilt:
Va, be M existiert anb =inf{a; b}.

Satz:

Jeder ordnungstheoretische A-Halbverband (M, <)
ist ein algebraischer A-Halbverband geman

anb =inf{a; b}, und umgekehrt geman

as<b o anb=a;

und diese Korrespondenz ist bijektiv.

Def.:

Ein algebraischer Verband ist eine Algebra

(S; A; v), far die gilt: (S; A) und (S; v) sind
kommutative Halbgruppen, und es gelten die
Absorptionsgesetze:

Va,be S: an(avb)=aund av(anab)=a.

(aus Weinert 1984)

Satz: Jeder ordnungstheoretische Verband (M; <)
ist ein algebraischer Verband geman

anb =inf{a;b} undav b =sup{a;b},

und umgekehrtgemaB a<b & aaAb=a;

und diese Korrespondenz ist bijektiv.

Def.:
Ein Verband heiBt distributiv, falls beide Distributiv-
gesetze gelten:

aN (bVe)
aV (bAce)

(a Ab)V (aAec)
(aVb)A(aVec)
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Elemente 0,1 € V eines Verbandes hieBen Null— und Einsele-
ment, falls gelten
YVaeV : OAa
YaeV : 1Aa

O, OVa = a
a. l1vVva

[
-

Ein Verband heiRt komplementar, falls er Null- und
Einselement enthalt und es zu jedem Element a ein
komplementares Element

ac V gibt mit

aNa =0, aVa=1l

Ein distributiver und komplementarer Verband wird nach Ge-
orge Boole (1815—-1864) Boolescher Verband oder Boolesche

Algebra genannt.

Beispiele:

a) Es sei M eine Menge. Nach den Gesetzen der
Mengenalgebra ist dann (P(M),n,U) ein distributiver
Verband.

Es gibt ferner ein Nullelement () und ein Einselement M. Der Ver-
band ist auch komplementédr mit A = M\ A, also ist (P(M),N,U)
eine Boolesche Algebra.

b) (N,ggT.kgV) ist ein distributiver Verband. Ein Nullelement
ist die 1 € N, der Verband besitzt jedoch kein Einselement und
ist somit auch keine Boolesche Algebra!
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Cc) Wir setzen B := {0,1} mit den Verkniipfungen

iAg = min(i,j), iV = max(i,j).
Analog definieren wir fir B" := {(i1,...,in) | i € B}, neN,
(i1, ....in) A1, .-y gn) = (mMin(iq,71), ..., min(in. jn))
(1’:1, . uay i-n.) A% (}1. “ae ,jn.) = (maX(il,jl), c ey maX(?:n.,jn.))

Damit ist (B"™, A,V) ein distributiver Verband mit Nullelement
0:=(0,...,0) und Einselement 1:=(1,...,1). Weiterhin ist B"

- =
Il
QO

Damit ist (B", A,V) eine Boolesche Algebra.

Satz (Eindeutigkeit von 0, 1 und Komplement):

a) Besitzt ein Verband ein Null—= bzw. ein Einselement, so ist
dieses eindeutig bestimmt.

b) In einem distributiven Verband V gilt die folgende Kiirzungs-
regel
Va,b,ceV : (anb=aArc) N (avb=aVve) = b=c.

c) In einer Booleschen Algebra sind die Komplemente eindeutig

bestimmt und es gelten @G=a, a Ab=aVvb sowie aVb=aAb.

Beweis: s. Oberle (2007).

Satz (Dualitatsprinzip far Verbande):

Jede Kkorrekte Formel in einem Verband, in dem nur die Ver-
knupfungen A und Vv verwendet werden, bleibt richtig, wenn uber-
all A und Vv vertauscht werden. Die Formel mit vertauschten
Verknupfungen heisst duale Aussage. Liegt eine Beweis fur eine
Formel vor und vertauscht man darin die Verknupfungen A und
V, so erhalt man einen Beweis fur die duale Aussage.
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Satz:

Besitzt ein Verband V ein Null— und Einselement, so gilt:
O=minV und 1= maxV.
Jeder endliche Verband besitzt ein Null— und ein Einselement.

Beweis: s. Oberle (2007).

Def.:
Sei V' ein Verband mit Nullelement 0. Ein Element y = 0 heiBt
Atom, falls fur alle z eV qilt: >y oder zAy=0.

V' heiBt atomar, falls jedes Element = %= O eine Basisdarstellung
r = y1Vya V...Vym mit Atomen vyi1,...,ym besitzt.

Beispiele:

a) (P(M),u,n) hat die Atome {a}, a € M. Ist M endlich, so
ist (P(M),uU,n) atomar.

b) Im distributiven Verband (N,ggT.,kgV) ist p € N genau
dann ein Atom, wenn p prim ist. Ein Element n € N besitzt
jedoch nur dann eine Basisdarstellung durch Atome, wenn jeder
Primfaktor von n einfach ist.

c) Die Boolesche Algebra (B", A,V) ist atomar. Die Atome sind
die kanonischen Einheitsvektoren e; .= (0,.... 0,1,0,...,0), i =

1....,n,wobeidie 1 an der i-ten Stelle steht. Die Basisdarstellung
eines Elements x = (x1,....7n) € B" lautet
X = \/ €;.
{itz;=1}

Betrachten wir konkret (B3, A,V), so hat man die Atome e =
100, eo =010 und e3 =001 und fur x= 101 ergibt sich die
Basisdarstellung 101 = 100 v 001.

Liniendiagramm von B®: ‘
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Der folgende Kennzeichnungssatz fiir endliche Boolesche Alge-
bren zeigt, dass diese stets atomar sind, und bereits durch ihre
Elementzahl bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt sind.

Stonescher Darstellungssatz:

Es sei (V,A,V) eine endliche Boolesche Algebra.

a) Sind yq # y» zwei verschiedene Atome so gilt y1 Ay> = 0.

b) Zu jedem z € V \ {0} gibt es ein Atom y € V mit y < =,

c) V ist atomar.

d) Die Basisdarstellung eines Elementes x € V' durch Atome
r=1y1VysV---Vuyy Iist bis auf die Reihenfolge eindeutig.

e) Hat V genau m Atome, so hat V genau 2™ Elemente.

f) Gleichmachtige (endliche) Boolesche Algebren sind isomorph.

Ausschnitte entnommen aus
Hebisch & Weinert (1993), Oberle (2007),
Weinert (1983), Weinert (1984)
(genaue Quellenangaben siehe
)
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