2. Relationen, Graphen und Inferenz

Relationen

e Ordnungsrelation: nach Bourbaki einer der
zentralen Strukturtypen der Mathematik
e enge Bezige zu algebraischen Strukturen

(zweistellige) Relation R auf einer Menge M.

Menge von Paaren (a, b) mita, be M

d.h. Teilmenge des kartesischen Produkts MxM
(= Menge aller Paare von Elementen aus M)

fir (a, b) € Rschreibt man aR b

Beispiele fur Relationen:
"ist kleiner als", "ist Teilmenge von", "ist Teiler von", "hat
nichtleeren Durchschnitt mit", "ist Verallgemeinerung von"

Konverse Relation R ': alle Paare werden
gespiegelt, also R ={ (b, a) | (a, b) € R}.
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Besondere Eigenschaften von Relationen:

R heiBt ... falls far alle a, b, ce Mqilt ... :

reflexiv aRa
irreflexiv nicht aR a
symmetrisch aRb = bRa

antisymmetrisch |aRb und bRa = a=»>b
(oder identitiv)

asymmetrisch aRb = nichtbRa

transitiv aRbund bRc = aRc
total (oder linear) |a Rb oder bR a
konnex aRb oder bRa oder a=>b

wichtige Kombinationen von Eigenschaften:

R Halbordnung (auch: R reflexiv, antisymmetrisch

partielle Ordnung; und transitiv

partial order)

R strikte Ordnung R asymmetrisch,transitiv
und irreflexiv

R totale Ordnung R antisymmetrisch, transitiv

(auch: lineare Ordnung, und total (dann auch reflexiv)

Vollordnung; total order)

R Aquivalenzrelation R reflexiv, symmetrisch und
transitiv

Jede Aquivalenzrelation definiert eine Partition
(Einteilung in disjunkte Klassen) auf der Menge M,
wo sie definiert ist.

Man spricht auch von "Faktorisierung":
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Faktorisierung (Definition)

Sei M eine Menge und = eine Aquivalenzrelation auf dieser
Menge. Fiir ein Element x € M ist die Aquivalenzklasse von x
definiert durch

x|z = {yeM|y=x}.

Wir faktorisieren M durch = und erhalten dabei die Menge M /=
der Aquivalenzklassen von =, d.h.,

M/== {[x]=|x € M}.

(M, R) heiB3t partiell geordnete Menge, wenn R
Halbordnung auf Mist.
Dann oft Notation < stait R.

Hilfssatz:

(a) Jede partielle Ordnung < auf M definiert eine
Relation < auf M geman

a<b & a<bunda=#b,
die irreflexiv, asymmetrisch und transitiv ist.

(b) Jede irreflexive und transitive Relation < auf M
ist auch asymmetrisch und definiert eine partielle
Ordnung < auf M geman

as<b < a<bodera=hb.

(c) Die durch (a) und (b) gegebene Beziehung
zwischen Relationen ist bijektiv, d.h. jede partielle
Ordnung < in reflexiver Schreibweise korrespon-
diert umkehrbar eindeutig mit einer partiellen
Ordnung < in irreflexiver Schreibweise.

(d) < konnex < < total.
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Dualitatsprinzip fir partiell geordnete Mengen:

e Mit R (bzw. <) ist stets auch R (bzw. >) eine
partielle Ordnungsrelation auf M, die duale
Ordnung zu R.

e Zu einer Aussage A, die auBer rein logischen
Bestandteilen nur das Zeichen < enthalt
bekommt man die duale Aussage D(A), wenn
man in A das Zeichen < durch > ersetzt.

e A gilt genau dann in einer partiell geordneten
Menge, wenn D(A) in der dualen partiell
geordneten Menge qilt.

e Behauptet ein Lehrsatz zwei zueinander duale
Aussagen, so genugt es, nur die eine zu
beweisen; die andere ergibt sich "dual”, d.h. mit
dem gleichen Beweis flr die duale Ordnung.

Beispiele fir totale Ordnungsrelationen

Die folgenden Strukturen sind Beispiel fiir strikte, totale Ordnungen:

1. (N, <), die natiirlichen Zahlen mit der tiblichen strikten Ordnung
Es gibt ein kleinstes Element, jedes Element hat einen nichsten Nach-
folger und es gibt kein grofites Element.

2. ({0,...,n}, <), die natiirlichen Zahlen von 0 bis einschlielich 7 mit
der tiblichen strikten Ordnung
Es gibt ein kleinstes Element, es gibt ein grofites Element und jedes
Element aufler dem grofiten hat einen nachsten Nachfolger.

3. (Z, <), die ganzen Zahlen mit der iiblichen strikten Ordnung
Es gibt kein kleinstes Element, es gibt kein grofites Element und jedes
Element hat einen nichsten Nachfolger und Vorganger.
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4. (Q, <), die rationalen Zahlen mit der tiblichen strikten Ordnung
Es gibt kein kleinstes Element, es gibt kein grofites Element und zwi-
schen je zwel Elementen liegt ein drittes Element.

5. (N x N, <;..), wobei
(ay,b1) <per (ag,b3) gdw ay < ay oder ay = a; und by < bs.
Es gibt ein kleinstes Element, es gibt kein grofites Element und jedes
Element hat einen n#ichsten Nachfolger und Vorganger. Im Unterschied
zu 3 gibt es jedoch ein Element = (in der Tat sehr viele), so dafi unend-
lich viele Elemente kleiner als z sind.

Ein Beispiel fUr eine strikte partielle Ordnung, die nicht total ist:
(N X NT {.comp)

wobel (a1, b1) <comp (G2,b2) gdw a1 < az und by < bs.

Def. "transitive Hulle":

Sel R eine beliebige bindre Relation mit Definitionsbereich D.
Die transitive Hiille von R ist die kleinste Relation RT auf D mit den

Eigenschaften:
1. RC RT,
2. RT ist eine transitive Relation.

Entsprechend stehen R* und R® fiir die kleinste, R umfassende transitive,
reflexive und fiir die transitive, reflexive und symmetrische Relation.

Satz:

Zu jeder Relation R gibt es stets (jeweils eindeutig)
eine

- transitive Hulle

- reflexiv-transitive Hulle

- symmetrisch-reflexiv-transitive Hille.

Beweis Wir betrachten die erste Behauptung.

Sel R eine bindre Relation mit Definitionsbereich D.

Sei R = {R'| RC R C D x Dund R’ ist transitive }. Die Menge R von
Relationen ist nicht leer, da auf jeden Fall D x D in ihr liegt. Man sieht leicht,

dafl R™ = (R gilt. Der Nachweis fiir die beiden restlichen Behauptungen
erfolgt mit den offensichtlichen Variationen.
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Satz:

Sel R eine Relation mit Definitionsbereich D.
Die Relation S seil defimert durch

es gibt n € Nund d,,..., d,, € D mit

aShb< d; =aund d,, = b und
d; Rd;+y gilt fiir alle 1 <7 < n

Dann 1st S die transitive Hiille von R.

Obere und untere Nachbarn, Liniendiagramme:

In einer partiell geordneten Menge nennt man a
einen unteren Nachbarn von b (und b einen
oberen Nachbarn von a; auch: b bedeckt a),
wenn a < bist

und kein Element c existiert mita< c< b.

Liniendiagramm (Hasse-Diagramm)
einer endlichen partiell geordneten Menge:

e Elemente dargestellt als kleine Kreise in der Ebene

e ist a unterer Nachbar von b, so wird der b entspr.
Kreis oberhalb des a entspr. Kreises aufgetragen
(seitliche Verschiebung zugelassen) und es werden
beide Kreise durch eine Linie verbunden

e Danngilt: a<b < der Kreis, der b darstellt, ist von
dem a darstellenden Kreis durch einen aufsteigenden
Linienzug erreichbar.
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Liniendiagramme aller moglichen partiell geordneten Mengen
mit bis zu 4 Elementen:

HV AL

OYKME g%
AN 12

Definitionen:

e 2 Elemente a, b einer partiell geordneten Menge
heiBen vergleichbar, falls a < b oder b < a, sonst
unvergleichbar.

e Eine Teilmenge, in der je 2 Elemente stets
vergleichbar sind, heifBt eine Kette.

e Eine Teilmenge, in der je 2 Elemente stets
unvergleichbar sind, heiBt eine Antikette.

e Die Weite einer endlichen geordneten Menge ist
die maximale Machtigkeit einer Antikette.

e Die Lange einer endlichen geordneten Menge
ist die maximale Machtigkeit einer Kette minus
Eins.
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Sind a, b, ¢, d Elemente einer partiell geordneten
Menge, so definiert man:
e das Intervall
[b,c] = {x|b<x<ZLc}
e das Hauptideal (oder uneigentliches, nach
unten offenes Intervall)
(a ={x|x<a}
e den Hauptfilter (oder uneigentliches, nach oben
offenes Intervall)
[d) ={x|x>d}.

Verallgemeinertes Intervall: statt einzelner
Elemente b, ¢ werden flr die Begrenzung auch
Mengen zugelassen

[B,Cl ={x|3beB,ceC.:b<x<c}

Sei (M, <) partiell geordnete Menge, T c M.
s € M untere Schranke (lower bound) von T
< VieT. s<t

Dual def. man: obere Schranke (upper bound).
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ae T minimales Elementvon T
< Vil t<a =t=a.

Dual: maximales Element.

Wenn ein Element d e M existiert, das maximales
Element der Menge aller unteren Schranken von T
ist, so heiBt d das Infimum von T, geschrieben:

d=inf Toderd=AT.
("groBte untere Schranke von T")

Dual: Supremumsup T, Vv T.
("kleinste obere Schranke von T")

Eine partiell geordnete Menge heifBt Verband
(lattice), wenn fur jede 2-elementige Teilmenge ein
Infimum und ein Supremum existieren.
(vollstdndiger Verband, wenn fir jede nichtleere
Teilmenge ein Infimum und ein Supremum
existieren.)

Bezeichnung:
inf{a, b} =inf(a, b)=anb

(gemeint ist hier nicht das logische "und"!)

sup {a, b} =sup(a, b)) =av b
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Graphen und Netzwerke

Def. "ungerichteter Graph":

G = (V, E), Vbeliebige Menge von Knoten,

E Menge von zweielementigen Teilmengen von V.
E heilBt Menge der Kanten.

Def. "gerichteter Graph" (auch digraph):

G = (V, E), Vbeliebige Menge von Knoten,
E c VWV Menge der Kanten.

Beachte: E ist Relation auf V.

Def. "Multigraph” (hier Mehrfachkanten zugelassen):
G=(V, )hmit . VxV — Ng; fgibt die Vielfachheit
einer Kante an.

Weitere Varianten sind moglich (und oft natzlich),
zB.G=(V,E, Ly, Lg f, g) mit Ec V&V und

f. V- Ly, g. E— Lg gerichteter Graph mit Knoten-
und Kantenlabeln.

Eine Menge von n Relationen auf V kann aufgefasst werden als
gerichteter Graph mit Kantenlabeln aus {1; 2; ...; n}, wenn man
hierbei Mehrfachkanten mit unterschiedlichen Labeln zulasst.

weitere Verallgemeinerung: Hypergraphen

Kanten verbinden nicht nur zwei Knoten, sondern
beliebig viele
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Eigenschaften:
@ Eine Hyperkante (Box mit abgerundeten Ecken) ist mit
mehreren Knoten verbunden (die Verbindungen sind von 0 bis

n — 1 durchnumeriert).
@ Eine Hyperkante kann auch mit einem Knoten mehrmals

verbunden sein.
e Nur die Hyperkanten sind mit Labeln versehen,
nicht die Knoten.

Intuition: Nicht: Knoten, die mit Kanten verbunden sind;
Sondern: Hyperkanten, die an den Knoten zusammengesteckt
werden.

Darstellung: eine Hyperkante, die mit zwei Knoten verbunden ist,
wird oft auch als einfache gerichtete Kante dargestellt.

0/ 11

Hypergraph (Definition)
Sei A eine Menge von Labels. Ein Hypergraph G ist ein Tupel
G =(V,E,c,/I), wobei

@ V eine Menge von Knoten,

@ E eine Menge von (Hyper-)Kanten,
@ c: E — V* die Verbindungsfunktion und

@ /: E — N die Labelfunktion ist.

Dabei ist |c(e)| die Stelligkeit einer Kante e.
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Statt "Hypergraph" wird oft auch einfach "Graph"
geschrieben, wenn es aus dem Zusammenhang
hervor geht.

Isomorphie von Hypergraphen:
Graphmorphismus (Definition)

Seien Gy = (V4. E1, 1. 1), Gy = (Va, Es, ¢, I) zwei Graphen. Ein
Graphmorphismus ¢: G; — G, ist ein Paar von Abbildungen
oy: Vi — V5, o Ef — E> mit folgenden Eigenschaften: fiir alle
e; € £ gilt

o c(pe(er)) = ev(aler)) und

o h(ve(er)) = hier)

Bemerkungen:
@ Die Anwendung von ¢\, auf ein Wort geschieht
komponentenweise, d.h., oy (vi...vk) = pv(vy)...ov(vk).
@ Wir lassen die Indizes oft weg und schreiben fiir v/, o nur .

Isomorphie (Definition)

Zwei Graphen G, H heiBen isomorph (in Zeichen: G = H), wenn es
einen Morphismus ¢: G — H gibt, bei dem beide Komponenten
vy und g bijektiv sind.

Bemerkung: Im allgemeinen werden Graphen immer “bis auf
Isomorphie” betrachtet. Das bedeutet, dass zwei verschiedene, aber
isomorphe Graphen im wesentlichen als “gleich” angesehen werden.

Entsprechend definiert man Isomorphie auch bei
"einfachen" Graphen.
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Beispiel fiir Anwendung der Graphentheorie:

Untersuchung der Durchmesser und der
Zusammenhangsstarke groBer Netzwerke

Netzwerktheorie: angewandte Graphentheorie
— untersucht Eigenschaften von (groBen) Graphen, die
in Anwendungsgebieten auftreten

Beispiele:
e metabolische Netzwerke
e soziale Netzwerke
e Verkehrsnetzwerke
e Rechnernetze
e das WWW

zuerst in sozialen Netzwerken beobachtetes
Phanomen:

"Small World Effect"

bezieht sich (zunachst) auf kleine
graphentheoretische Durchmesser:

e "six degrees of separation”

e Verknupfung von 6 Bekanntschaften verbindet jeden
mit jedem auf der Welt

e Experiment von Milgram 1967

e "die Welt ist doch klein!"

e dabei sind besonders die "schwachen Bindungen"
wichtig ("The strength of weak ties"; Granovetter
1973)
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graphentheor. Untersuchung von Watts & Strogatz
(1998):

Zufallsgraphen, auf ringformiger Knotenmenge
definiert,

einstellbarer Parameter p bestimmt, wieviele der
zunachst regelmaBig zwischen eng benachbarten
Knoten verlaufenden Kanten geldst und zufallig
neu verlegt werden

Regular Small-world Random
vertices '.—:f :

2R
K=4 edges P70 —— 7 p=t

Increasing randomness

interessante Maf3e:

e mittlere Pfadldnge L(p) (Lange des kurzesten
Weges zwischen 2 Agenten im Netzwerk)

o Clustering-Koeffizient C(p): misst, wieviele
Nachbarn eines Agenten ihrerseits unter-
einander verbunden sind
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Small World Effect:

L= average shortest path
between two points

o8 | Clp)/ Cloy | |

; - ) i C = clustering
[aF | i .

- | L(0), C(0) for regular lattice
o Ly = . |
- - - - - ;

] P BRI AR T S —— . =]

0NN [Nl ] am 0.1 1
's—f'j'_/

Small-world: L > L, qom PUt C>> C__ iom

Messungen auch an realen Netzwerken

Beispiel: Netzwerk von Filmschauspielern — verbunden,
wenn sie in einem Film zusammen gespielt haben

L =3,6 > Liandom = 3,0;

C =0.79 >> Crangom = 0,00027 !

Auswirkungen z.B. auf die Seuchenausbreitung:

st T Tor e T

:. Tip) /T
li ] o Lip Loy
L el :.
i 5B
L]
34
[ F] L H
1
I < T R, .
h om
.{l{_-.. T IR e rry R __"“‘1
0.0001 000 001 .1 1

p
T(p) = time required for global infection.

— Gefahr der globalen Infektion deutlich gréBer in
"Small World Netzwerken" als in reinen Zufalls-
netzwerken
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Skalenfreie Netzwerke

es sei P(k) der Anteil der Knoten vom Grad k

(Grad eines Knotens: Anzahl der dort beginnenden oder
endenden Kanten)

wenn in groBen Graphen gilt: P(k) ~ K¢, so spricht
man von einem skalenfreien (oder skalen-
invarianten) Netzwerk

zusammenhangende, skalenfreie Netzwerke sind
"unempfindlich" gegen zufalliges Léschen von
Knoten (d.h. der Zusammenhang bleibt meistens
erhalten), aber empfindlich gegen gezieltes
Loschen von Knoten mit hohem Grad ("hubs").

Viele Small-World-Netzwerke sind auch skalenfrei.
Gewohnliche Zufallsgraphen (suche Knoten mit

gleichverteilter Auswahl und verbinde diese) sind nicht
skalenfrei!
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Inferenz mit Hilfe der Generalisierungs-
Halbordnung

Aufgabe im Data Mining:

Gewinnung von Wissen aus Daten

- beinhaltet Schritt der Verallgemeinerung
(Generalisierung)

e hier: im logischen Sinne (deterministisch)
in anderen Zusammenhangen auch:

e im statistischen Sinne (auf Basis von Haufigkeits- bzw.
Wahrscheinlichkeitsaussagen)

in diesem Kapitel: logische Generalisierung

"x verallgemeinert y" ist eine Relation:
Theorie der Relationen, der partiellen Ordnungen
anwendbar

Wir betrachten wieder einen Datenraum aus n-
Tupeln; die Komponenten sind die Afttribute:

Datenraum Q= X; x Xo X ... x X,
Die Elemente heif3en Instanzen.

Aufgabe des "Begriffslernens" (concept learning):
In Q habe eine Komponente, z.B. X, , nur 2 Werte
("yes" und "no").

Gegeben sei eine (kleine) Teilmenge D von Q: die
Menge der Trainingsbeispiele.
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Gesucht ist eine boolesche Funktion (die
"Zielfunktion")

Xi X Xo X ... x Xy — {yes, no},
so dass der Funktionswert die Belegung von X, auf
Q vorhersagt.

Beispiel:
Trainingsmenge D

Example Sky AirTemp  Humidity Wind Water  Forecast  EnjoySport

| Sunny Warm Normal Strong  Warm Same Yes
2 Sunny Warm High Strong  Warm Same Yes
3 Rainy Cold High Strong Warm  Change No
“+ Sunny Warm High Strong  Cool Change Yes

(aus Mitchell 1997)

Die Teilmenge Q, von Q, fur die die n-te Kompo-
nente "Yes" ist, kann als Extension (Umfang) eines
Begriffs interpretiert werden.

(zu "Begriffen" spater mehr!)

Hier: Begriff "gute Tage zum Sport-Treiben".

Die Trainingsmenge D unterteilt sich in Positiv- und
Negativbeispiele.
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LLermen aus Beispielen”, Verallgemeinerung

Statt Extension C = 1, des Begriffs ¢ ist verfligbar:

9 O O O
@Q +-7/

positive Beispiale negative Beigpiele positive und negative Belspizlz

GEGEBEN sind
e Positivbeispiele wt C Q; und/oder

e Negativbeispiele w— C 2\ 1,

D=0o"uw.

Grundannahme des induktiven Lernens (inductive
learning hypothesis):

Eine Funktion, die die Zielfunktion auf einer
genugend groBen Menge von Trainings-
beispielen gut approximiert, wird sie auch
auf anderen, unbeobachteten Beispieldaten

(und somit auf ganz Q) gut approximieren.
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Probleme beim induktiven Lernen:

Ubergeneralisierung

e EFFEKT — es werden Oberbegriffe von ¢ gelernt

e ABHILFE — Negativbeispiele bereitstellen

Uberspezialisierung

e EFFEKT — es werden Unterbegriffe von ¢ gelernt

e ABHILFE — reprasentative Positivstichprobe

Fehlgranulation

e EFFEKT — Uberanpassung oder Unteranpassung

¢ ABHILFE — adaquates Sortiment von Intensionen

Naturlichkeit, Fortsetzbarkeit

¢ EFFEKT — gelernte Verallgemeinerung
versagt bei Wiederabruf (Pradiktion, Extrapolation)

e ABHILFE — Occam’s razor: einfachste Erkldrung

(aus Schukat-Talamazzini 2002).

Als "Bausteine" der zu approximierenden Ziel-
funktion werden Hypothesen verwendet.

Das kdnnen grundsatzlich beliebige Teilmengen
von Q sein (bzw. gleichwertig: boolesche
Funktionen auf Q).
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Oft: Einschrankung auf konjunktiv verknlipfte
Attributbelegungen als Hypothesen.

Objekte z.B.

(sunny, warm, normal, strong, warm, same)

Hypothesen = partielle Attributbelegungen z.B.

(sunny,?,7, strong,?,7)

Definition 5.1
Essei il = X1 x ... x Xy ein Objektraum. Dann heifen die
Elemente aus

H = (XU{?}) x...x (XyU{?})

Hypothesen (iber (1.
Die Menge H heiBt Hypothesenraum (ber (2.

Ein Beispielobjekt @ € €1 ,,geniligt” der Hypothese h € ‘H
(x erfullt h bzw. h = &) genau dann, wenn gilt:

Vi=1,....,.N: (h=7)V (hi=z;)

Oft wird noch (J, &, &, ..., &) als niemals erflllbare Hypothese
zum Hypothesenraum hinzugenommen.

Hypothesenhalbordnung

Jede Hypothese h ist durch die Menge

Qhr) Y (zecQ|hi=1)

aller passenden Objekte charakterisiert.

H erbt von ‘P2 die Mengenrelation
h2Oh gdw. VeeQ: (MEzxz hEx)
(h ist , allgemeiner" oder , genereller” als h')

(9 Q: Potenzmenge von Q, d.h. Menge aller Teilmengen)

auch h< h far "h allgemeiner als h' " (allgemeinere
Hypothesen stehen weiter "unten")
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Mit Einschluss von (&, ..., &) ist Him Fall, dass alle

Wertemengen der Attribute endlich sind, sogar ein
Verband.

- ~ P ~
@
@ ° o A speziell
s—— o
.‘-\.
—l—|—\_‘_\_\_ x\\
GD \\‘.\hl P \Ij]n ,;.
e [ ]
T h2
@ L] @
@ P y zenersll
’ 5 A
11 . (sunny, warm, high, strong, cool, same)
12 (sunny, warm, high, light, warm, same)
hi: (sunny,?,7,strong,?,7)
ho: (sunny,?7,7,7,7,7
hz: (sunny,?,7,7, cool,?)
hz O hi, hs
Def.

Eine Hypothese h € ‘H heiBft konsistent mit den
Lerndaten (wt,w™) genau dann wenn gilt:

rewt = h=z
T Ew = hpzx

Ein erster Hypothesenfindungsalgorithmus flr das
induktive Lernen:

FIND-S

findet eine "speziellste Hypothese", die konsistent
mit den Positivbeispielen ist, durch sukzessive
Generalisierung.
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Start mit der speziellsten Hypothese tUberhaupt:
hy = (9, D, O, ..., D).

FIND-S:
(1) Initialisierung: Setze h := hy

(2) Generalisierung (Schleife):

fUr jedes positive Trainingsbeispiel xe ®" :

h .= speziellste Verallgemeinerung von h, die mit x
konsistent ist, d.h. h:= h A x (Infimum im
Hypothesenraum bzgl. Generalisierungs-
halbordnung)

(bei negativen Trainingsbeispielen passiert nichts!)

(3) Terminierung nach Abarbeitung aller Positivbeispiele:
Das Ergebnis ist h.

Ablauf in unserem Beispiel:

Instances X Hypotheses H

0 Specific

\/ General

4
hO =<0,3, 0,3 0, >
x| = <Sunny Warm Normal Strong Warm Same>, + hy = <Sunny Warm Normal Strong Warm Same>
Xy = <Sunny Warm High Strong Warm Same=, + hy = <Sunny Warm ? Strong Warm Same>
Xy= <Rainy Cold High Strong Warm Change>, - h3 = <Sunny Warm ? Strong Warm Same>
x, = <Sunny Warm High Strong Cool Change>, + h, = <Sunny Warm ? Strong 7 7>

4 4
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Der Algorithmus terminiert immer mit der speziellsten
Hypothese in H, die mit den positiven Trainingsdaten
konsistent ist.

Wenn die Zielfunktion in H enthalten ist (also rein
konjunktiv aus Attributbelegungen zusammengesetzt
werden kann) und wenn die Trainingsdaten korrekt
sind, ist das Ergebnis auch mit den Negativbeispielen
konsistent.

Aber:

nicht immer muss die speziellste konsistente Hypothese die
richtige sein

Inkonsistenzen (Widerspriche) in den Trainingsdaten
werden von FIND-S nicht erkannt

in manchen Fallen (reellwertige Attribute) gibt es keine
eindeutige, speziellste konsistente Hypothese in H: FIND-S
ware durch Backtracking zu erweitern.

bessere Algorithmen?

erster Ansatz:
List-then-eliminate

ALGORITHMUS — Kandidatenelimination

INITIALISIERUNG

Setze H+—H

GENERALISIERUNG / SPEZIALISIERUNG
Eliminiere fiir alle @ € wtUw™

® Fallzcw™: allehe€ H mithpx
® Fallzcw™: allehe H mithEwx

TERMINIERUNG
Das Ergebnis ist h, falls H = {h} ist.

Nachteil: H kann riesengrof3 sein, vollstandige Auflistung
und Durchsuchen von H nicht praktikabel
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= Ordnungsstruktur von H besser ausnutzen!

Die Menge der mit den Lernbeispielen konsisten-
ten Hypothesen

{h € H | h konsistent mit (wT,w™)}

heiBt Versionenraum von (wt,w™) beziiglich H
und wird mit B(H,wT,w™) (oder V) bezeichnet.

Der VR besitzt minimale Elemente

dE’F F ¥y !
PVsg ={he€eV|VWe€V: " Ch= h"=h}
und maximale Elemente:

df I I I
Ve = {he V|V €V: hCh = k =h}

("minimale" Elemente bzgl. Inklusion < sind maximale Elemente
bzgl. <, und dual)

Beispiel: ein Versionenraum mit 6 Hypothesen

S: (sunny,warm,?,strong,?,?)

(surmy, ?,?,strong, 7,7 ) (sunmy,warm,?,?,?,?) (?,warm,?,strong,?,?
G: (sunmy,?,2,7,7,7) (?,warm,??,??)

e statt des ganzen Versionenraumes
nur S und G heranziehen?

132



BEISPIEL.:
Der volistandige Hypothesenraum

H =P = {Y|YCQ}
bedingt Versionenrdume der Gestalt:
DH,whw?) = {heH|wt ChC O\ w}
Die minimalen/maximalen Elemente
g = {w+} und Ve = {2\ w}
sind eindeutig und es gilt die Intervalldarstellung
V(H,wh,w?) = [Vs, Velu

e Wenn wir verallgemeinerte Intervalle zulassen, gilt diese
Darstellung sogar fur beliebige Hypothesenrdume!

Versionenraum-Darstellungssatz.

Flr den Versionenraum ‘i der Beispieldaten wT
und w— bezlglich ‘H gilt die Intervalldarstellung

Y = [9‘35: EUG]?{

Dabei sind U g und U die Mengen der C-minimalen

(C-maximalen) Elemente des Versionenraums‘Q.
(kurz: S und G.)

S: "specific boundary", Menge der am wenigsten
allgemeinen (d.h. speziellsten) Elemente von H, die mit
der Trainingsmenge D konsistent sind

G: "general boundary", Menge der allgemeinsten
Elemente von H, die mit D konsistent sind

Damit: kompaktere Darstellung von Hypothesenmengen
im Verlauf der Kandidatenelimination moglich.
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CANDIDATE-ELIMINATION Lernalgorithmus:

fihrt stets 2 Mengen von Hypothesen G und S mit, die

einfach spezifizierbar sind

e G wird initialisiert mit {(?, ?, ?, ..., ?)} (beschreibt Q)

e S wird initialisiert mit {(J, &, O, ..., D)} (beschreibt &)
e [G, S]ist am Schluss verallg. Intervalldarstellung der

gesuchten Hypothesenmenge

(Intervall hier notiert bzgl. <)

A\Rclolzdumz: VilP ) — VR-Kandidatenelimination

INITIALISIERUNG

G + {Q} und S + {0}
sw¥d POSITIVE BEISPIELE

Fiir alle x € wt:

Entferne alle h € G mit h = x
Fir alle h € S:

Generalisiere h zu b/ mit k' =«
Behalte k' € S, falls k' spezieller als G

Entferne alle nichtminimalen h € 5

NEGATIVE BEISPIELE

Fiir alle & € w™:

Entferne alle he S mith = x
Fir alle h € G:

Spezialisiere h zu h' mit k' = x
Behalte k' € GG, falis h' allgemeiner als S

Entferne alle nichtmaximalen h € (¢

TERMINIERUNG

Das Ergebnis ist h, falls G = {h} = S ist.

("minimal”, "maximal" hier im Sinne der Inklusion)

134



Am Schluss enthalt der berechnete Versionenraum [G,
S] in jedem Fall alle Hypothesen aus H, die mit D
konsistent sind, und nur diese. (Verbesserung gegen-
tber FIND-S!)

Beachte: der Algorithmus behandelt Positiv- und
Negativbeispiele in dualer Weise ("gleichberechtigt").

Anwendung auf unser "Sport"-Beispiel:

die ersten beiden Trainingsbeispiele werden verarbeitet.
1. <Sunny, Warm, Normal, Strong, Warm, Same, YES>
2. <Sunny, Warm, High, Strong, Warm, Same, YES>

0’| <2, 2,0 0 0 &>

Y

S 1 : | { <Sunny, Warm, Normal, Strong, Warm, Same> }

|

Sy :| {<Sunny, Warm, ?, Strong, Warm, Same>}

Go,C106y: | (<2,2,2,2,2 75)

bei den ersten beiden Schritten andert sich G nicht, aber beim
dritten Schritt (erstes Negativbeispiel):

3. <Rainy, Cold, High, Strong, Warm, Change, NO>
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Sz ) 3: | { <Sunny, Warm, ?, Strong, Warm, Same> }

(;3. {<Sunny, 2, 2, 2, 2, 7> <2, Warm, 2, 2, 2, 7> <2, 7,7, 7, 7, Same>}

[ |

Gop:| (<2, 2,222, 7>}

der Schritt vom 3. zum 4. Trainingsbeispiel:
4. <Sunny, Warm, High, Strong, Cool, Change, YES>

S 3: |{<Sunny, Warm, ?, Strong, Warm, Same>)

l

S 4: { <Sunny, Warm, ?, Strong, ?, ?>}

G 4: |{<Sunny, 2, 2,2, 2, 7> <?, Warm, ?, ?, ?, 7>}

T

Gj: |{<Sunny, 2,2, 2,2, 2> <2, Warm, 2,2, 2, 7> <2,2, 7,2, 2, Same>)
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Endergebnis: Versionsraum flr das "Sport"-Beispiel

\)

4: |{<Sunny, Warm, ?, Strong, ?, 7>}

T T

<Sunny, ?, ?, Strong, ?, ?> <Sunny, Warm, ?, ?, ?, 7> <?, Warm, ?, Strong, ?, 7>

NSNS

G,:| (<Sunny, ?, 2, 2,2, 7>, <2, Warm, 2, ?, ?, 7>}

(aus Mitchell 1997)

CANDIDATE-ELIMINATION konvergiert gegen die

Hypothese, die die Zielfunktion korrekt beschreibt, wenn

e die Trainingsbeispiele keine Fehler enthalten,

o die Zielfunktion durch ein Element von H beschrieben
werden kann (also als Konjunktion von
Attributbelegungen).

Online-Anwendung des Verfahrens:

Neue Trainingsbeispiele konnen angefordert werden, solange
die einelementige Zielhypothese noch nicht erreicht ist, d.h.
solange noch Mehrdeutigkeit besteht.

Nachteil des Verfahrens:
e bei fehlerhaften Trainingsdaten falsches Ergebnis!

Vorteile des Verfahrens:

e Bei Inkonsistenzen in den Trainingsdaten oder bei
Nicht-Darstellbarkeit der Zielfunktion in H terminiert
der Algorithmus mit dem /leeren Versionenraum.
(Indikatorwirkung!)
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e Auch bei unvollstandiger Konvergenz (nicht-
einelementiges Intervall [G, S] als Ergebnis) kdnnen
einige neue Instanzen schon sicher klassifiziert
werden ("partiell gelernter Begriff").

Beispiele flr neue Instanzen zum "Sport"-Beispiel:

Instance Sky AirTemp  Humidity = Wind  Water  Forecast  EnjoySport

A Sunny Warm Normal  Strong  Cool Change ?
B Rainy Cold Normal Light Warm Same ?
C Sunny Warm Normal Light Warm Same ?
D Sunny Cold Normal Strong  Warm Same ?

e A wird von jeder Hypothese im erhaltenen Versionen-
raum als "positiv" klassiert — diese Klassifikation ist
verlasslich

e hierfUr genugt es, festzustellen, dass A mit jedem
Element von S konsistent ist

e B wird von jeder Hypothese im erhaltenen Versionen-
raum als "negativ" klassifiziert

e hierflr genugt es, festzustellen, dass B mit keinem
Element von G konsistent ist

e C kann nicht als positiv oder negativ klassifiziert
werden (erfordert neue Trainingsdaten) — gleichviele
Hypothesen aus dem erhaltenen Versionenraum V
klassieren C als positiv wie als negativ

e D: 2 der Hypothesen aus V sagen "positiv", 4 "nega-
tiv" — mogliche Entscheidung kdnnte Mehrheitsvotum
zugrundelegen

Die Falle C und D er6ffnen allgemein die Frage, wie mit
unvollstandigem Wissen (V nicht einelementig)
umzugehen ist
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grundsatzlicheres Problem: die Zielfunktion ist eventuell
in H gar nicht beschreibbar

Beispiel: disjunktiv gebildete Konzepte
"Sky = Sunny oder Sky = Cloudy"

in unserem Hypothesenraum nicht reprasentierbar!
3 Trainingsbeispiele fir dieses Konzepit:

Example Sky AirTemp  Humidity Wind Water  Forecast  EnjoySport

1 Sunny Warm Normal  Strong  Cool Change Yes
2 Cloudy Warm Normal  Strong  Cool Change Yes
3 Rainy Warm Normal  Strong  Cool Change No

CANDIDATE-ELIMINATION konvergiert hier gegen den

leeren Versionsraum (denn schon S; ist
<?, Warm, Normal, Strong, Cool, Change> und damit
inkonsistent mit dem 3. Trainingsbeispiel)

= mit dem Zulassen nur von Konjunktionen von
Attributbelegungen haben wir eine Verzerrung (Bias)
eingefuhrt

Beachte: hier "induktiver Bias", i. Ggs. zu Schatzungs-Bias in
der Statistik

H hat ein "Ausdrucksdefizit" (nicht alle mdglichen
Zielfunktionen kdnnen als Hypothesen in H ausgedruckt
werden)

es gibt verschiedene Mdglichkeiten des Umgangs mit
dem Bias
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Ausdrucksdefizit von # |

e

'BIAS’ (Verzerrung) |

Fallbasierte Klassifikation
Speichere Lernbeispiele
Klassifiziere z falls & € wt oder & € w—; sonst Riickweisung

Einstimmiges Votum

Berechne den Versionenraum 20

Klassifiziere falls & allen oder keinem h € ‘0 genugt;
sonst RuUckweisung

Generalkonsens

Berechne den Versionenraum 2
Klasssifiziere & positiv falls h € Ug = h|j=x
Klasssifiziere @ negativ im anderen Fall

Mehrheitsvotum
Berechne den Versionenraum 2J
Klassifiziere & gemal Stimmenverhaltnis:

card{h € U | h = x}
card{h € U | h = x}

n4(x)
n—(x)

Occam’s Razor

Berechne den Versionenraum 3

Wahle ein h € U mit minimaler Komplexitat (717)
Klassifiziere & gemadlB h =«

(aus Schukat-Talamazzini 2002)
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Vermeidung des Bias: Wahle @(Q) als Hypothesenraum
(Potenzmenge) — d.h. Menge aller Teilmengen

Operationalisierung z.B. durch Zulassung beliebiger
Konjunktionen, Disjunktionen und Negationen von
Attributbelegungen

CANDIDATE-ELIMINATION kann auch hierftr benutzt

werden
(nur mit entspr. veranderter Interpretation von min, max, inf,

sup)

— dann keine Gefahr mehr, dass das Zielkonzept nicht
in H ausdrickbar ist

aber:
jetzt ist keine Generalisierung Uber die Trainings-
daten hinaus mehr moglich!

S ist stets die Disjunktion der Positivbeispiele

G ist stets die negierte Disjunktion der Negativbeispiele
= die einzigen Instanzen, die eindeutig klassiert
werden, sind die Trainingsdaten selbst

damit der Algorithmus gegen einen einelementigen
Versionenraum konvergiert, missen alle Elemente von
Q als Trainingsdaten prasentiert werden!

auch das "Mehrheitsvotum"-Prinzip hilft hier nicht weiter:
alle Nicht-Trainingsdaten werden prézise von der Hélfte der
Hypothesen im Versionenraum positiv klassiert, von der
anderen Halfte negativ.

Schlussfolgerung:
"Futility of bias-free learning"
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Ein Lernender, der keine a-priori-Annahmen uber
die Art des zu lernenden Begriffs macht, hat keine
rationale Grundlage, um neue Instanzen zu
klassieren.

Charakterisierung induktiver Lernansatze durch die Art
des induktiven Bias, den sie voraussetzen

prazise Definition des induktiven Bias:

L sei ein induktiver Lernalgorithmus
L(x, D) sei die Klassifikation, die L fur x liefert, wenn der
Trainingsdatensatz D zugrundegelegt wurde (x ¢ D)

Der induktive Bias von L ist die Menge B aller

Annahmen, die bendtigt werden, damit far alle x ¢ D

L(x, D) logisch beweisbar ist aus (B und D und x).
(BADAX) |— L(x, D)

(Man fordert noch die Minimalitat von B.)
Beispiele:

e | ernalgorithmus "Rote-Lerner" (falloasierte Klassifi-
kation): Lernen bedeutet, jedes Trainingsbeispiel zu
speichern.

Neue Instanzen werden klassiert durch "Nachsehen'
im Speicher — wenn sie dort schon gespeichert sind,
wird das dortige Klassifikationsergebnis zurlick-
gegeben, sonst erfolgt Rickweisung.

kein induktiver Bias
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e Lernalgorithmus CANDIDATE-ELIMINATION, wobei
Klassierung nur erfolgt, wenn alle Elemente des
erhaltenen Versionsraumes dasselbe Ergebnis liefern
(sonst Ruckweisung).

Induktiver Bias: das Zielkonzept kann im Hypothesen-
raum H reprasentiert werden.

e FIND-S

induktiver Bias: Zielkonzept kann in H reprasentiert
werden und alle Instanzen, Gber die kein Wissen vor-
liegt, sind negativ zu klassieren.

Starke des induktiven Bias:
Rote-Lerner < CANDIDATE-ELIMINATION < FIND-S

(vgl. Mitchell 1997, S. 20-51)
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