Pradikatenlogische Kalkule

Resolutionskalkdl

Syntax:

Definition
m Ein Literal ist eine atomare oder eine negierte atomare
Formel.

m Eine Klausel ist eine endliche Menge von Literalen.
m Die leere Klausel wird mit (] bezeichnet.

m Eine Klausel wird interpretiert wie die Disjunktion ihrer
Literale,

m Eine Menge von Klauseln wird interpretiert wie die
Konjunktion ihrer Klauseln

Notation:

Zu einem Literal L sei ~ L das Literal

[ -L wenn L ein Atom ist
)] L wennlL=-L

Zu einer Klausel C sei

~C:={~L|LeC}.

80



Resolution, spezieller Fall:

a Cq, G, Klauseln p(ty), —p(t>) Literale
m Var(Ciu{p(t)}) nVar(Co U {p(tx)}) =0
a . ist allgemeinster Unifikator von p(t;) und p(t).

Ciui{p(ty)} Cou{-p(t)}
[L(C1 U CQ)

Die Klausel ;.(Cy U Cy) heil3t eine Resolvente der Eingabeklau-
seln Cy U {p(t1)} und Cp U {—p(L2)}.

Die Resolutionsregel (allgemeiner Fall):

m Cq, G, Ky, K5 sind Klauseln
m Ky, Kb #00
m Var(Ci UKy nVar(Cou K) =10
m . ist allgemeinster Unifikator von KiU ~ Ko.
Ci UKj CoUK5
1(Cq U Cy)

Die Klausel ;.(Cy U Cy) heif3t eine Resolvente der Eingabeklau-
seln C4 U Ky und Co U K.

Korrektheit und Vollstandigkeit:
Sel I eine Menge von Klauseln im Vokabular . Dann gilt
1. Gilt M Fgr O, dann 1st M nicht erfiillbar.

2. Ist M micht erfiillbar, dann folgt M Fgr O
Beweis: s. Schmitt (2008), S. 180ff.
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Anwendung der Resolutionsregel (Beispiel):

Regelschema:
Ci UK; Co U K>

p:(C1 U Cg)
Gegeben seien die beiden Klauseln

1p(x), q(f(x)), q(f(g(c))} und {r(y, 2). ~q(2), ~q(f(¥))}

{p(x)} U {q(f(x)). q(f(9(c)))}  {r(y,2)}U{—-q(2).~q(f(y))}
p:(C1 U Cg)

KiU ~ Kz istin diesem Fall {g(2), q(f(y)). q(f(x)). 9(f(9(¢c))}
Der allgemeinste Unifikator ist

p=1{x/9(c), y/9(c), z/f(g(c))}

Die Resolvente ist

{p(g(c)). r(g(c),1(9(c)))}

Anwendung des ResolutionskalkUls

Sei M eine Klauselmenge.

@ Mit Res(M) bezeichen wir die Menge aller Resolventen
von Klauseln aus M. Genauer:

Res(M) = {B | es gibt Varianten Cy, C, von Klauseln aus M,
so daf3 B eine Resolvente von Cy, Cy ist.}

@ R(M)=M

@ R™'(M)= Res(R"YuUR"

@ M ist unerfillbar genau dann, wenn es ein n gibt mit
O e R"(M)

@ M kR Aqilt genau dann, wenn es ein n gibt mit
Oe RM(Mu {-A})
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Beispiel:
Wir wollen die folgende logische Folgerung beweisen:

VXVy(x Cy < Yu(uex — Uey))
‘:

VXVyVz(x Cyny Cz— x C 2)

Es handelt sich dabei um eine Aussage aus der elementaren
Mengenlehre zur Transitivitat der Teilmengenbeziehung.

Bemerkenswert ist vielleicht, dal3 die Transitivitat allein aus der
Definition der Teilmengenrelation gefolgert werden soll, ohne
zusatzliche mengentheoretische Axiome Uber die e—Relation.

Transformation in Klauselnormalform
- fUr die Pramisse:

Die Pramisse zerféllt in die beiden Teile
YXVy(x Cy — Vu(uex — uey))
VXVy(Vu(uex — uey) — x C y)

Die erste Formel wird zu
{—conteq(x,y), ~memb(u. x), memb(u,y)}

mit conteq und memb far die Infixzeichen C und e.
Die 2. Formel wird nach Elimination von — und Skolemisierung
Zu

YxYyu((uex A —uey) V x C y)
IXVy((f(x,y)ex N=f(x.y)ey) VX C y)

Nach Anwendung des Distributivgesetzes:

{memb(f(x,y).x), conteq(x.y)}.{—~memb(f(x.y),y), conteq(x,y)}
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- fUr die Behauptung:

Die Negation der Behauptung flhrt zu
IxJydz(x Cy Ay CzA-x C 2)

und nach Einfuhrung von Skolemkonstanten zu den drei

Einerklauseln:
conteq(a, b)
)

conteq(b, ¢
—conteq(a, ¢)

Der Resolutionsbeweis:

(1) -—conteq(x,y), ~memb(u, x), memb(u,y) [Vor.]
(2) memb(f(x.y),X),conteq(x.y) [Vor.]
(3) —memb(f(x,y),y),conteq(x,y) [Vor.]
(4) conteq(a, b) [- Beh.]
(5) conteq(b. c) [- Beh.]
(6) -—conteqg(a,c) [- Beh.]
(7) —memb(u, a), memb(u, b) [4,1]
(8) —memb(u, b), memb(u,c) [5.1]
(9) —memb(f(a,c).c) [6,3]
(10) memb(f(a,c),a) [6,2]
(13) memb(f(a,c),b) [7,10]
(19) memb(f(a,c),c) [8,13]
(20) O [19,9]

Dieser Beweis wurde von dem automatischen Beweiser OTTER
gefunden.

Der Resolutionskalkl ist auch die Grundlage des
Beweisens in Prolog.
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Tableaukalkul

- Erweiterung der Formeln auf Vorzeichenformeln

wie beim aussagenlogischen Tableaukalkdl

- jetzt 4 statt 2 Grundtypen von Vorzeichenformeln:

Typ o Typ 3
F Fi | Fo F Fi | Fo
1-A | 0A| - OAANB | 0A | OB
0-A | 1A | - 1AvB | 1A | 1B
1ANB | 1A | 1B 1A— B 0A | 1B
OAvB | 0A | OB
OA— B | 1A | OB
Typ ~: Typ 6.
F F1 F F1
1VXA(X) | 1A(x) 13xA(x) | 1A(X)
OdxA(x) | OA(x) OvxA(x) | 0A(x)
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Tableauregeln:

F
a-Regel  F; for o-Formeln F
F2
F .
3-Regel ———— fOr 5-Formeln F
TS TRIR |
- Regel F fir ~-Formeln F und eine neue Va-
FReSt TE ) riable y
far o-Formeln F, wobei x4, ..., Xp
5-Regel F alle freien Variablen in F sind und
J Fi(f(xq, ..., Xn))  f ein neues n-stelliges Funktions-
symbol
Anfangsregel 04 fr die zu beweisende Formel A
A ohne freie Variable
V-Regel V-3 fir jedes B € M,

B ohne freie Variablen

Def. der Tableaus als Graphen wie im
aussagenlogischen Fall.

"geschlossenes Tableau™:

Sei T ein Tableau, 7 ein Pfad in T und o eine Substitution.
o schliel3t =, wenn es

a Formeln B, C gibt, so dal3 o(B) = o(C), o kollisionsfrei far
Bund Cistund 1B,0C auf = liegen oder
m eine der Formeln 01 oder 10 liegt auf .

o schlie3t ein Tableau T , wenn ¢ alle seine Pfade schlief3t .
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Die AbschluBBregel oder C-Regel.:

Aus einem Tableau T erzeuge ein Tableau T4

durch Wahl eines Pfades 7 und einer Substitution o, die =
schlief3t, und

Anwendung von o auf das ganze Tableau T.

Beispiel:
0 Vx p(x) — 3y p(y) (Start) 0 vx p(x) — 3y p(y)
| |
1 Vx p(x) (a-Regel) 1 Vx p(x)
| C-Regel |
03y p(y) (a-Regel) = 03y p(y)
{Y/X} |
1 p(X) (-Regel) 1 p(X)
|
0 p(Y) (-Regel) 0 p(X)

Aus der zu beweisenden Aussage entsteht durch Anwendung
der a- und ~-Regel das linke Tableau, daraus dann das rechts
stehende durch Anwendung der C-Regel.

Modellbegriff fir Tableaus:

Definition
Es seien A € Fors, M C Fors,
T ein Tableau far A Gber M und
D eine Interpretation Uber ¥,
wobei ¥ = ¥ U {f | f neues Funktionssymbol in T}.
D heil3t Modell von T Uber M gdw. qilt
a D ist Modell von M

m zu jeder Variablenbelegung (3 gibt es einen Pfad = in T mit
valp s(F) = W far alle F auf =.
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Erstes Korrektheitslemma:

Theorem

M sei eine Formelmenge.
Das Tableau T' (iber M gehe aus T (ber M durch Anwendung
einer Tableauregel hervor.

Hat T ein Modell iiber M, dann auch T'.

Beweis: s. Schmitt (2008), S. 165f.

Zweites Korrektheitslemma:

Theorem
m /st D Modell von T tber M
m und ensteht T' aus T durch Schlie3en eines Pfades,
m dann ist D auch Modell von T'.

Beweis: s. Schmitt (2008), S. 167.

Korrektheitssatz des Tableaukalkuls:

Theorem

Sei A € Fors, M C Fors, alle ohne freie Variablen
Wenn es ein geschlossenes Tableau fir A tiber M gibt, dann ist
M = A.

Beweis: s. Schmitt (2008), S. 168.



Vollstandigkeitssatz des Tableaukalkuls:

Theorem

Sei A eine Formel und M eine Menge von Formeln jeweils ohne
freie Variablen.

Gilt ME=A
dann terminiert jedes

w faire Verfahren,

m das mit OA und oo = id beginnt,

®m und die Konstruktionsvorschrift einhélt
nach endlich vielen Schritten in einem geschlossenen Tableau.
Fairness bedeutet, daf3 auf jedem Pfad, jede mdgliche
Regelanwendung auch schlief3lich stattfindet.

Insbesondere wird auf jedem offenen Pfad jede ~-Formel
unbeschrankt oft benutzt.

Der Beweis (s. Schmitt 2008, S. 175f.) verwendet das Lemma
von Konig: In jedem unendlichen Baum mit endlichen Knoten-
graden existiert ein unendlicher Pfad.
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Sequenzenkalkdil

Eine Sequenz ist ein Paar endlicher Formelmengen und wird
notiert in der Form

= A.

[ wird Antezedent und A Sukzedent genannt.

Sowohl I als auch A kann die leere Menge sein.

Sei D eine pradikatenlogische Struktur und /3 eine Variablenbe-
legung:

valp 5(T = A) = valp s(\T — \/ &)

Es gelten die Ublichen Vereinbarungen fur leere Disjunktionen
und Konjunktionen.

Axiome und Regeln
- aussagenlogisch:

axiom and-left LF,.G= A
MF=F A rNMFAG= A
not-left rr j__ I;AA and-right
: = FA T=GA
. F= A = FAG A
not-right F=F A
: or-left
impl-left F=A I.G=A
Fr=FA T.G= A rFVvG= A
NNF—-G= A
impl-right Lif= G648 or-right L= 564
= F—GA = FvGaGA
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- pradikatenlogisch (zusatzlich):

all-left ex-right
[VXF A{x/X}F = A [ = 3xF. {x/X}F,A
[LVXxF = A [ = dxF. A
X neue Variable. X neue Variable.
all-right ex-left
M= {x/f(X)}F,A M AX/f(X)}F = A
[ = VxF, A [ dxF = A
f neues f neues
Funktionssymbol, Funktionssymbol
)_( — X‘] ..... Xn )_( — X‘] ..... Xn

X1, ..., Xp Seien dabéi alle freien Variablen in VXF bzw. IxF.

- fir die Gleichheit (zusatzlich):
identity-right eq-subst-right

. | A
symmetry-right

[=s=tA eq-subst-left

[=t=8 A

symmetry-left F(t).s=t=A
Frs=t=A FF(S)S:T:>A
t=s=A

Ableitungsbaume im Sequenzenkalkil werden
analog zum aussagenlogischen Fall definiert.
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Korrektheit und Vollstandigkeit:

Es seien M C Fors, A € Fors. Dann gilt

MbsA= Mk A

Es seien M C Fors. A € Fors. Dann gilt

MEA= MFgA

Beweis: s. Schmitt (2008), S. 190f.
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Modale Logik

Motivation:

Eine Aussage ist
m notwendigerweise wahr, zufalligerweise wahr
® heute, gestern oder morgen wahr
a wird geglaubt, gehort zum Wissen einer Person

m ist vor/nach einer Aktion wahr, nach Ausfihrung eines
Programms wabhr.

Formalisierung:
@ 1.0 € mForOx
@ Jede aussagenlogische Variable P € ¥ istin mForOs.

@ Mit A, B € mForOy liegen ebenfalls in mForOsy:
-A, ANB,Av B, A— B.

@ Mit A € mForOs liegen ebenfalls in mForOy :
CJA (gelesen als ,Box A", ,notwendig A%)
OB (gelesen als ,Diamond A“, ,moglich A%)

Die Interpretation ist jetzt nicht mehr einfach eine
boolesche Variablenbelegung, sondern hangt vom
Zustand aus einer Zustandsmenge ab. Genauer:
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Sei ¥ eine Menge aussagenlogischer Variablen.
Eine Kripke-Struktur

K=(S R
Uber X besteht aus:

m S eine nichtleere Menge
(die Menge von Zustanden oder moglichen Welten)

maRCSxS (die Zuganglichkeitsrelation)
m (xS —{W. F} (Interpretation der AL-Variablen)

Beispiel einer Kripke-Struktur:

0
@P~q

I

p @—)@ q
a (s (5 )% ) 1

Menge der Zustande S = { X1, X2, X3, X4, X5, X} A =

{(xa.x2), (X1.X3), (X2, X3), (X3, X2), (X3. X3). (X4, X5). (X5, X4, (X5, Xg) }
l(p, x1) = 1(p, X3) = l(p, Xe) = 1, sonst O;

(g, x2) = (g, x3) =1(q, x4) = 1, sonst 0.
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Auswertung von Formeln:

Sei = (S, R, I) eine Kripke-Struktur. Wir definieren fir jeden
Zustand s € S, wann eine Formeln aus mFor0 in s wahr ist.

(W falls fur alle s/ € S mit sRs’
val;(A) = <« gilt valg (A) = W
| £ sonst
(W falls ein 8’ € S existiert mit sRs’
vals(0A) = < und valy (A) = W
\ F sonst
Notation
K = (S, R. ) eine Kripke-Struktur,
sc S,

F eine modale Formel

(K.s) = F < vals(F)=W

wenn K aus dem Kontext bekannt ist auch:
s F F & val(F)=W

K = F & firallese Sgilt(K,s)=F

Gultigkeit in einen Kripke-Rahmen (S, R) :
(S.R) | F = furallelgilt(S,R,1) = F
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Beispiel zur Auswertung von Formeln:

P (A ,\B -P

(K, A) = P (K.D) = P

(K,A)=0P (K,B)=0P (K.C)=0P (K,D)EOP
(K, A) = 00P (K,B)=00P (K,C)l=00P (K,D)=00P

true false

Logisches Folgern in der Modallogik

Sei A eine Formel und I eine Menge von Formeln der modalen
Aussagenlogik.

Aist eine logische Folgerung aus I
[-A
gdw
far alle Kripke-Strukturen K und jede Welt s von I gilt
wenn (K, s) =T dann auch (K,s) = A

A ist allgemeingultig wenn

NEA
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allgemeingultige Formeln

@ O(P - Q) — (OP — DQ)
@ (OPAOP— Q) —0OQ
@ (OPVDOQ)—O(PV Q)
@ (OPANDOQ) - OFPAQ)
@ OP — —-0O-P

@ O(PVvQ) ~ (OPVOQ)
@ O(PAQ)— (OPAOQ)

Gegenbeispiel zur Allgemeingultigkeit von
O(Pv Q) — (OPvVOQ):

OLR:

OB
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Relative Allgemeingultigkeit

Die Formel

A — A

ist nicht allgemeingultig.

Aber

far alle Kripke-Strukturen K = (S, R, I), so dal3 (S, R) eine
reflexive Relation ist gilt

K=EOA—A
allgemeingultige Formel Eigenschaft von R
OJA— A reflexiv
OA — OOA transitiv
A— O0A symmetrisch
O0OA — DA dicht

("R dicht" heiBt: fir alle Zustande x, z mit R(x, 2)
existiert ein Zustand y mit R(x, y) und R(y, 2).)

allgemeingultige Formel

Eigenschaft von R

Op—p
p—Op
U0p — Up
O0p — Op
Op — ¢0p
00p — Op
p — 00p
Ulp — Up
O0p — Op
O0p — Op
O0p < Op

reflexiv

reflexiv

reflexiv

reflexiv

reflexiv

transitiv

transitiv
symmetrisch
reflexiv und transitiv
reflexiv und transitiv
Aquivalenzrelation
Aquivalenzrelation
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Umkehrung dieser Art von Beziehungen:
Gilt far einen Kripke-Rahmen (S, R)

faralle /gilt (S,R, /) =E0A— A

dann ist
(S, R) reflexiv

Charakterisierungstheorie

Sei R eine Klasse von Kripke-Rahmen,
und F eine Formel der Modallogik.

F charakterisiert die Klasse R genau dann, wenn fur alle Kripke-
Rahmen (S, R) qilt

far alle / gilt (S, R, /) = F
gdw
(S,R) <R

Einige Charakterisierungsresultate:

Formel charakterisierte Eigenschatft
OA— A reflexiv

0OA — OOA transitiv

A — O0A symmetrisch

O0A — A dicht

OA — OA partiell funktional

OA — OA endlos
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Grenzen der Charakterisierungstheorie:

Konkretisierung

Sei ¢ eine Formel der Pradikatenlogik in der Signatur ¥ = {R}
und

Rs={(S.R) | (S.R) k= ¢}

Frage 1 Gibt es zu jedem ¢ eine modallogische Formel F,
so daf3 die Klasse der Rahmen R, charakterisiert?

Frage 2 Gibt es zu jeder modallogischen Formel F eine
pradikatenlogische Formel ¢, so dal3 R, mit der
Klasse der durch F charakterisierten Rahmen
zusammenfallt?

Antworten:
Antwort 1 Nein

Z.B. fur ¢ = Vx—=R(x, x) kann die Klasse R, nicht
durch eine modallogische Formel charakterisiert
werden

Antwort 2 Nein
Es gibt modallogische Formeln F, so dass die
durch F charakterisierten Rahmen nicht durch eine

pradikatenlogische Formel axiomatisiert werden
kdonnen.
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Entscheidbarkeit der Modallogik

Jede Menge I modallogischer Formeln, die Gberhaupt ein Mo-
dell hat,

hat auch ein Modell (S, R, /), so dass S endlich ist, wobei eine
obere Schranke flr die Grof3e von S aus [ berechnet werden
kann.

Korollar

Die modale Aussagenlogik K ist entscheidbar, d.h.

es gibt einen Algorithmus, der fir jede Formel A entscheidet, ob
A eine K-Tautologie ist oder nicht.

Informale Interpretationen der modallogischen
Operatoren:

OF

F ist notwendigerweise wahr

F ist zu jedem zukUnftigen Zeitpunkt wahr

Ein Agent a glaubt F

Ein Agent a weil3 F

Nach jeder Ausfiihrung des Programms p gilt F

Falls erforderlich schreibt man
O.F, UOpF, [alF oder [p]F

anstelle von OJF.
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OF = —|D—|F

F ist notwendigerweise wahr | F ist moglicherweise wahr

F ist zu jedem zuklinftigen
Zeitpunkt wahr

es gibt einen zukunftigen Zeitpunkt,
zu dem F wabhr ist.

Ein Agent a glaubt F

F ist konsistent mit den Aussagen,
die a fur wahr halt.

Ein Agent aweil3 F

a weil3 nicht, dal3 F falsch ist.

Nach jeder Ausfihrung des | Es gibt eine Ausfihrung des
Programmes p, nach der F wahr ist.

Programms p gilt F

Je nach Interpretation gelten unterschiedliche

Allgemeingultigkeiten:

)

]

I

m

]

<

L —

] L Q)

L ] < 1
(A BT
L L L s S
OF O o O = <
F ist notwendigerweise wahr | yes yes yes yes Yyes
F ist immer wahr no yes no yes ho
Ein Agent a glaubt F no yes yes Yyes Yyes
Ein Agent aweil3 F yes yes yes Yyes Yyes

Nach jeder Ausfihrung des

Programms p gilt F no N0 nho Yyes no
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Lineare temporale Logik
Spezialfall der Modallogik mit weiteren Operatoren

zunachst Formalisierung des Raumes der

maoglichen Zeitpunkte:

"Omega-Struktur"

Definition

Eine omega-Struktur R = (N, <,¢) fur eine aussagenlogische

Signatur P besteht aus der geordneten Menge der nattrlichen
Zahlen

(N, <)

interpretiert als Menge abstrakter Zeitpunkte und einer Funktion
£:N- 2P
mit der Intention

p € &(n) < in Rist pzum Zeitpunkt n wahr

¢n steht fUr das bei n beginnende Endstulick von ¢:

En(m) = £(n+ m) insbes. &y = ¢
Formeln der linearen temporalen Logik (LTL):

wie modallogische Formeln, es kommen die
Operatoren U ("until") (binar) und X (unar) hinzu.
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LTL-Formeln
Definiion ...
> eine Menge aller AL-Atome. LTLFor wird definiert durch

@ X C LTLFor

@ 1.0c LTLFor

@ Liegen A, B in LTLFor, dann auch alle aussagenlogischen

Kombinationen von A und B.

@ fUr A. B € LTLFor gilt auch

@ OAc LTLFor und
@ OBe< LTLFor und
@ AUBe LTLFor
@ XA

Die Symbole [, ¢, X und U heif3en temporale Modaloperato-
ren.

Semantik der LTL:

Sei R = (N, <, &) eine omega-Struktur und A eine LTL Formel.

EEPp gdw p e £(0) (pein AL Atom)

¢ = op(A, B) fir AL-Kombinationen op(A. B)
von A und B wie Ublich

¢EDOA gdw flralleneNgqilté, = A

£ = QA gdw esgibteinneNmit¢, = A

CEAUB gdw esgibt n € Nmit ¢, = B und
firalle mmit0O < m<ngilt{, EA
CEXA  gdw & A

Reduktion auf U und 1 ist moglich:

OA— 1UA
A < —(1U =A)
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Visualisierung der LTL-Semantik mit Zeitstrahl:

Szenarium fur LJA

-
A >
Szenarium fiir OA

>
A °
Szenarium fur A U B

>
B °
A

Zusatzliche Operatoren:

(=AU, B gdw  furalle ne Ngilté, = (AN —B) oder
es gibt n€ Nmit ¢, = B und
foralle mmit0 < m< ngilt{, =EA

(EEAVEB gdw ¢ = Bundfur alle n € N gilt
falls £, = —B dann gibt es ein m mit
O<m<nundénpE=EA

Visualisierung von V:

Szenarien fir AV B

B

R e
-B o
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allgemeingultige Aussagen in LTL:

@ AUB— (AU, B) A OB

@ AU, B~ AUBVOAA-B)

@ AVB— ~(-AU-B)

@ AUB-— (BV(AAX (AUB))

@ AVB— (BAAV(BAX(AV B))

Ein Beispiel:
Sei p ein aussagenlogisches Atom.
Gesucht ist eine LTL-Formel Azp, so daf3 flr jedes ¢ gilt

{FEAyp gdw  (nistgerade < p € {(n))

Agp :p/\X_!p/\D(pHXXP)
Erstaunlicherweise gibt es keine LTL-Formel A mit

(EA gdw  (nistgerade = p € £(n))

Anwendungsbeispiel:

REQUIREMENT: When a connection is made to the SMTP
server, all gqueued messages in the OutBox mail
will be transferred to the server.

REFINEMENT: Before QueuedMailSent, SMTPServerConnected

PATTERN: Existence

SCOPE: Before

A1ITERNATE: Global Precedence

PARAMETERS: Propositional

LTL: <>QueuedMailSent ->

(!'QueuedMailSent U SMTPServerConnected)

SOURCE: Jeff Isom \cite{isom:98}

DOMAIN: GUI
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Ausschnitte entnommen aus

Beckert (2010) und Schmitt (2008)

(genaue Quellenangaben siehe http: //www.uni-
forst.gwdg.de/~wkurth/£s10_lit.htm)
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