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Aussagenlogische Kalküle 
 
 
Ziel:  
mit Hilfe von schematischen Regeln sollen alle aus 
einer Formel logisch folgerbaren Formeln durch 
(prinzipiell syntaktische) Umformungen abgeleitet 
werden können. 
 
Derartige Systeme von "Beweisregeln" werden 
Kalküle genannt. 
 
 
 
Beispiel einer Beweisregel: 
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Definition für Beweisregeln, präzisiert: 
 

 
 
 
 
Ableitungen in einem Kalkül, abstrakt: 
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Was sollte ein Kalkül leisten können? 
 
Korrektheit:            M |– A  ⇒  M |= A 
Vollständigkeit:      M |= A  ⇒  M |– A 
 
Beispiel: 
 

Die Regeln des Hilbertkalküls 

 
 
Der Hilbertkalkül ist aber für das automatische 
Beweisen nicht so gut geeignet. 
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Der Resolutionskalkül 
 
wird verwendet, um die Unerfüllbarkeit einer 
endlichen Menge aussagenlogischer Formeln zu 
beweisen. 
 

 
 
 

 
 
Resolutionskalkül: beruht auf der schematischen, 
aussagenlogischen Schlussregel der Resolution. 
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Def. "Resolvente": 
 

 
 

 
  

- es sind keine logischen Axiome notwendig. 
 
Syntax: 
 

 

 

 
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Die Mengenschreibweise bringt Vorteile hinsichtlich der Ausnutzung der 
Assoziativität und Kommutativität von Konjunktion und Disjunktion. 
 

 
Semantik: 
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Die Regel: 
 

 
 
 

 
 
 
Beispiel: 
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Ein zweites Beispiel: 
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Korrektheit und Vollständigkeit: 
 

 
 
Beweisidee für die Vollständigkeit ("⇒"): 

 
 
Umformulierung des Theorems: 
 

 
 
 

 
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    Resolutionsgraph: 

     
 
 

 

 

 
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Das Ableiten der leeren Klausel aus einer Menge 
von Klauseln kann als Suchproblem aufgefasst 
werden. 
Es sind verschiedene Suchstrategien möglich, 
z.B.: 
- "linear": Die Resolvente ist jeweils wieder Eltern- 
   klausel im nächsten Schritt 
- "input resolution": eine der Elternklauseln ist 
   immer eine Eingabeklausel 
- "unit resolution": eine der Elternklauseln darf 
   nur ein Literal enthalten 
- "ordered resolution" 
- SLD-Resolution (s.u.) 
 
 
1-Resolution 
 

 
  
 
 

 
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Lineare Resolution 
 

 
          a1) für i = 1, ..., n gilt 
 

                   Ki–1             Bi–1 
 
 
                              Ki 
 

      
 

   

                     

 

 
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Input-Resolution 
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Die SLD-Resolution ist die Grundlage des 
logischen Schießens in der Programmiersprache 
Prolog. 
 
 
Vorgriff: Prolog-Syntax 
 
Tatsachenklauseln (atomare Formeln, "Fakten") 
werden in der Form   A:-.  oder  A.  eingegeben. 
 
Prozedurklauseln (Klauseln mit genau einem posi-
tiven und mindestens einem negativen Literal) 
werden in der Form 
 

A:-B1,B2,...,B
r
 

 

eingegeben. Dies bedeutet 
A ∨ ¬B1 ∨ ... ∨ ¬Br 

oder, gleichwertig: 
(B1 ∧ ... ∧ Br) → A . 
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Der Tableaukalkül 
 

 
 

 
 
Der Tableaukalkül verwendet eine Erweiterung der 
aussagenlogischen Formeln als Hilfskonstruktion: 
"Vorzeichenformeln" 
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2 Typen von Vorzeichenformeln: 
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Regeln des Tableaukalküls: 
 

 
 
Beachte: Disjunktionen führen zu Verzweigungen. 
 
Instanzen der α- und β-Regel: 
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Beispiel: 

 
 
es soll also gezeigt werden, dass die Formel eine 
Tautologie ist. Wir nehmen an, das ist nicht der 
Fall; d.h. sie kann bei geeigneter Interpretation 
falsch werden. Dies deuten wir durch Voranstellen 
der 0 an: 
 

 
 
alle Pfade führen zu Widersprüchen ⇒ ursprüngl. 
(nicht negierte) Formel ist Tautologie. 
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Determinismus von Kalkül und Regeln: 
 

 
 

Beachte: dieselbe Formel kann mehrfach (auf 
verschiedenen Ästen) verwendet werden. 
 
 
 
 
Formale Definition des Kalküls: 
 

 
Tableau: binärer Wurzelbaum, dessen Knoten mit 
Formeln markiert sind. 
 
Tableau-Ast: maximaler gerichteter Pfad in einem 
Tableau. 
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Satz (Korrektheit und Vollständigkeit des 
Tableaukalküls): 

 
 

Kern des Korrektheitsbeweises: 
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Kern des Vollständigkeitsbeweises: 
 

 
 

 
 
Beweis des Lemmas: 
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Sequenzenkalkül 
 
- Sequenzenkalküle spielen eine wichtige Rolle in 
der Beweistheorie 
 

- gehen zurück auf G. Gentzen 1935 
 

- haben nichts mit "Folgen" zu tun 
  (engl.: sequent, nicht sequence) 
 
Definition: 
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Semantik von Sequenzen: 
 

 
 
Axiome und Regeln des Kalküls: 
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(Fortsetzung:) 
 

 
 
Def. Ableitbarkeit: 
 

 
 
Satz (Korrektheit und Vollständigkeit): 
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Transformation vom Tableau-Kalkül in den 
Sequenzenkalkül: 
 

Beisp. eines Tableau-Beweises 
 

 
 

Seq.-Ableitung von : 
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Beweis in Baumdarstellung: 
 

 
 
 

Transformation von Tableau zu Sequenz: 
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Ausschnitte entnommen aus  
Beckert (2010), Görz (2010), Otto (2010) und Schmitt (2008) 

(genaue Quellenangaben siehe http://www.uni-
forst.gwdg.de/~wkurth/fs10_lit.htm)  

 


