4. Affine Abbildungen, homogene Koordinaten, Transformationen
Für die Grafik sind Abbildungen (Transformationen) von 2D- und 3D-Objekten für verschiedene Zwecke wichtig:
· Platzierung von (Standard-) Objekten in einer Szene

· Animation von Objekten (kontinuierliche Veränderung der Lage und Größe)

· interaktives Editieren (Drehen, Ändern der Größe, Spiegeln, Verzerren...)

Behandlung von Transformationen mittels vektorieller Geometrie (lineare Algebra)


[image: image80.png]Zusammenfassung

o Reduktion des gesamten Problems auf Multiplikation der Koordina-
ten mit einer zusammengesetzten Matrix, die aus der Spezifikation
der Kameraparameter gewonnen werden kann

o Zusatzlich dazu noch die Modelltransformationen

o — Transformation lokaler Koordinaten des Modells p in Bildschirm-
koordinaten p’ ist Matrixmultiplikation:

p' =NMp

mit der Normalisierungstransformation N und der zusammenge-
setzten Modell-Trannsformationsmatrix M




Viele wichtige Transformationen sind mathematisch lineare Abbildungen:

Eigenschaft:       f(cx+y) = c f(x) + f(y)

Eine lineare Abbildung ist vollständig bekannt, wenn die Bilder der Vektoren einer Basis bekannt sind (z.B. die Bilder der Standard-Basisvektoren 
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Darstellung der linearen Abb. f durch ihre zugehörige Matrix Mf:

in den Spalten von Mf stehen die Bilder der Standard-Basisvektoren unter f.

Allgemein besteht eine Matrix aus p(q Skalaren mij .


[image: image3.wmf])

(

1

,

1

1

,

1

0

,

1

1

.

1

11

10

1

,

0

01

00

ij

q

p

p

p

q

q

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

M

=

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

-

-

-

-

-

-

L

M

O

M

M

L

L


Anwendung einer linearen Abbildung f auf einen Vektor 
[image: image4.wmf]v
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 durch Multiplikation der Matrix Mf mit dem Vektor

(dabei Schreibweise des Vektors als Spaltenvektor und Multiplikation der Matrix von links an den Vektor):
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Nacheinander-Anwendung (Komposition) zweier linearer Abbildungen f ( g:    wende erst g an, dann f.

f ( g (x) = f(g(x))

Die Komposition wird beschrieben durch das Produkt der zugehörigen Matrizen:

Mf ( g = Mf ( Mg
mit 
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Beachte: Das Matrizenprodukt ist nichtkommutativ

               (d.h. i. allg. ist N(M ( M(N).

Lineare Abbildungen eines Vektorraums (z.B. des R2) in sich selbst heißen auch Endomorphismen. Darstellung durch n(n-Matrizen (n = Dimension des Vektorraumes).

Eindeutig umkehrbare (bijektive) Endomorphismen heißen Automorphismen. Ihnen entsprechen die regulären Matrizen:

f bijektiv  (  Mf regulär  (  det(Mf) ( 0

Die regulären n(n-Matrizen (bzw. die Automorphismen des Rn) bilden eine Gruppe, die allgemeine lineare Gruppe GL(n).

(math. Begriff der Gruppe: 

· Abgeschlossenheit gegenüber der Verknüpfungsoperation

· Assoziativgesetz   (MN)P = M(NP)

· Existenz eines neutralen Elements E:  EM = ME = M
     (hier die Einheitsmatrix 
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· zu jedem Element M Existenz eines Inversen M–1.)

Beispiele für bijektive lin. Abbildungen:

Drehungen um den Nullpunkt, zentrische Streckungen mit einem Faktor ( 0 vom Nullpunkt aus.
Beispiel für eine nicht-bijektive lin. Abb.: Projektion entlang der x-Achse auf die y-Achse.

Wichtiger Spezialfall der bijektiven lin. Abb.:

orthogonale Abbildungen.

Entsprechend: orthogonale Matrizen.

M orthogonal (  MT(M = E (d.h. die Transponierte ist die Inverse)
                      ( die Spaltenvektoren von M bilden eine

                           Orthonormalbasis (paarw. senkrecht u. Länge 1)
                      ( 
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 (Skalarprodukt-Invarianz)
                      ( 
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  (Längen-Invarianz)
Für alle orthogonalen Matrizen hat ferner die Determinante den Betrag 1.

(Die Umkehrung gilt nicht: Beispiel Scherungsmatrizen.)

Die orthogonalen n(n-Matrizen bilden eine Untergruppe von GL(n), die orthogonale Gruppe O(n).

Alle Elemente von O(n) mit Determinante +1 bilden wiederum eine Untergruppe von O(n), die spezielle orthogonale Gruppe SO(n).

Es gilt:

M ( SO(n) ( M ist Produkt einer geraden Anzahl von Spiegelungen (an Hyperebenen durch den Nullpunkt).

Beispiele:

· Drehungen um den Nullpunkt gehören zu SO(n).

· Spiegelungen an Geraden durch den Nullpunkt (im R2) bzw. an Ebenen durch den Nullpunkt (im R3) sind orthogonal, aber gehören nicht zu SO(n).

· Streckungen mit Streckfaktor c ( (1 sind nicht orthogonal.

Einschränkung: für jede lineare Abbildung f gilt 
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 (Nullpunkt ist Fixpunkt).

wichtige Transformationen, die nicht zu den linearen Abbildungen gehören:

Translationen (Verschiebungen).
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1

...;

;

1

;

0

(

R

mit

R

1

1

0

-

=

Î

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

Û

Î

-

n

i

v

v

v

v

v

v

i

n

n

M

r

r


Verschiebungen rechnerisch:

v' = t(v) = v + dt, 
d.h. Addition eines konstanten Vektors dt.

Affine Abbildungen:

alle Abbildungen a, die sich darstellen lassen als

a(v) = f(v) + d    mit einer linearen Abbildung f,

d.h. als Komposition einer linearen Abb. und einer Translation.
Es gilt: d = a(0), f(v) = a(v) – a(0)  
    ( f und d sind eindeutig bestimmt.

Beispiele:

· Drehungen um beliebige Punkte

· Streckungen mit beliebigen Streckzentren

· Schraubungen im R3
· Spiegelungen an beliebigen Geraden im R2 oder an beliebigen Ebenen im R3
· Parallelprojektionen auf beliebige Ebenen im R3
usw.

(lineare Abbildungen und Translationen als Spezialfälle mit enthalten!)

Die bijektiven affinen Abbildungen des Rn in sich bilden eine Gruppe, die affine Gruppe Aff(n).

Eine affine Abb. a heißt Bewegung oder Kongruenzabbildung, wenn ihre zugehörige lineare Abbildung f orthogonal ist,

und eigentliche Bewegung, wenn f sogar in SO(n) liegt.

Beispiele:

Drehungen, Schraubungen, Translationen: 
      eigentliche Bewegungen

Spiegelungen, Drehspiegelungen: 
      uneigentliche Bewegungen

Streckungen: keine Bewegungen, 
da f(v) = c(v nicht orthogonal (wenn |c|(1).

Bew(n): Gruppe der Bewegungen des Rn (= Untergruppe von Aff(n))

Bew+(n): Untergruppe der eigentlichen Bewegungen.

Eine Ähnlichkeitsabbildung ist eine affine Abb. a, die Abstände stets um einen festen Faktor c > 0 verändert:

d(a(u), a(v)) = c ( d(u, v).

Ähnlichkeitsabbildungen liegen "zwischen" den affinen Abbildungen und den Kongruenzabbildungen (Bewegungen)

(für Bewegungen ist c = 1).

Jede Ähnlichkeitsabb. hat die Form a(v) = c ( M ( v + d mit einer orthogonalen Matrix M und c > 0.

Ae(n): Gruppe der Ähnlichkeitsabb. des Rn.

Beispiele: Streckungen, Streckspiegelungen, Drehstreckungen.

Untergruppen-Diagramm:

[image: image11.jpg]GL(n)
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Man kann affine Abbildungen aus bestimmten Grundoperationen zusammensetzen

Beispiel: Drehung um einen beliebigen, vorgegebenen Punkt P im R2
· verschiebe den Drehpunkt in den Nullpunkt

· wende Drehung um den Nullpunkt an

· mache Verschiebung wieder rückgängig

[image: image18.png]


Man benötigt für Bewegungen im R2:

· alle Translationen

· Drehungen um den Nullpunkt um alle Winkel

· eine Spiegelung

im R3:

· alle Translationen

· Drehungen um die 3 Koordinatenachsen (alle Winkel)

· eine Spiegelung an einer Ebene

Die benötigten Winkel für die Drehungen um die Koordinaten​achsen (im R3) heißen auch die Euler-Winkel der Trans​formation.

Wichtige Grundoperationen im R2 sind somit:

(a) Translationen

[image: image19.png]Pivotpunkt P
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v' = v + d
(b) Drehungen (Rotationen)

[image: image20.png]



(  ist der Drehwinkel

Orientierung im math. positiven Sinne (gegen den Uhrzeiger​sinn)

Angabe manchmal auch in Bogenmaß: 

Winkel [Bogenmaß] = Winkel [Grad] (( / 180.

[image: image21.png]v'=Rgv where

[0059 —sin 9}
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(c) Spiegelungen

Spiegelung an der x-Achse: 

Vorzeichenwechsel in der y-Koordinate

also  
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Spiegelung an der y-Achse:

analog,  
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(d) Skalierungsoperationen

[image: image22.png]=




oft mit unterschiedlichen Skalierungsfaktoren in x- und in y-Richtung gebraucht (keine Kongruenzabb.!):

Proportionen und Winkel bleiben nur erhalten, wenn sx = sy
(dann liegt eine Ähnlichkeitsabb. vor)

andernfalls Verzerrung des abgebildeten Objekts:

[image: image23.png]v'=Sv where

and




Manchmal benötigt man auch

(e) Scherungen  (engl.: shear)

[image: image24.png]12 3 4 5 6 7 8 9 10




Scherungen sind flächenerhaltend, aber nicht orthogonal (Figuren werden verzerrt).

Matrix einer Scherung in x-Richtung: 
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für die y-Richtung analog.

Im R3 analoge Grundoperationen;

· anstelle der Spiegelung an Koordinatenachsen: Sp. an Koordinatenebenen (xy, xz, yz)

· anstelle der Drehung um den Nullpunkt: Drehungen um die Koordinatenachsen Rx,( , Ry,( , Rz,( 

Rückführung einer Drehung um eine beliebige Achse AB mit Winkel ( auf diese Grund-Drehungen:

	1.
	Translation der Achse um –A zum Nullpunkt
	T–A

	2.
	Rotation der Drehachse r in die yz-Ebene

(drehe um die y-Achse mit Winkel –()
	Ry,–(

	3.
	Rotiere die Drehachse auf die z-Achse

(drehe um die x-Achse mit Winkel ()
	Rx,(

	4.
	Rotiere um die z-Achse mit Winkel (
	Rz,(

	5.
	Invertiere Transformation von Schritt 3
	Rx,–(

	6.
	Invertiere Transformation von Schritt 2
	Ry,(

	[image: image25.png]P, (x,y) = B,(wx,wy,w), w#0
A S

P,(x,y)= P’Zd(i L)
ww



7.
	Invertiere Transformation von Schritt 1
	TA


Veranschaulichung der Schritte 2 und 3. r ist der Richtungsvektor der Rotationsachse, um die die Rotation erfolgen soll. Links: Drehung um die y-Achse, die r in die yz-Ebene dreht (Ergebnis r'). Rechts: Drehung von r' um die x-Achse, so dass er in Richtung der positiven z-Achse zeigt.
Die Winkel ( und ( lassen sich durch trigonometrische Beziehungen aus den Koordinaten von A und B berechnen.

Koordinatentransformationen

Oft muss man von einem Koordinatensystem in ein anderes umrechnen

Beispiel: 

Weltkoordinaten ( normierte Koordinaten ( Gerätekoord.

Koordinatentransformation: komplementär zur Transformation von Objekten

	Objekttransformation:
	Objekt ändert seine Lage (und evtl. seine Form)

Koordinatensystem bleibt fest

	Koordinatentransformation:
	Objekt bleibt fest

Koordinatensystem ändert seine Lage (u. evtl. seine Form)


rechnerisch selber Formalismus:

Multiplikation des Koordinatenvektors mit Transformationsmatrix, ggf. + Translationsanteil (wenn Ursprünge der Koordinatensysteme unterschiedlich)

wenn Translationsanteil entfällt:

Spalten der Matrix = Basisvektoren des alten Koordinaten​systems, ausgedrückt durch Koordinaten im neuen System

Unterschiede zu Objekttransformationen:

· Reihenfolge von Objektkonstruktion und Transformation vertauscht

· Änderung des Koordinatensystems beeinflusst alle nachfolgenden Konstruktionen

Homogene Koordinaten

Darstellung affiner Abbildungen und Koordinatentrans​formationen in der Form M(v+d macht Berechnungen schwerfällig.

Idee: alles in der Form M(v darstellen 

( bei Komposition von Transformationen nur noch Matrixmultiplikationen,

einheitliche Form aller affinen Abb.

dies wird erreicht durch Hinzunahme einer weiteren Koordinate
· aus (x, y) wird (x, y, 1)

· aus (x, y, z) wird (x, y, z, 1)

dafür werden Vektoren, die sich nur um einen festen Faktor w(0 unterscheiden, miteinander identifiziert (Klassenbildung).

"homogene Koordinaten"

[image: image26.png]W
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dem homogenen Vektor (x, y, w) entspricht der kartesische Vektor (x/w, y/w).

Jeder Punkt auf der Geraden durch den Nullpunkt und durch (x/w, y/w, 1) repräsentiert im homogenen Koordinatensystem denselben kartesischen Punkt (x, y) aus dem gewöhnlichen 2D-Koordinatensystem:
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In der Tat lassen sich nun die Translationen gleichwertig mit allen anderen affinen Abb. als Produkte "Matrix mal Vektor" berechnen:

Beispiel:

Verschiebe mittels homogener Koordinaten den Punkt (2; 3) um den Vektor (7; 5) und drehe anschließend das Ergebnis um 90° um den Ursprung.

T(7; 5):  
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, entspr. (9; 8)

R(90°):   sin 90° = 1, cos 90° = 0, somit
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zusammen:  v‘ = R(90°)(T(7;9)(v.

Analog im dreidimensionalen Fall:

vierte, homogenisierende Koordinate,

Darstellung der affinen Transformationen durch 4(4-Matrizen.
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Grund-Transformationen:
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Anwendung dieser Transformationen in Szenengraphen
3D-Szenen werden oft in gerichteten, azyklischen Graphen abgelegt, den sog. Szenengraphen, die z.B. durch Aufrufe einer Spezialbibliothek erzeugt werden.
Typisches Szenengraphen-Format (es gibt zahlreiche Varianten!):

· Graphische Primitive (grundlegende Objekte: Würfel, Kugel, Kegel etc.) mit default-Eigenschaften (Position am Koordi​natenursprung, Einheitsvolumen...) bilden Blattknoten des Graphen

· Attribute (Farbe, Textur etc.) und Transformationen sind eben​falls Knoten des Graphen und werden auf Objektknoten je nach deren Lage im Graphen angewandt.

Beispiel (aus vanDam 2001):

[image: image31.png]obj4
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im folgenden Szenengraphen beeinflusst Transformation t0 alle Objekte, 

aber t2 beeinflusst nur obj2 und eine Instanz von group3 (welche je eine Instanz von obj3 und obj4 enthält).

t2 wirkt nicht auf obj1 und auf die andere Instanz von group3.

[image: image32.png]An example:
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Transformationsknoten enthalten normalerweise mindestens eine Matrix (für homogene Koordinaten​darstellung), die die Transformation beschreibt; evtl. noch weitere Parameter.

Bestimmung der Komposition der Transformationsmatrizen (CTM: composite transformation matrix), die auf einen Objektknoten anzuwenden ist:

Multiplikation der Matrizen in den Transformationsknoten bei top-down-Durchlauf des Baumes

(Details abhängig vom Grafikpaket).

Beispiel (aus vanDam 2001):

[image: image33.png]O /7
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CTM(o1) = m1

CTM(o2) = m2 ( m3

CTM(o3) = m2 ( m4 ( m5

für einen Punkt v im Objekt o3 errechnet sich seine Position im Weltkoordinatensystem (gültig an der Wurzel des Baumes) als:

CTM(v = (m2 ( m4 ( m5) ( v.

Flächen werden in der Computergrafik oft zusammen mit Normalenvektoren abgespeichert (orthogonal zur Fläche stehender Vektor – Anwendung z.B. in der Beleuch​tungs​rechnung).
Vorsicht bei der Anwendung von Transformationen auf solchen Normalenvektoren!
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[image: image35.png]Die synthetische Kamera
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(Krömker 2001)

Betrachtungstransformationen (Viewing transformations)

In der Regel wird bei der Implementierung der Projektion in die Bildschirmebene auch das Clipping vorbereitet.

Anstelle der Projektion auf eine Ebene und einem Clippen in dieser Ebene transformiert man in ein kanonisches Sicht​volumen (Sichtkörper, i.allg. ein Quader) und clippt an dessen Seitenflächen.

Dann: Projektion in Ebene auf einheitliche Weise.

Im Folgenden Darstellung nach van Dam (2001) und Schlechtweg (2001).

Zugrundegelegtes Modell bei der Berechnung des sichtbaren Bereichs:

[image: image36.png]Transformation von Normalen

¢ Matrizen kénnen Punkte, Linien, Polygone,
... transformieren
¢ Vorsicht bei Normalen!

0,5 entlang der x-Achse
& falsch richtig

OO X





Der Kamera wird (in einer bestimmten Position und Blickrichtung) ein "Sichtkörper" zugeordnet.

[image: image37.png]Wird eine Matrix M benutzt um Geometrie zu
transformieren, dann missen zugehdorige
Flachennormalen mit

transformiert werden.

Hier ohne Beweis angegeben, siehe z.B.
Turkowski’s Beitrag in Graphics Gems,
A. Glassner (Edt.)





[image: image38.png]Der Sichtkérper

e engl.: view volume

o Sichtksrper enthilt alles, was vom COP (oder DOP) aus sichtbar
ist (=was die Kamera sieht)

e normalerweise ein Kreiskegel — teure Berechnungen, insbesondere
beim Clipping von Objekten gegen eine Kegelflache

e Approximation durch Pyramide(nstumpf)
— die Ausgabe ist sowieso rechteckig
— Clipping durch Ldsen eines linearen Gleichungssystems

o Pyramide(nstumpf) = view frustum




[image: image39.png]Vereinfachtes Kameramodell
Sechs Parameter zur Spezifikation der Kamera

. Position der Kamera

. (Blick-)Richtung der Kamera

. Orientierung der Kamera

. Seitenverhiltnis des zu erzeugenden Bildes
. Offnungswinkel

. near clipping plane und far clipping plane

N o oW

. optional: Brennweite



[image: image40.png]Sichtkérper fiir dieses Modell

Orlentiorung der Kamera

Blickriohtung
>

near clipping pl
far clipping plane



[image: image41.png]Kameraposition

e analog zur Entscheidung eines Photographen, wo die Kamera
aufgestellt wird

o Spezifikation durch einen Punkt in 3D




[image: image42.png]Orientierung der Kamera

Spezifikation durch zwei Angaben

o Blickrichtung

— Angabe eines Zielpunktes,

Berechnung der Richtung aus Zielpunkt — Position
— Richtung, in die die Kamera ,,schaut”
— Spezifikation durch einen Vektor in 3D

e up vector

— bestimmt die Rotation der Kamera um die Blickrichtung

— Projektion des up vectors muB in der Ebene senkrecht zur Blick-
richtung liegen, d.h. Blickrichtung und up vector diirfen nicht
kollinear sein




[image: image43.png]Seitenverhiltnis

e engl.: aspect ratio
e analog zum Seitenverhiltnis des Films in der Photographie

o Verhiltnis von Breite zu Hohe

fiir quadratische Bilder: 1: 1

Kinofilme: 2 : 1

Fernsehen: 4: 3

HDTV: 16: 9




[image: image44.png]Offnungswinkel

o analog zur Auswahl des Objektivs beim Photographieren

o bestimmt die Stirke der perspektivischen Verzerrung

— keine Verzerrung — Paralleprojektion
— sehr starke Verzerrung — Weitwinkellinsen

eigentlich zwei Offnungswinkel im view frustum: horizontal und
vertikal

sollten iibereinstimmen (Spezifikation eines Winkels, der andere
kann aus Seitenverhiltnis berechnet werden)



[image: image45.png]Clipping planes

o Raum zwischen near clipping plane und far clipping plane bestimmt,
was die Kamera sieht

o Position der Ebenen durch Entfernungen entlang der Blickrichtung
festgelegt

o Objekte auBerhalb dieser Ebenen werden nicht gezeichnet

o diese Ebenen schneidende Objekte miissen geclippt werden




[image: image46.png]Griinde fiir die Verwendung der Clipping planes

o near clipping plane

— Objekte zu nah an der Kamera sollen nicht dargestellt werden,
da:
+ Sicht auf Rest der Szene blockiert wiirde
+ zu starke Verzerrung

— Objekte hinter der Kamera sollen nicht dargestellt werden

o far clipping plane

— Objekte zu weit von der Kamera entfernt sollen nicht dargestellt
werden, da sie visuell nicht signifikant (kaum erkennbar) sind,
aber in die Berechnungen einbezogen werden miissen




Welche Transformation ist rechnerisch anzuwenden, um die Betrachtungstransformation (Abbildung in den Bildschirmausschnitt) durchzuführen?

Ziel: Herleitung einer Transformationsmatrix (für Objektdarstellung in homogenen Koordinaten)

[image: image47.png]Kameramodell . . .

o ... kann Sichtkérper fiir folgende Projektionen erstellen:

— perspektivische Projektion mit positivem Offnungswinkel
— Parallelprojektion (Offnungswinkel ist Null)

e ... kann nicht fiir schrige Projektionen verwendet werden




[image: image48.png]o Vorgehensweise:

— Der kanonische Sichtkarper

— Spezifikation des Sichtkdrpers (bereits behandelt)

— Transformation des spezifizierten Sichtkdrpers in den kanonischen
Sichtkarper

— Projektion und Clipping an diesem kanonischen Sichtkdrper




[image: image49.png]Sichtkorper fiir perspektivische Projektionen





[image: image50.png]Sichtkérper fiir Parallelprojektionen





[image: image51.png]Spezfifkation einer beliebigen 3D-Ansicht

o Plazierung des Sichtkérpers spezifiziert durch:
— Position (COP)
— Orientierung (Blickrichtung, up vector)
o Form des Sichtkdrpers spezifiziert durch
— Offnungswinkel
— near clipping plane, far clipping plane
o perspektivische Projektion: Projektionsstrahlen schneiden sich im
CoP

o Parallelprojektion: Projektionsstrahlen parallel zur DOP, schneiden
sich nie



[image: image52.png]Koordinatensysteme

o Weltkoordinaten — Definition des Modells, der Kameraparameter
o View-Referenz-Koordinaten (Kamerakoordinaten) — Ursprung im
COP, Achsen rotiert je nach Orientierung der Kamera

up}




[image: image53.png]Der kanonische Sichtkérper

o beliebiger Sichtkérper zu komplex (Clipping und Projektion)
o Bilderzeugung einfacher vom kanonischen Sichtkdrper aus:
— Parallelprojektion

— Kamera im Ursprung (Position: (0,0.0))
— Sicht entlang der negativen z-Achse (look vector: (0.0.—1))
— aufrecht orientiert (up vector: (0,1,0))

— Ausdehnung der Bildebene zwischen —1 und 1 in 2 und y
o fiir perspektivische Projektion ein zusitzlicher Schritt: Unwandlung
des perspektivischen Sichtkérpers in den der Parallelprojektion




Normalisierungstransformation

Ziel: Transformation eines beliebigen Sichtkörpers in den kanonischen Sichtkörper

· für Parallelprojektion: Ähnlichkeitstransformation (aus Translation, Rotation und Skalierungen zusammengesetzt)

· für perspektivische Projektion: zusätzlich eine Transformation, die keine Ähnlichkeitsabb. ist (Verzerrung des Sichtkörpers Pyramidenstumpf ( Quader)

· gesamte Transformation kann durch eine 4(4-Matrix (für homogene Koordinaten) ausgedrückt werden

· Clipping wird danach einfach (Clipping-Ebenen sind achsenparallel)

· Projektion wird einfach (nur noch Wegfall der z-Koordinate).

[image: image54.png]



[image: image55.png]Normalisierung

o Problem der Berechung der Projektion wurde reduziert auf das
Problem der Bestimmung einer korrekten Normalisierungstransfor-
mation

o Schwierigkeit: Bestimmen der Rotationskomponente der Normali-
sierungstransformation — Aber: einfacher, die Inverse dieser Rota-
tion zu finden

e Umweg: Suche nach der Inversen der Rotationskomponente der
Normalisierungstransformation — viewing transformation (transfor-
miert den kanonischen Sichtkérper in einen beliebigen Sichtkdrper)




nächster Schritt: Rotation

Die gesuchte Rotationsmatrix M soll die Basisvektoren der Weltkoordinaten x, y, z in die Basis des Kamera-Koordinatensystems überführen

die inverse Matrix ist einfach zu beschreiben: sie enthält die Basisvektoren des Kamera-Koordinatensystems (dargestellt in Weltkoordinaten) als Spaltenvektoren! (siehe Koordinatentransformationen im letzten Kapitel).

wir nutzen nun aus: M ist orthogonal (als Matrix einer Bewegung) ( M–1 = MT, die Inverse stimmt mit der Transponierten überein (und ist damit ganz einfach zu bestimmen)!

[image: image56.png]Viewing Transformation

o wir kennen Position (COP), Blickrichtung und up vector

o Herleitung einer affinen Transformation, die den kanonischen
Sichtkdrper so verschiebt und rotiert, daB er mit dem gegebe-
nen Sichtkérper iibereinstimmt (zunichst ohne Skalierung)

o Translation einfach: Verschiebung des Ursprungs zum COP:

100 zcop

010 yeor (1)
001 zcop

000 1

Toop =




[image: image57.png]Rotationsmatrizen transformieren die paarweise senkrecht zuein-
ander stehenden Einheitsvektoren ¢1,¢2 und €3 in neue paarweise
senkrecht zueinander stehenden Einheitsvektoren v, vy und vs.
Weltkoordinatenachsen 2,y und z: ey, ey und e3
Kamarakoordinatenachsen wu, v und n: vy, vy und v3

gesucht: Matrix fiir die Transformation (u,v,n) — (2,y, 2)
gefunden: Matrix A fiir Transformation (x.y,2) — (u,v,n)

— Matrix M" transformiert (u,v.n) nach (x.y. ), Zeilen dieser
Matrix sind . v und n

— neues Problem: Bestimmen von u. v und n aus COP, Blickrich-
tung und up vector





[image: image58.png]Bestimmen von u,v und n

e Vom kanonischen Sichtkérper bekannt:
— COP liegt im Ursprung (0,0,0)
— Blickrichtung zeigt entlang der negativen z-Achse
— up vector zeigt entlang der y-Achse
e viewing transformation transformiert die (x,y,z)-Achsen in die
(u, v, n)-Achsen des gegebenen Sichtkérpers
o daher folgende Eigenschaften der (u, v, n)-Achsen:
— gegebene Blickrichtung zeigt entlang der negativen n-Achse
— Projektion des up vectors in die Ebene senkrecht zur n-Achse
zeigt entlang der v-Achse




[image: image59.png]Bestimmen von »
Die Berechnung von n ist relativ einfach.
o Blickrichtung liegt im kanonischen Sichtkdrper entlang der z-Achse

o = wird auf n abgebildet

o 1 ist ein normalisierter Vektor, der in die entgegengesetzte Richtung
der gegebenen Blickrichtung zeigt

—Look

n=-—-s (8)

(| Cook|




[image: image60.png]Bestimmen von v

o auf den ersten Blick: v sollte mit up vector iibereinstimmen

o im kanonischen Sichtkdrper: up vector entlang der y-Achse recht-
winklig zur Blickrichtung

o Aber: im gegebenen Sichtkdrper up vector und Blickrichtung
miissen nicht senkrecht zueinander sein

o — v muB rechtwinklig zu n ,,gemacht werden*

o Subtraktion des Anteils vom up vector, der entlang der Blickrich-
tung liegt.

o dieser Anteil entspricht dem Skalarprodukt zwischen up vector und
Blickrichtung

T~ Cook(ok - Tp)

- L 9
10D — Look(Look - Up)|| ©)




[image: image61.png]Bestimmen von u

o Bestimmung von u jetzt einfach

e u muB senkrecht zu v und n stehen, da alle drei zusammen die
Basis des Koordinatensystems bilden

o fiir rechtshindige Koordinatensysteme: Kreuzprodukt zwischen v
und n
v X n

o xal

(10)




Damit sind die Komponenten der Viewing-Transformation vollständig bekannt.

Dazu inverse Transformation: Normalisierungstransformation, bildet den gegebenen Sichtkörper auf den kanonischen ab.

[image: image62.png]Bestimmen von u, v und n

Zusammenfassung:

—Look

[ Look||

Up — Look(Look - Up)
[lUp — Look(Look - Up)||
v X n

[lo x n||




[image: image63.png]Transformation in den kanonischen Sichtkérper

das Problem fiir Parallelprojektionen:

Gegeben sei die Spezifikation einer Parallelprojektion und eine
Menge von Objektpunkten. Wir nutzen die Normalisierungstrans-
formation, um den Sichtkdrper zu transformieren, dann erfolgt das
Clipping und dann die Projektion (ignorieren der z-Koordinate).

das Problem fiir perspektivische Projektionen:

Transformation in eine Standard-Spezifikation fiir eine Parallel-
projektion und dann ein zusatzlicher Schritt: Transformation des
perspektivischen Sichtkdrpers in einen parallelen, dann Clipping
und Projektion




[image: image64.png]Der Standard-Sichtkorper

(-1,1,0) {1:1-1)

near clipping plane far clipping plane
wird nach z=0 transformiert wird nach z=-1 transformiert




[image: image65.png]Schrittweises Vorgehen

Jeder Schritt wird durch eine Transformationsmatrix reprisentiert —
Komposition dieser Matrizen beschreibt die gesamte Transformation

o Parallelprojektion:
— Verschiebe Kamera in den Ursprung

— Transformiere Ansicht, daB (u,v.n) mit (2.y, 2) iibereinstimmt

— Skalierung, daB Sichtksrper zwischen —1 und 1 in 2- und y-
Richtung, far clipping plane bei = = —1 und near clipping plane
bei = = 0 liegen

o perspektivische Projektion
— gleiche Schritte wie oben, zusitzlich
— Verzerre Pyramidenstumpf zum Quader, um perspektivische Ver-
zerrung zu erreichen




[image: image66.png]Schritt 1
Transformation der Kamera in den Ursprung:

o gesucht: Matrix, die (zcop. ycop. zcop) nach (0,0,0) verschiebt
o Losung: (t,.t,.t.) = (—zcop. —Ycop. —Zcop)

100 —zcop
010 —ycop
001 —zcop
000 1

T(—COP) =

o Multiplikation aller Szenenkoordinaten p mit 7'(—COP)

p'=1T(-COP)p




[image: image67.png]Momentane Situation:

COP liegt jetzt im Ursprung

-~
Blickrichtung



[image: image68.png]Schritt 2
Rotation und Angleichung an das Weltkoordinatensystem:

o vorher besprochen: view transformation matrix mit den Spalten
u,v und n rotiert die 2,y und z-Achsen in die w, v und n-Achsen

o Anwendung der inversen (transponierten) Matrix auf die Szene,
d.h. eine Matrix mit den Zeilen u,v und n rotiert die Achsen u, v
und 7 in die Achsen 2,y und =

o Multiplikation aller Szenenkoordinaten p mit der zusammengesetz-
ten Transformationsmatrix M7 (—COP):

P =M"T(—COP)p




[image: image69.png]Momentane Situation:

COP liegt im Ursprung, (u.v,n) an (x,y. z) ausgerichtet

Blickrichtung




[image: image17.png]e Ansicht von oben (entlang der negativen y-Achse):

1.0-1)

"4(1,0,41)

e Skalierung gesucht, so daB 6,, = 90°

e Skalierungsfaktor: 1/ (tan%) = cot &

e genauso fiir y (dann mit Winkel 6y,)




[image: image70.png]Schritt 3
Skalierung der Clipping planes

o Proportionen des Sichtkdrpers miissen normalisiert werden: Skalie-
rung

o Eckpunkte der far clipping plane — (+1,+1,—1)

o Vektoren vom Ursprung zu den Eckpunkten der far clipping plane
miissen einen Winkel von 45° mit der - und y-Achse einschlieBen

o Erreicht durch Skalierung in 2 und y




Die relativen Proportionen des Sichtkörpers sind jetzt korrekt.

Aber: far clipping plane noch nicht auf z = –1 normiert.

Abstand vom Projektionszentrum (COP) zur far clipping plane ist immer noch far.

[image: image71.png]e Transformationsmatrix:

cotly 0 00

o 0 cot? 00
e 0 0 10
0 0 01

o Multiplikation aller Szenenkoordinaten p mit der zusammengesetz-
ten Transformationsmatrix AS‘_,.HA\[TT(fCOP\):

P =S,y MTT(~COP)p




[image: image72.png]¢ uniforme Skalierung mit folgender Matrix:

0 0 ¢
. ! PP
Sy <i> R
: far 0 0 or 0
0 0




[image: image73.png]Momentane Situation:

e far clipping plane bei z = —1

e near clpping plane bei z = —k mit £ >0




[image: image74.png]Ergebnis

o Normalisierungstransformation fiir den kanonischen perspektivi-
schen Sichtkdrper ist die zusammengesetzte Matrix:

1 :
Seyz | 7= ) Seyd —C(
8 ,,(1“) JMTT(=COP)

o exakt gleiche Vorgehensweise zur Transformation des parallelen
Sichtkarpers in den kanonischen



darin ist k = near / far.

[image: image75.png]o Jetzt: Transformation der Punkte im Standard-Sichtkérper fiir
perspektivische Projektionen zwischen —k und —1 in den Standard-
Sichtkarper fiir Parallelprojektionen

o fiir den z-Buffer-Algorithmus noch Transformation der Szene nach
0<z<1

o Transformationsmatrix (0 < &k < 1):




(HSR = hidden surface removal, Entfernen verdeckter Kanten – siehe später in der Vorlesung)

[image: image76.png]11

Die perspektivische Transformation erzeugt die
zerrung bevor der eigentlichen (Parallel-)Projek

1.1

perspektivische Ver-
ion. Der Unterschied

zwischen der perspektivischen Transformation und einer perspektivi-
schen Projektion besteht darin, daB erstere auch die z-Koordinate

transformiert und keine Projektion durchfiihrt.
belibt erhalten — wichtig fir HSR.

D.h. die 2-Ordnung




[image: image77.png]Endergebnis

endgiiltige Transformation:

! 1Y o .
p' = DS,,- <7> S, MTT(—COP)p

far

Die Matrizen D, Suy- () . Suy, M7, T(—COP) kénnen alle be-

rechnet werden, wenn die Kameraparameter bekannt sind.

Erzeugen einer zusammengesetzten Transformationsmatrix, mit der
alle Szenenkoordinaten multipliziert werden, um diese von Weltko-
ordinaten in den Standard-Sichtkérper fiir Parallelprojektionen zu
tiberfiihren.




es kann eine Variante des Cohen-Sutherland-Algorithmus angewandt werden:

6-Bit-Binärcode anstatt 4-Bit im planaren Fall

Bit 5: gesetzt für Punkte (x, y, z) oberhalb des Sichtvolumens

Bit 4: unterhalb

Bit 3: rechts

Bit 2: links

Bit 1: hinter dem Sichtvolumen

Bit 0: vor dem Sichtvolumen

damit dann analoge Oder- und Und-Abfrage wie im planaren Cohen-Sutherland-Algorithmus. (Vgl. Rauber 1993, S. 147 f.)
[image: image78.png]Clipping

o Transformierte Szene paBt in einen Quader nahe des Koordina-
tenursprungs

e noch notwendig:  Clipping der Szene gegen die Seiten des
Sichtkarpers

o normalisierter Sichtkdrper mit folgender Ausdehnung:

—1< x <1
=y =1
0< 2 <1
o Clipping ist jetzt sehr einfach!!! 2- und y-Komponenten gegen +1

testen, z-Komponenten gegen O und 1




[image: image79.png]Projektion

o Projektion in die 2:y-Ebene durch ,,Weglassen" der z-Koordinate
o dabei Mapping auf (Pixel-)Koordinaten des Bildschirms

o Seien (2.y.z) Koordinaten nach Normalisierungstransformation
und Clipping, dann ergeben sich die Screen-Koordinaten (2/.y’)
aus:

LW
r = L7[.1+1)

H
Yy lex/ + l)J

mit 1 als Bildschirmbreite und H als Bildschirmhshe
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