6. Modelle fir Kurven

erster Ansatz: Kurve durch Polygon approximieren

T

Polygone sind stuckweise lineare Approximationen fur
Kurven bzw. Flachen

Nachteile:

e hohe Zahl von Eckpunkten flr genaue Reprasentation
erforderlich

¢ interaktive Manipulation schwierig

Suche nach kompakteren und einfacher manipulierbaren
Reprasentationen

= "Freiformflachen", -kurven
insbesondere:
stickweise polynomiale Kurven bzw. Flachen

Geschichtlicher Hintergrund:

e ab ca. 1958 Anwendungen von Freiformflachen im
CAD-Bereich, insbes. im Automobil-Karosseriebau

e Pierre Bézier (Renault): parametrische
Reprasentation auf der Basis von Bernstein-
Polynomen: System UNISURF

e P. de Casteljau (Citroen)



Exkurs:
Welche Reprasentationen von Kurven und Flachen gibt
es?

Formen der Darstellung von Kurven oder
Flachen:
n explizit
m implizit
= Parametrisch

Kurze Diskussion am Beispiel der Kurven:

Explizite Darstellung

oy =1f(x)
¢ Bsp.: y=Ax =y

¢ Probleme:

m FUr ein x darf es nur einen y Wert geben
(Probleme z.B. ist ein Kreis nicht geschlossen
darstellbar)

s Beschreibung nicht invariant gegentiber Rotationen

s Keine Kurven mit (echt) vertikalen Tangenten moglich
(impliziert unendliche Steigung)

(Krémker)



Implizite Darstellung
¢f(x,y)=0
eBsp.: x'-2x*+x-y*=0

¢ Probleme:

m Gleichung kann mehr Lésungen als gewollt
haben, was zur Notwendigkeit von
Randbedingungen flhrt

m Richtung der Tangente ist schwer zu ermitteln

Parametrische Darstellung

e QM) = (x(), y(®))
e Bsp.: O)=(".,r —1)

¢ Vortelile:
m Keine Mehrdeutigkeiten

m Geometrische Steigungen (potentiell unendlich)
werden durch Tangentenvektoren (niemals unendlich)
ersetzt

m |Invarianz gegenuUber Rotationen

¢ Wir verwenden daher im folgenden nur die
parametrische Darstellung
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Parametrische Kurven sind i.d.R.
m (ganz rationale) Polynome
m gebrochen rationale Polynome

n-ten Grades (n: hochster auftretender Exponent),
z.B.

Q(u) = p, + pu+ pu’ +...+ p,u”

In der CG werden ganz Uberwiegend kubische
(also k=3) Reprasentationen genutzt:

Definition einer 3D-Kurve durch stiickweise Spezifikation dreier
kubischer Polynome x(1), y(f), z(f) mit dem Parameter t.

e Definition eines Kurvensegmentes Q(t) = [x(t) y(t) z(1)] durch

(t € [0.1]):

w(t) = a,t* + b t> 4+ et +d,
y(t) = (1”1‘.3 + hy?‘.g +c,t+d,
2t) = a P+ bt + et +d.

e andere Reprasentation: Q1) = [x(t) y(t) z(t)] =1 - C' mit:
a, a, a.
o= o und T =[t" 17t 1]
d, d, u’



Typen der Darstellung von Kurven
(und Flachen)

¢ Exakte Darstellung
m Jeder Punkt ist durch eine Formel definiert

m Problem: Formel ist meist nicht bekannt oder zu
komplex

¢ Interpolatorische Darstellung
m Kurve ist durch Stilitzstellenbedingungen beschrieben
m Kurve ist an den Stiitzstellen determiniert

& Approximative Darstellung
m Kurve ist durch Stltzstellenbedingungen beschrieben
m Kurve ist an den Stitzstellen nicht determiniert

Polynom-Interpolation:

m Gesucht sind die Koeffizienten eines Polynoms P(t)
derart, daf® P(t;) = P, fir alle Stitzpunkte P, gilt

m FUr n+1 paarweise verschiedene Stutzpunkte gibt es

genau ein Polynom vom Grad n, das die obige
Bedingung erfullt

s Nachteil: Berechnung der Koeffizienten ist aufwendig

s Nachteil: Anderung eines Stiitzpunktes bedingt
Neuberechnung aller Koeffizienten



Durchflhrung der Polynom-Interpolation:

Eine mittels der Stlitzpunkte gewichtete Summe von
sog. Lagrange-Polynomen liefert genau das Polynom,
das durch alle P;verlauft (Lagrange-Interpolation):

0= B 1,01

(P, : gegebene Punkte, ¢, :entspr. Stiitzstellen, i =0,1,...,n)

4 ,
mit L, (=] [—=.

Die Lagrange-Polynome L, ;(f) haben die Eigenschaft,
an der Stutzstelle t;den Wert 1 zu liefern und an allen
anderen Stutzstellen O:

L;(t)

tO' t‘l' til | | tn

e bei Hinzufligen eines weiteren Stltzpunktes missen alle
Koeffizienten neu berechnet werden

e "globales Verfahren": bei einer lokalen Anderung, z.B. eines
einzelnen Stiitzpunktes, kann sich die Gestalt der ganzen
Kurve andern

e genereller Nachteil der Interpolation mit Polynomen héheren
Grades: Oszillationen



Beispiel: Interpolation des Funktionsgraphen von y = 1/(1+x°)
zwischen -5 und 5

Polynom 4. Grades

-5 0 1 5 X

Polynom 7. Grades



Polynom 14. Grades

e weiterer Nachteil: bei der Interpolation durch ein Polynom n-
ten Grades weicht die Tangente stellenweise stark von der
Tangente der darzustellenden Kurve ab

Abhilfe far den letzten Punki:

man gibt neben den Stltzpunkten auch die ersten m
Ableitungen an den Stitzpunkten vor und wahlt das Polynom
so, dass auch diese ubereinstimmen.

fir einzelnes Kurvensegment:

gegeben: P, P1¥ (k=0; 1; ...; m) (Werte der Ableitungen an
den beiden Stitzstellen).

Der Parameterbereich sei [y, 1] (f < t).

Ansatz flr dieses Segment:

0 =33 PYH (). 1elt.]

i=0 k=0
darin sind die H;(t) die sog. Hermite-Interpolationspolynome
vom Grad 2m+1.



Das folgende Diagramm zeigt die Hermite-Polynome vom Grad 3 Gber
dem Intervall [0; 1] (hier mit O; 1; 2; 3 indiziert, entspr. Hy o, Ho 1, H1 1,
Hi 0):

I~ K

H31

2

Durch die Vorgabe der Ableitungen, insbes. der ersten
Ableitung (Tangentenvektor), kann der Kurvenverlauf besser
gesteuert werden als allein durch die Positionen an den

Stitzstellen:
b> Qm'yﬁ mo F% F:;
R ™
[} l"'ll
™My
My
|P m, B ) R
a

R
ml

a) Variation der Lange des Tangentenvektors im Anfangspunkt des

Kurvensegments
b) die Richtungen der beiden Tangenten in den Endpunkten werden

variiert



zur Vermeidung von Oszillationen und globalen
Auswirkungen bei lokalen Anderungen:

Zerlegung in Teilintervalle mit verschiedenen, nur
begrenzt voneinander abhangigen Interpolationskurven

— ldee der Spline-Kurven

Splines

spline (engl.): dinner Stab, von Schiffsbauern benutzt,
um die richtige Form der "stringer" zu konstruieren
(Planken, die in Schiffs-Langsrichtung quer zu den
Spanten angebracht werden und die AuBenwand des
Rumpfes bilden)

Entspr. deutsches Wort: "Straklatte”,

daher in der alteren dt. Lit. fir Splinefunktionen z.T. auch
"Strakfunktionen".

Seienfy,...,t,e R ty<ty<...<t,, Funktion S def. auf
[t05 tn]

Def.:

S heiBBt Splinefunktion der Ordnung k (oder vom Grad k—
1), wenn gilt:

(1) Sist in jedem Teilintervall [t, t 1] ein Polynom

vom Grad k1.

(2) S und die Ableitungen S™, m=1; ...; k-2, sind stetig
auf [t, t).

S heiBt Sub-Splinefunktion, wenn (1) gilt, S stetig ist, (2)
aber nicht gilt.

Kubische Splines

k = 4, also Polynomsegmente vom Grad 3, zweimal
stetig differenzierbar.



Eine kubische Splinefunktion beschreibt ndherungsweise die
Biegelinie eines diinnen Stabes durch eine vorgegebene Reihe
von festen Stltzhaken.

(L6sung d. Euler-Lagrange-Gleichung, Variationsrechnung, s. Hoschek &
Lasser 1992)

Kubische Splines benutzen auf den Teilintervallen Hermite-

Interpolationspolynome vom Grad 3 = 2m+1 (m=1).

Gegeben: n+1 Punkte P\% , r=0;...;n (n> 0);
Stutzstellen a = h<ti<b<..<flh= b.

Auf dem Teilintervall [t,, t..1]: Hermite-Interpolation 3. Grades

r+l1

Q,(t)= ZZ PY-H, (t) =(:%61) M, (t€lt,.1,,,])

i=r k=0
darin ist My die sog Hermite-Matrix (4,3-Matrix)
(beachte: die P werden hier als Zeilenvektoren interpretiert!)
My ist unabhangig von t.

Die Berechnung von My erfolgt durch Einsetzen von f, und t.+ in
die obige Gleichung und in die einmal differenzierte Version der
obigen Gleichung.

Daraus lassen sich die Hermite-Polynome, und damit die
Splinefunktion, berechnen.

Eine explizite Vorgabe der 1. Ableitungen auch in den

inneren Stltzstellen ist i. allg. nicht sinnvoll

o fordere stattdessen: Stetigkeit der 1. Ableitung (siehe
Def. der Spline-Funktionen)

2n Werte bislang unbestimmt (fir jedes Segment die 1. Ablei-
tungen in den beiden Endpunkten)

Stetigkeitsforderung liefert n—1 weitere Bedingungen

= n+1 Koeffizienten immer noch unbestimmt



fordere zusatzlich die Stetigkeit der 2. Ableitung
liefert n—1 weitere Bedingungen
= 2 Koeffizienten immer noch unbestimmt

man gibt die 1. Ableitung in den Endpunkten vor

To

U
-0
e
wy
+0

= liefert Bestimmungsgleichungen fir die restlichen 2
Koeffizienten

Berechnung der Koeffizienten fur die kubischen
Polynome in den Teilintervallen lauft auf Losen eines lin.
Gleichungssystems heraus!

Zusammenfassung zur stiickweisen Polynom-Interpolation
(gilt entsprechend auch flr Approximationsansatze):

m Gradn=1:
Polygonzug, unstetige Steigungen an den Eckpunkten
m Grad n = 2:
In 3D kénnen nur planare Kurven erhalten werden
(d.h. Kurve liegt immer in einer Ebene)
s Grad n = 3 (Ubliche Wahl)

Die vier Koeffizienten konnen z.B. durch Startpunkt,
Endpunkt, Tangente am Startpunkt, Tangente am
Endpunkt gegeben werden

m Grad n > 3;

Rechenaufwendig, nur in speziellen Anwendungen
— benutzt



Allgemeine Darstellung fiir k=3
k
Q(u)= > pb,(u)
i=0

mit b;(u): Basisfunktionen
p, : Kontrollpunkte

P,
Q(u) = [x(u) y(u) Z(u)] = [u* u? u 1]-M-| 3

///i

Parametervektor Basismatrix Gemme_trie\_fektor

"\+/' (Kontrollpunkte)

Blendingfunktionen

¢ Der erste Faktor ist der Parametervektor U

¢ Der zweite Faktor, die 4x4 Matrix M heil3t
Basismatrix

¢ Der dritte Faktor heil3t Geometrievektor G, die
G, sind geometrische Nebenbedingungen (z.B.
Punkte oder Tangentenvektoren)

¢ Das Produkt aus U und M ergibt die
Blendingfunktionen (diese gewichten die
geometrischen Nebenbedingungen G;)



Approximationsverfahren flr die Kurvendarstellung

(a) Bézier-Kurven

e spezielle Form polynomialer Kurven

o gpezifiziert durch n+1 Kontrollpunkte Py, P, ..., P,

e Kurve lauft nicht durch alle Kontrollpunkte, sondern
wird von ihnen beeinflusst!

Der Kontrollpunkt P; wird durch das sogenannte i-te
Bernstein-Polynom gewichtet:

O (1) = Z P,- B, (t) ,te[0l]
i=0 —

"Bernstein
- Polynome"

Definition:

mf (l—t) l.—(_]?...?'n.-

darin ist der Vorfaktor der bekannte Binomialkoeffizient:

n) n!
il il(n—1i)!

Bernsteinpolynome vom Grad n=4 (unterer Index = i):

BI.H,(ZL) —

| |

| !

| |

| |

| !

| 4 r
B B!

] |
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Eigenschaften:

e Esgilt:
Zn: B, (t)=1 Vtel0:1]
Beweis: ~
Zn:‘)Bi’"(t) } Z)(?] t1=-0"" =@+(1-1)"=1"=1

( T nach dem binomischen Satz)

e Die approximierende Kurve Q1) liegt innerhalb der konvexen
Hulle der Kontrollpunkte Py, ..., P,

n=2: n=3:

e FUr die Sortierung nach t-Potenzen def. man:

n\-(1 . n\<~( 1 i
. =13 Jeve = (v

dann gilt:
0(1)=2 0,1t (te0;1])




Die Berechnung der Q;, aus den Kontrollpunkten I&sst sich in
Matrixschreibweise zusammenfassen:

QO,n PO
an =M, - Pl ) (Mn)i,j — (_1)1._](]?]( i.]
: : L)\ J
_Qn,n_ _Pn_

i

( U=o fr j> i)

* bei n+1 vorgegebenen Kontrollpunkten ist Q(f) Polynom n-ten
Grades mit Q(0) = P, und Q(1) = P,, also Ubereinstimmung
mit den Kontrollpunkten am Rand

e die Kante PyP; und die Kante P,-1P, sind Tangenten an Qim
Punkt Q(0) bzw. Q(1) und zeigen in Richtung der Differenz
zum Nachbarpunkt:

dQ - L inl
= = Qin.l.tl
aRPIRE
far t=0:

aQ
dt

fir = 1 entsprechend.

‘z=0 =0, =n-(—P,+ P)

e das Verfahren hat globalen Charakter: Einflgen von
zusatzlichen Kontrollpunkten bedingt héheren Grad des
approximierenden Polynoms und engere Anlehnung an das
Polygon der Kontrollpunkte ("charakteristisches Polygon").



e zum Aneinanderfliigen zweier Bézier-Kurven mit stetig
differenzierbarem Ubergang missen die entsprechenden
Endsticke der charakteristischen Polygone kollinear sein.

Beispiele verschiedener Bézier-Kurven mit ihren
charakteristischen Polygonen (Kontrollpunkten):

b4
b,

bo b5

b2

b.

b,

b,

b

bs




Berechnung von Punkten auf der Bézier-Kurve:
iterativ in endlich vielen Schritten moglich

— Algorithmus von de Casteljau

Initialisierung:
b’=P flri=0,..,n
lteration:
k=1, .., n

=K, ... n:

b= (1 -1 bt + t b/

Ergebnis:
Q(t) = by .

(hochgestellte Zahl hier kein Exponent, sondern Index.)

Veranschaulichung des Rechenschemas
(hier bi=P;, X(t) = Q(t))

[
[ &)
I
Coye
nNo
k 4
o
-
3
o
| M\

=
i
I
o=
=

Entsprechende geometrische Konstruktion eines Punktes zum
Parameterwert t auf der Kurve:

Teilung der Kanten des charakteristischen Polygons im
Verhaltnis t: (1-t), Verbinden der Teilungspunkte, Iteration



Beispiel: Konstruktion nach de Casteljau fir n= 3 und t = 2/3:

weitere Eigenschaften der Bézier-Kurven:

monotoner Datensatz fuhrt zu monotoner Kurve

konvexer Datensatz fuhrt zu konvexer Kurve

Rotations- und Translationsinvarianz

lokale Anderungen in den Kontrollpunkten wirken sich zwar
global aus, aber Einfluss ist nur in der Umgebung des ge-
anderten Punktes signifikant

e es konnen Doppelpunkie auftreten:

by - by

b{}

Bézierkurve vom Grad 4 mit einem Doppelpunkt



haufig gebraucht: Spezialfall n = 3, kubische Bézier-Kurve

A
1

QW)=Y pB. ) mi

B, (u)=(1 -u)’
B, (u)=3u (1-u)’
B, (u)=3u*(1-u)

B,,(u)= u’

*Die Bezier Basisfunktionen
-Beobachtungen: p, hat dominierenden Einflufd fir u < 0,1
*Mit wachsendem u nimmt der Einflul® der anderen

Kontrollpunkte zu

Matrix-Notation der kubischen Bézier-Kurve:

-1 3 -3 1| |p,

3 -6 3 0 |p.

- =UMgP, = [u® uu 1] 1o,
QUU) = (U YW ZW]=UMePe = [u*uu 1] 0 )
I 1 0 0 D_ P

Multipliziert man die Basismatrix Mg mit dem
Parametervektor U so errechnen sich die
Basisfunktionen (Blending Functions):

(B|3.3=B1.3=Bz.3=83,3) = UMB




Zusammenfassung zu Bézier-Kurven:

e historisch bedeutendes Reprasentationsmodell

e schnelle + einfache Berechnung

e noch oft in interaktiver Anwendungssoftware genutzt:
Kontrolle der Endpunkte und der Tangenten, ggf.
interaktive Beeinflussung der Kontrollpunkte

e Verallgemeinerung auf Flachen: moglich, aber durch
zu wenige Freiheitsgrade beim Modellieren nur
beschrankt einsetzbar

e Verwendung von Bézier-Flachen flr das Rendering



(b) B-Splines

Es sei (&, &, ..., t,) ein "Knotenvektor" (Vektor von
Kontrollstellen) mit ;< tifur i< .

Die (nicht-uniformen) normalisierten B-Spline-
Basisfunktionen N;, der Ordnung k Uber dem Intervall [f,
fn] sind def. durch

1ot <e<t,,
Nf.l (1) =
0 sonst

- [—1. I A oY S .
Nf,k(f_): It .Nf.k—l(.r.)+r _;M 'N;‘+I,!c—|(.t)

i+hk=1 " Y i+k i+1

Verlauf von N;:

4 h—w
ét' '61'41
Beispiel k=2
r—t. r..,—1
DJuz(t) = l Dng(t)'+ __iig_____'pvi+L1(t)
i+1 Y i+2  Yi+l
AAAAAAANA




Beispiel k = 3, Knotenvektor (0, 0,0, 1, 2, 3, 4, 4, 4),
Verlauf der B-Spline-Basisfunktionen N;s(f), i=0, ..., 5:

tEtets0 t7l tE2 0 t83 tétrtga

Allgemein ist Nix(f) = O fUr t & [f;, i
Vereinbarung:

r—t.
—:=0 fir ¢,, , =t
ti+k—1 _ti
l, -1
s =0 fur ¢, =1,
ti+k _ti+1

Das Parameterintervall flr die Kurve, [uo, U], wird
zerlegtin  n= m-k+2 Tellintervalle [u;, ui4),
i=0:1;..; n-1.



Def. des Knotenvektors (fy, i, ..., tem ):

li = Ug fari=0;1;...; k-2,
livket = U; far i = 0;1; ... m—k+2,

L ; } } ¢ t >
l uo u" uz rv e un—1 uh w

1\ "‘.:"h .-:&‘" .t :é‘“ T
={O=£4= = £A-1

e Spezialfall der uniformen B-Splines: wahle uniforme
(d.h. &quidistante) Teilung von [uo, Uy), also uy = 0, uy
=1, w=2,..., U= nN.

e Spezialfal m=k-1,16 =0, t; = 1:
Knotenvektior = (0,0, 0, ...,0, 1,1, 1, ..., 1) (k Nullen, k
Einsen) liefert "degenerierte B-Spline-Basis":

N, ()= t'(1-0)"" =B, @

(Bernstein-Polynom somit als Spezialfall).

e Fir die B-Spline-Basisfunktionen gilt (im allgemeinen Fall):

Y N, (=1 fir te[t,;1,).

i=0
(wichtig fur die Konvexe-Hullen-Eigenschatft, s.u.).
(Beweis durch Induktion tber k.)



Approxma’uon einer gegebenen Liste von Kontrollpunkten P,
I= 0, ..., m, durch eine B-Spline-Kurve der Ordnung k:

0N =D PN, (0, teltyt,)

An den Randern: Q(ty) = Po, Q(tn) = Pm,
dazwischen werden die P; i. allg. lediglich approximiert.

Aber: wenn man P;= P,y = ... = Pt setzt, muss Q(f) durch P;
verlaufen = Durchlaufen eines Punktes lasst sich erzwingen.

Eigenschaften der B-Spline-Kurven:

e wegen N«(t) = 0 far t e [t, t,x) ist das Verfahren lokal.

lokale Wirkung der Kontrollpunkte. k = 3, Knotenvektor (0, 0, 0, 1, 2, 3, 4,
5, 5, 5); durch Verschieben von d; nach d;' werden lediglich die
Kurvensegmente mit Parameterwerten zwischen 1 und 4 beeinflusst.



e Da sich die Basisfunktionen zu 1 summieren (s.0.), liegt die
approximierende Kurve innerhalb der konvexen Hiille der
Kontrollpunkte.

e Genauer: Q(t) verlauft innerhalb der konvexen Hille von je k
aufeinanderfolgenden Kontrollpunkten:

= fur kleines k legt sich Q(f) eng an das Polygon an,
fr k = 2 ist Q(f) identisch mit dem charakteristischen Polygon.

e wenn k+1 aufeinanderfolgende Kontrollpunkte kollinear sind,
enthalt die Kurve eine der Polygonkanten:

k = 3, 4 Punkte d, ..., d; kollinear: Erzwingung eines Geradenstlicks
e es gibt ein iteratives Berechnungsverfahren als Verall-
gemeinerung des de Casteljau-Algorithmus:

Algorithmus von de Boor
(siehe Encarnacéo et al. 1996)



FUr einige Anwendungen (insbes. bei Verwendung flr
Flachen) bei B-Splines immer noch nicht genug
Freiheitsgrade

|dee: Def. der Kurve in homogenen Koordinaten
— dadurch zuséatzliche Freiheitsgrade

(x(8), M), (1), w(1))

Bei Normalisierung (Division durch w(t)) entstehen
gebrochenrationale Funktionen.

Somit:

(c) NURBS
= Nicht-uniforme rationale B-Splines

NURBS

. . it it z(t)
e gebriauchlichste Form: @ = ’— y = ;I 7 = 2L
(1] THES]

it

(in homogenen Koordinaten: ((t). y(t). =(1). w(t)))
e invariant bei Rotation, Skalierung, Translation und Projektion

e Nur Kontrollpunkte miissen projiziert werden!
(letzteres gilt nicht fiir nichtrationale Kurven)



wie bei den einfachen B-Splines wird die Kurve
stlickweise zusammengesetzt:

i.P‘.-W,.-Nf_k(u)
o) =%
ZWJ’NF,;((U)
= ip * RI,-I;{(U) mit Rﬂ.lk(u) — ”"\"’.-'.;'c(’t"")""'l"fr
h ZN,.-.:'c(U)‘»"‘"f

Eigenschaften von
Rationalen B-Splines

¢ Haben die gleichen analytischen und
geometrischen Eigenschaften wie Splines

¢ w =1 fur alle i dann qilt
R «(u)=N,,(u)

¢ die mit jedem Kontrollpunkt assoziierten Gewichte
w; wirken als zuséatzliche Formkontrollparameter.
Wirken auch lokal.

¢ w. > 1 =» Kurve nahert sich dem Kontrollpkt.
¢ W, < 1 =>» Kurve entfernt sich von dem Kontrollpkt



Wirkung der Gewichte auf NURBS: eine NURBS-Kurve mit
k = 5, Knotenvektor (0, 0,0, 0,0, 1, 2, 3, 4, 4, 4, 4, 4), bei der
das Gewicht wy variiert wurde:

Vorteile von NURBS

¢ Invarianz gegenuber Rotation, Skalierung,
Translation und perspektivischer Transformation
(d.h. nur die Kontroll-punkte mussen transformiert
werden und nicht jeder Punkt der Kurve)

¢ NURBS kdnnen Kegelschnitte
exakt beschreiben
¢ GegenUber B-Splines durch die

Gewichte erganzende
Editiermdglichkeiten




