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Grundlagen zur Delaunay-Triangulierung und zur 
konvexen Hülle 
 
zum Begriff des Voronoi-Diagramms  
(vgl. auch Vorlesung "Algorithmische Geometrie"): 
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Erzeugung des Voronoi-Diagramms – 

 
 
(siehe Vorlesung "Algorithmische Geometrie") 
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Eigenschaften des Delaunay-Graphen: 
• die Eckpunkte jeder Delaunay-Zelle liegen auf einem 

Kreis 
• insbes. sind die Zellen konvex 
• Wenn keine 4 Eckpunkte auf einem Kreis liegen 

("allgemeine Position"), ist der Delaunay-Graph eine 
Triangulierung. 

 

Jede Triangulierung des Delaunay-Graphen wird als 
Delaunay-Triangulierung (DT) bezeichnet. 
 
Algorithmen zur Konstruktion einer Delaunay-
Triangulierung zu einer Punktmenge: 
- Flipping-Algorithmus 
- Sweep-Line-Verfahren 
- Einfügealgorithmus (inkrementell) 
- divide and conquer 
- und andere 
 
(siehe unten) 
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Spezielle Rolle der DT unter allen Triangulierungen einer 
Punktmenge 
 
Def. einer Triangulierung einer Punktmenge S: 
 
Gegeben: eine endliche Menge S von Punkten in der 
Ebene 
 

Gesucht: eine Zerlegung der konvexen Hülle von S in 
Dreiecke, so dass die Elemente von S die Eckpunkte der 
Dreiecke sind. 
 
 

alternative Def.: Triangulierung von S = maximale planare Unterteilung 
mit Knotenmenge S (Maximalität: jede zusätzliche Kante zwischen 2 
Punkten von S würde eine existierende Kante schneiden). 
 

 
Anwendungen:  
Geodäsie, Finite-Elemente-Methode (FEM). 
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Beispiel: 

 
Triangulierungen von Punktmengen i. allg. nicht eindeutig 
 

Bsp.: 

 
linke Variante wirkt "ausgeglichener" als die rechte 
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verschiedene Optimalitätskriterien für Triangulierungen von S:  
 

• minimale Kantenlängensumme 
Nachteil: verhindert nicht die Erzeugung langer, dünner 
Dreiecke (ungünstig bei FEM u. Visualisierung) 

 

• Max-Min-Winkelkriterium: der kleinste vorkommende 
Dreieckswinkel wird maximiert 

 

• Min-Max-Winkelkriterium: der größte vorkommende 
Dreieckswinkel wird minimiert 

 

• Max-Min-Radiuskriterium: der kleinste Radius der in die 
Dreiecke einbeschriebenen Kreise wird maximiert 

 

• Min-Max-Radiuskriterium: der größte Radius der in die 
Dreiecke einbeschriebenen Kreise wird minimiert 

 

• Max-Min-Flächenkriterium: der kleinste Flächeninhalt der 
Dreiecke wird maximiert 

 

• Max-Min-Höhenkriterium: die kleinste Höhe der Dreiecke 
wird maximiert 

 
Alle Kriterien können (in speziellen Fällen) unterschiedliche 
Triangulierungen liefern! 
 

Eine Triangulierung T heißt lokal optimal bzgl. eines Kriteriums 
K, wenn jedes Viereck, definiert durch je 2 entlang einer 
gemeinsamen Kante aneinandergrenzende Dreiecke von T, 
bzgl. K optimal trianguliert ist. 
 

Eine Triangulierung T der Punktmenge S heißt global optimal 
bzgl. K, wenn jede andere Triangulierung von S ungünstiger als 
T bzgl. K ist. 
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Eine Punktmenge kann mehrere lokal optimale Triangu-
lierungen haben: 
 

Zwei bzgl. des Min-Max-Winkelkriteriums lokal optimale Triangulierungen 
von 6 Punkten: 

 
 

Das Max-Min-Winkelkriterium ist das einzige bekannte 
Kriterium, für das lokale Optima stets auch globale 
Optima sind! 
 

⇒ Auffinden des globalen Optimums dann durch lokale 
Operationen unabh. von der Vorgehensweise möglich. 
 

(Aber: Häufig führen das Max-Min- und das Min-Max-Winkelkriterium zur 
gleichen Triangulierung – vergleichende Tests mit Zufalls-Punktmengen: 
Abweichungen nur in ca. 10 % der Fälle.) 
 
Satz: 
Die mit dem Max-Min-Winkelkriterium konstruierte 
Triangulierung ist die Delaunay-Triangulierung. 
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Lokales Umkreiskriterium  für eine Triangulierung: 
 

Für je 4 Punkte, die zu 2 benachbarten Dreiecken der 
Triangulierung gehören, enthält der Umkreis des einen 
Dreiecks nicht den vierten Punkt. 
 

lokales Umkreiskriterium:    links: erfüllt,           rechts: nicht erfüllt 
 
globales Umkreiskriterium: für sämtliche Dreiecke der 
Triangulierung enthält ihr Umkreis keine Punkte aus S. 
 

lokales Umkreiskrit. überall erfüllt ⇒ globales Umkreiskrit. gilt. 
 

• Bei Nichterfüllung des lokalen Umkreiskrit. wird retrianguliert 
durch Diagonalentausch 

• durch solche lokalen Änderungen ist das globale Optimum 
erreichbar 

• Optimum identisch zu Delaunay-Triangulation ! 
 

 
(Bartz 2005) 

 



 9

 
(Hinrichs 2002) 

 
man nennt dies auch einen "Lawson-Flip". 
 
Die DT ist dadurch charakterisiert, dass alle Kanten zulässig 
sind. 
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     lokales Umkreiskriterium. 
 

 
 

(vgl. Hinrichs 2002) 
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Randomisierter, inkrementeller Algorithmus zur Berechnung der 
DT (nach Hinrichs 2002): 
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Top-Down-Beschreibung des Algorithmus 
 

(hier keine Behandlung von Spezialfällen wie den Rand-Kanten; s. dazu 
Hinrichs 2002, http://web.archive.org/web/20030620220921/http://wwwmath.uni-
muenster.de/u/chr/Geometrie/) : 
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Solange der Umkreis eines angrenzenden Dreiecks den neuen Punkt 

enthält, werden edge flips ausgeführt 
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jede während des Algorithmus neu erzeugte Kante ist eine 
Kante der DT 
 
 
Effizienz wird gesteigert durch geeignete Datenstruktur: 
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Die Datenstruktur heißt auch History oder Delaunay-DAG 
(directed acyclic graph). 
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Wenn diese Struktur vorliegt, ist der Suchaufwand beim 
Einfügen eines neuen Knotens linear zur Anzahl Knoten 
auf dem Suchpfad, also "niedrig": 
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Man kann zeigen: 
Die erwartete Anzahl der Dreiecke, die durch den 
Algorithmus erzeugt wird, beträgt höchstens 9n + 1. 
(Beweis: s. Hinrichs 2002) 
 
Satz: 
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Die konvexe Hülle einer Punktmenge 
 

Definition: 

 
(Hinrichs 2002) 
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(Hinrichs 2002) 
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1. Algorithmus zur Konstruktion der konvexen Hülle: 
 

 
vom aktuellen Endpunkt aus wird zu jedem der übrigen Punkte 
der Winkel bestimmt; der Punkt mit dem kleinsten Winkel 
bestimmt die nächste (Extrem-) Kante, die zur konvexen Hülle 
gehört. 
 

Startpunkt: Punkt mit kleinster y-Koordinate 
 
Anschauliche Vorstellung: ein Band wird um die Menge 
herumgelegt und, ausgehend vom Startpunkt, jeweils zum 
Punkt mit dem kleinsten Winkel "straffgezogen". 
 

verallgemeinerungsfähig auf höhere Dim. ⇒ dann nicht Band, 
sondern "Fläche" zum Einwickeln ⇒ daher der Name "gift 
wrapping". 
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Pseudocode: 

 
 

Zahl der Schleifendurchläufe: 
• äußere Schleife: so oft, wie neue Kanten gezogen werden 
• innere Schleife: n–1 Punkte werden zum Winkelvergleich 

herangezogen 
 

⇒ 
Jarvis's March bestimmt die konvexe Hülle einer gegebenen 
Menge von n Punkten im R2 in der Zeit O(nh), wenn h die Zahl 
der Ecken der konvexen Hülle ist (outputsensitiver Algorithmus) 
und mit Speicherplatzbedarf O(n). 
 
2. Algorithmus:  QuickHull 
 

• Analogie zu Quicksort 
 

• divide-and-conquer-Prinzip 
 

• Grundidee: zunächst die "vielen" Punkte hinauswerfen, die 
klar im Inneren liegen, dann auf Bereiche näher am Rand 
konzentrieren und diese rekursiv genauso behandeln 

 

• zunächst wird Strecke zwischen 2 Extrempunkten aus S 
gezogen (z.B. mit min. und max. x-Koordinate), dann wird 
oberhalb dieser Kante ein weiterer Extrempunkt (mit max. 
Abstand von der Kante) bestimmt und der Inhalt des 
Dreiecks eliminiert 

 

• setze dies rekursiv für die verbleibenden Rest-Mengen fort 
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(aus O'Rourke 1998) 

Pseudocode: 

 
 
Komplexität: 
QuickHull bestimmt die konvexe Hülle einer gegebenen Menge 
von n Punkten im "besten" Fall in der Zeit O(n log n), im 
schlimmsten Fall jedoch in der Zeit O(n2).  
Speicherplatzbedarf O(n).                                       (Hinrichs 2001) 
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3. Algorithmus: 

 
 

• Man sortiere die Punkte   lexikografisch   bzgl.   des  Polarwinkels  
(1. Kriterium) und der Entfernung zum Ursprung (Vergleich bzgl. 
Entfernung erfolgt nur, wenn die Punkte beide den gleichen 
Polarwinkel besitzen). Die sortierten Punkte werden in einer doppelt 
verketteten Liste abgelegt. 

 

 
    (hier würde p2 eliminiert) 
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weiteres Beispiel: 
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genauere Beschreibung: 
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Komplexität: 

 
 
Nachteil jedoch: 
Erweiterung auf höhere Dimensionen nicht möglich, da 
Graham's scan grundlegend auf der Sortierung der Punkte 
nach ihrem Polarwinkel beruht, was sich nicht auf höhere Dim. 
übertragen lässt. 
 
 
 


