8. Grundlagen uber 2D-Vektorfelder

Ubergang von skalaren Daten zu Vektordaten
Vektoren

* Im zweidimensionalen Raum: 2 Komponenten
Beispiele:

* Windrichtung und -geschwindigkeit

+ Stromung an der Oberflache

* Bewegungsrichtung von Personen in einem Kaufhaus

Vektorfeld: ordnet jedem Punkt des Definitionsbereichs
einen Vektor zu

Moglichkeit der Reduktion auf Skalarfeld: mittels
folgender Kennwerte moglich

Skalare Werte

* Norm ul = VUt
divy = 6ux+auy

* Divergenz VE T Bx ay

+ Rotation _ ou, oau,

rotu

OX 3Y  (Weimar 2005)
(zu den Definitionen gleich naheres).

2D Vektorfeld:

€ selten analytisch gegeben:
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€& Oblicherweise als diskrete Daten:
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Wir nehmen im Folgenden an, dass das Vektorfeld
differenzierbar ist, d.h. dass alle partiellen Ableitungen
existieren.

€ Ableitungen eines Vektorteldes | Betrachte partielle

i, y) = ( e, y)
- vy(z,y) ) Vektor-Komponenten

LSwie stark dndert - wie stark éndert
sich U, in sich 1, in
x-Richtung” = < y-Richtung
Jwie stark andert 0 m wie stark andert

sich vy, in - sich Uy in
x-Richtung?” y-Richtung

Ableitungen der

Zusammenfassung in einer Matrix:

¢ Ableitungen eines Vektorfeldes
_F.-'(:r,y} — ( v, (2, ) ]

.I.ILI'{'T" I;f} g
¢ Totales Differenzial:

vy vy

- dr Ay
i . ,

f}f_-‘y (—}FI{;

O Ay

Die Jacobi-Matrix (Fundamental-Matrix)

beschreibt vollstdndig ,wie stark sich das
Vektorfeld in Punkt (x,y) andert”

(Rezk-Salama, 0.J.)



Wozu braucht man die Jacobi-Ma’rﬂxz
€ Richtungsableitungen in Richtung /s :

dvlr.y)
Oh

= J:h mit  |h|=1
Beispiele:

1 oy  duy 1 ihty
‘r — it iy O
! 0 ﬁ' dw,, Ay, 0 By
ke oy e
'f.-.:{'.‘.:ﬂ.'. g eir,

f;_(”) — (ur = ) (”)=(Tj§5‘)
iy, oy, By
1 ;'J'.r\' iy l iy

Lokale Eigenschaften eines Vektorfeldes, die Uber die
Ableitungen definiert sind:

Als Divergenz bezeichnet man die Summe der
Diagonalelemente der Jacobimatrix.

(i dv,  Odv
( T ) divo(7) = — + =2
or oy Ox Oy

& Die Divergenz erlaubt Aussagen Uber die Stérke von
Quellen und Senken im Vektorfeld, bzw. iber das

_Auseinanderstomen”

weder Quelle
noch Senke

div ﬁ(f{]) >0 div ﬁ(f{]) <0 div ﬁ(f@) =0

Quelle bei T Senke bei 2




Anschaulich: Betrachte ein kleines Flachen-
stick S in Umgebung von 7
€ Wie stark ist die Stréomung,
die reinflief3te
/ / ¢ Wie stark ist die Strémung,
/}v die rausflief3te
€ Lasse das Flachenstick S
O, T i e " —

\.‘

.--"—"--.' p'i”

/'/[ Die Divergenz ist das

,Verhaltnis zwischen FEin-

" y
und Ausstromung”
(Rezk-Salama, 0.J.)

- Bezeichnung: div v, auch: V-v (Skalarprodukt
von Gradientenfeld und Vektorfeld)
- analog auch fur 3D-Vektorfelder definiert

Eigenschaften der Divergenz

* Gaul3-Theorem (Divergenztheorem):
Anschaulich: Ohne Entstehung oder Zerstérung von
Teilchen, kann sich die Dichte in einer Region (V) nur
Uber dessen Grenzflache (S) &ndern.

Obegrflache S

jv-vdvzjvﬂA
Vv 5

Volumen

(Bartz 2005)



weitere lokale Eigenschaft: Rotation

Als Rotation bezeichnet man (in 2D) die Differenz
der Elemente der Gegendiagonale der Jacobimatrix.

Efjt {({f'if" L 0 Uy, s, UV,
., rot 0(7) = —— —

el iy

€ Die Rotation (engl. auch curl) erlaubt Aussagen Uber

die lokale Rotation, d.h die Wirbelhattigkeit
(Vorticity) der Stromung.

—
=

Keine Rotation um g ||Lokale Rotation um &g

rot 0(zp) = 0 rot v(zp) # 0

Anschaulich: Betrachte eine kleine Kreis-
flache S in Umgebung von 7
€& Wie stark andert sich die
Y Tangentialstrédmung in x-
und y-Richtung?
€ Lasse das Flachenstick S
infinitesimal klein werden.

fa Die Rotation ist ein Maf3 fur
g die lokale ,Verwirbelung
e einer Strdmung”

—all



Beispiele spezieller 2D-Vektorfelder:
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Gleichférmige, laminare Strémung,
kein Auseinanderstrémen (keine Divergenz),
keine Verwirbelung (keine Rotation)
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Kein ,Auseinanderstrémen” (keine Divergenz),

Lokale Rotation in jedem Punkt



Gradient eines Potentialfelds:

fe,g) = grad fle.y)

O fieg) 0% f(ry)
. - A S iy
Jo(x,y) = S o e
9 flry) 0% f(e.y)

ol dy gy

O fey) | O flz.y)

2

divi{x,y) = 02 2

rotd{zr.y) = 0

Gradientenfelder sind konservativ, d.h. generell rotafionsfrei

(Zirkulationen sind nicht méglich)

weitere wichtige lokale Objekte in 2D-Vektorfeldern sind
"kritische Punkte".

¢ Kritische Punkte (Fixpunkte):

Punkte im Vektorfeld, an denen die Stromung
gleich null ist, d.h.

v(xo) = 0
€ Die Taylorentwicklung liefert
0(Fo+h) =~ #(#7%) + Jo(ao) h
und somit ) )
BE+B) = Jy@)h

Die Eigenschaften der Strémung in
unmittelbarer Umgebung des kritschen Punki
wird allein durch J;(z) bestimmt.



Zur naheren Charakterisierung eines kritischen Punkts
sind die Eigenwerte und Eigenvektoren von J, wichtig.

Dazu Exkurs (Wiederholung):

r'-_1 —g- . a p— J _— ’ . "'i . L _ o w
jdenwerieée einer mairny
I | ;' ~— _-'F o N _f g T ~—~ § § L3 | | J’]I o el W f .

Als Eigenwert einer nxXn-Matrix A bezeichnet man
Skalarwerte A, die die Gleichung

Ar =\

erfUllen.
Diese Gleichung ist fir bestimmte Paare von
Eigenwerten A und Eigenvektoren & erfullt.

Af’ — ild 'T charakteristisches
(A )\ Id)f — 0 Polynom

Iosbar tor det(A - )\Id) = 0

Dabei wird x # 0 vorausgesetzt!

2 3 :
A >—U _ |
28 (22)00)-0) ,
“AB3=-XN+2=0 PR () @ = —
Zwei Lésungen: |)\-| = ll |/\~_)_:2| T = ( i ) Ty = ( {

Beispiel: 0 1

det{A — A\Id) = I
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Betrachte das Vektorfeld #(¥)

Ein weiteres Beispiel:

0 2
o (53)
2

—A
det(A — AId) = ‘ IS 0
~A2-A)+10=0 M =20 +10=0
\ 2+ /=36
Zwei Losungen im Komplexen: b 2

M=1+3i|[X=1-3i

Allgemein gilt:
FUr jede reelle nxn-Matrix A gilt:

¢ die Matrix A hat genau n (méglicherweise

komplexe) Eigenwerte.
(jeder Eigenwert wird entsprechend seiner Vielfachheit gezdhlt)

I} " | Sy BRE L { ’ = Lo
IFundameaentaleoar cder Alcebro

¢ Komplexe Eigenwerte treten nur als Paare
konjugiert komplexer Zahlen A2 = a £ b1

GU{.
(Dies bedeutet auch, dass bei ungeradem n mindestens ein reeller

Eigenwert existiert.)

¢ Der Nullvektor zahlt nicht als Eigenvektor

P AU ETUd )



Klassifikation kritischer Punkte von 2D-Vektorfeldern

Der Verlauf der FluBlinien in unmittelbarer Umgebung
eines Fixpunktes [&Bt sich in bestimmte topologische
Kategorien einordnen:

AN N _/ N
/.

e e %% e
\(>

Vorgehensweise:
€ Bestimme kritische Punkte (Fixpunkte) im
Vektorfeld

C Bestimme die Jacobimatrix tUr jeden Fixpunkt
(z.B. durch zentrale Differenzen)

¢ Bestimme die Eigenwerte der Jacobimatrix und

klassifiziere nach der Topologie
(= Einordnung in eine der topologischen Kategorie)

¢ Bestimme die Figenvektoren zu den

Eigenwerten
(= Bestimmung des exakten Topologie, Scherung)



€ Beispiel: [/ \
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e 0 A
- o
Kategorie 1A:
Al < Ao <0
= =

Senke (sink, atfracting node}.
Fixpunkt ist asymptotisch stabil.

Kategorie 1B: € Beispiel: / L0
0< A < Ao 0 A

A

!

Quelle {source, repelling node).
Fixpunkt ist instabil.



Kategorie 1C: ¢ Beispfef: A\ 0
A <0< A 1

e

0 A

A

|

= O —

Sattelpunkt (saddle).
Fixpunkt ist instabil.

€ Beispiel: [/ ¢
0 A

A< 0

Senken auf einer Gerade
Fixpunkt ist stabil.



Kategorie 2B: € Beispiel: ( 0 0 )
A > ()

0 A

Quellen auf einer Gerade
Fixpunkt ist instabil.

Kategorie 3A: +
A >0
= b

Quelle (source, aftracting node).
Fixpunkt ist instabil.

Kategorie 3B: ¢ Beispiel: ( A (}
A< 0

Senke (sink, attracting node).
Fixpunkt ist asymptotisch stabil.




Kategorie 3C: € Beispiel: [ )
0

A=10

0
A
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00000

keine Strémung (alles Fixpunkte)
Fixpunkt ist stabil.

Al
0 A

Kategorie 4A:
A >0
Quelle (source, repelling focus)
Fixpunkt ist instabil.
Kategorie 4B: ¢ Beispiel: [ \ |
A< 0 0 A

Senke (sink, attracting focus)
Fixpunkt ist asymptotisch stabil.



Kategorie 4C: € Beispiel: [ )\ |
A=10 0 A
>
>
>
|O—-O0-0-0—-0-0-0-0-0-0—-0|
-
-
-
Gerade von Fixpunkten

Fixpunkt ist stabil.

€ Beispiel: v

,‘&;a=m—-i_3:i J

Kategorie SA:
7 #0< o

Quellwirbel (repelling whirl)
Fixpunkt ist instabil.



Kategorie 5B: ¢ Beispiel: [ o —g3
a<0#03 3«

x\\|_-£r —= (¥ T -L"

Wirbelsenke (attracting whirl)
Fixpunkt ist asymptotisch stabil.

Kﬂfegorfe 5C: & Beispief: ( o —i7 )

}‘1.2 =1 = .t J

()

Zirkulare Strémung (center)
Fixpunkf ist stabif.



Zusammenfassung:

Quellen Senkan unemeichbare
Fipunkte

DO 0000

-

[ea sl sl ese viie Sallil el

¢ Welche Rolle spielen die reellen Eigenvektoren¢
(komplexe Eigenvektoren sollen hier nicht betrachtet werden)

4
I} i
v
Bei den Beispielmatrizen waren die Bei beliebigen Jacobimatrizen
Eigenvektoren die Einheitsvektoren bestimmen die Eigenvektoren die

der Koordinatenachsen Scherung der Koordinatenachsen



Stabilitat
Stabilitat bzw Instabilitat wird durch den Realteil der

Figenwerte bestimmt:
€ Ein lineares System ist (asymptotisch) stabil,

wenn f0r alle Eigenwerte gilt:
ReA, <0
€ Ein lineares System ist instabil, wenn {ir mindes-

tens einen Eigenwert gilt:
R /\F.' > ()

Im kritischen Punkt ist die Strémung gleich null.
Beginne ich die Berechnung einer Partikelbahn in der Néhe

eines kritischen Punkts tGhrt mich die Strémung...

stabil instabil asymp. stabil

,--.immer direkt 4-..immer aus der ,---immer zu dem

in die Umgebung Umgebung des Fixpunkt hin,
Fixpunkts” Fixpunkts heraus” aber evil. auf
Umwegen”
i
1
»Der Fehler wird geringer ,DerFehler wird ,Der Fehler wird
bzw. bleibt konstant* grober” irgendwann geringer”



Feldlinien

€ Wie bestimme ich Feldlinien (Strémungslinien) im

allgemeinen Fall?
€& Wir suchen die Bahn eines Partikels, d.h. seine Position

in Abhdngigkeit der Zeit. ¢ Diese Bahn muB so
T(t) = ( x(t) ) bestimmt werden, dass
sie in jedem Punkt

tangential zu dem
gegebenen Vektorfeld

verlauft

Das Vektorfeld selbst
sei zeitlich konstant
(statisch)

somit: Interpretation als Geschwindigkeitsfeld fur Partikel

Diskreter LOsungsansatz:

Explizites Euler-Verfahren

€ Gegeben sei ein statisches Vektorfeld (7)) und ein
Startpunkt To = F(tg).
€ Gesucht ist die Partikelbahn Z(#)

€ Tayloreniwicklung:

f(tﬂ+7) = f(t{}) + T

f(tﬂ—I—T) = Ty + T‘L-‘(.’E(]) + ...



iff,;'_|_1 ~ fg + ’7'?7(333)

@ Beginne an einem bestimmten Startpunkt @
® Bestimme die Stromung /() an diesem Punkt.
® Gehe einen kleinen Schritt in Richtung der Strémung

o & Genavigkeit ist abhéngig
() von der Schrittweite T
€ Warum ,explizit”e
Der Wert x4 ist explizit
Ty gegeben, da alle Terme
aus der rechten Seite
bekannt sind.

€ Beispiel:  Zirkulares Vektorfeld  ii(z.y) = (—y)

Das explizite Euler-
Vertahren liefert hier




- Das explizite Euler-Verfahren wird zudem bei zu grolder
Schrittweite numerisch instabil.

Beispiel: @ — o Losung: 2(t) = okt stabil fiir: kT <2
ot
Schrittweite klein genug zu groBe Schritiweite (instabil)

I T [

% Lk oA N
| N/ [\
N “\/ v/
_ S

0o 1 2 3 4 S -1 7 B 0 1 2 3 4 -] = 7

= analytische Ldsung

O numerische Lésung

Implizites Evler-Verfahren

¢ Taylorentwicklung im Punkt #(ty + 1) rickwarts:

, , ox

II;'(fU.) = ;’I:(t[] + ’T) — T E(t“ + ’T) + ...
auflésen nach 7(ty + 7):

L . 0

I(ta+’i") — I(t[]) + Ta(tg‘l"i") + ...

—

Tiv1 = T; + T7U(i41)

& implizit: ¥(x,;.1) ist nicht von vorneherein bekannt.



Tiy1 &~ T + TU(Ti41)

P

® Suche denjenigen Punkt 7, , dessen Geschwindigkeits-
Vektor mit dem Vektor von &, nach I Ubereinstimmt.

& Vorteil: numerische Stabilitat

€& Nachteil: Lésung der impliziten
Gleichung kann sehr aufwéndig
sein (z.B. iterativer Ansatz)

€ Einfache Lésung im linearen Fall:  ¢/(2) = A &
Tip1 = & + TAX;

Id :E,;+1_ — T AIE;JH = €&y

i1 = (Id -7 A)' 7

|

Im linearen Fall ist also auch hier eine explizite
Berechnung der Partikelbahn maglich.

¢ Im Allgemeinen ist die Lésung der impliziten Gleichung
allerdings aufwéndiger und erfordert iterative Verfahren.



¢ Beispiel:  Zirkulares Vektorfeld  #(z.y) = ( — )

G\

Das implizite Euler-
Verfahren ist stabiler als
das explizite, aber nicht

genauer.
I

o t I
T-1, “YTdol-Yiaslala} | B )
H Se-EEES 0 _-_) ,_,_-:j__ e Jj-_.a"._.J i}

¢ Wie grof} ist der Fehler?

i 3 djt1

=

€ Lit1

der Fehler, der bei einem einzigen Schritt gemacht wird.
€ Er entsteht beim Abbrechen der Taylorreihe.
¢ Der globale Abbruchsfehler ¢; ist der Fehler, der durch

Akkumulation der lokalen Fehler entsteht.
€ Eristin der Regel eine Gréflenordnung hdher als der lok. Fehler

€ Jedes num. Integrationsverfahren hat eine Fehlerordnung:

Fehlerordnung p: ¢; = o(7"), d; = o(7"™)




Das Euler-Verfahren (explizit oder implizit) hat die
Fehlerordnung 1.

explizif implizit

» " ! . | ‘a "' sl e m
Pradildor-Korreldor-Vertahren

Idee: Kombiniere das explizite mit dem impliziten

Fuler-Verfahren:

€ Versuche zundchst den néchsten Punkt ,vorherzusagen”
(Pradiktor) mit explizitem Euler Verfahren:
= (P) - -
T = T + 7U(1;)
¢ Korrigiere diesen Wart durch einen impliziten Schritt:

e — ﬁ‘—*{ff}
Tig1 = Ti + (EU ) + v(a r+|))

Explizites Heun-Verfahren

2. Ordnung



Fixpunkt-lteration

Idee: FUhre mehrere Pradiktor-Korrektor-Schritte
hintereinander aus bis das Ergebnis konvergiert.

¢ Bestimme zundchst den nédchsten Punkt vorherzusehen
(Pradiktor) mit expliziten Euler Verfahren

~(0 - o
3:1;(+)1 = I; + 7U(T;)

€ Korrigiere diesen Wert so lange, bis sich der Wert nicht
mehr signifikant &ndert.

—(k+1 - T oy —y =k
m.fH ) = & + §(T'F($i) + v(a:z-(ﬁl))
Runge-Kutta-Verfahren
¢ Klassisches Runge-Kutta-Verfahren .omwnung)
I;«:}. = F(rfa)
o= 0@+ 2T
2 L 9 1
B 1 -
kg = F(_’?, + -2“?“»!'-32)
by = O(F + k)
1 - -
:Ee'—l—l = il_’f-"@ ~+- ET(kl -+ 2kg -+ 2}‘1?3 -+ ﬁi?;i)

€ Fehlerordnung 4
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Beispiel: zirkulares Vektorfeld

Euler explizit Heun expl'fﬁfm

T = 0.05 T = (.1 = 1.0
Euler imEﬂ?sz-‘l'—-'-"'rr Klass. RK
T = (L5 T. 510

allgemeine Interpretation der Vorgehensweise:

wir haben ein Vektorfeld v(x) als Geschwindigkeitsfeld
betrachtet, d.h. mit der Ableitung des Positionsvektors x
nach t gleichgesetzt.

Lo, dF AL(t) o
) = 5 5 () = 0

Gewdéhnliche Differentialgleichung, 1. Ordnung

i
*

Mit einer Nebenbedingung #{f;) = &y spricht man von
einer Anfangswertaufgabe (bzw. Anfangswertproblem}.

Die vorgestellten Verfahren funktionieren auch fur allgemeinere
Anfangswertprobleme.



Zusammenfassung dieses Kapitels:

Integrationsverfahren far gewohnliche DGL.
Explizite Verfahren

& einfach zu berechnen
& numerisch instabil bei grofien Schrittweiten

Implizite Verfahren
& i A autwéndig zu [8sen
& numerisch stabil

Euler: Heun: Runge-Kutta:

* sehr * cinfach, * quiwandiger,
einfach, * gut forkleine || * gut auch bei rel.

* ungenau Schrittweiten groBen Schriften

2D Vektorfelder

¢ Differenzieren vektorwertiger Funktionen
€ Totales Differenzial: Jacobi-Matrix
€ Richtungsableitung (iber Jacobi-Matrix)
¢ Divergenz: beschreibt die Intensitét von Quellen und

Senken
€ Roftation: beschreibt die ,Wirbelhaftigkeit”

1
3 @@



Eigenwerte und Eigenvektoren
¢ Eigenvektoren sind Vektoren, die durch die Matrix
wauf sich selbst abgebildet” und dabei mit dem

Eigenwert skaliert werden.
Ar =\
¢ Lose das charakteristische Polynom

det(A —AId) = 0

¢ Bestimme die Eigenvekioren anschlielend durch
einsetzen

Kritische Punkte (Fixpunkte)

¢ charakterisiert durch © ( o) = [T

¢ Eigenschaften der Strémung in Umgebung des
Fixpunktes wird durch Jacobi-Matrix bestimmt.

¢ Die Eigenwerte der Jacobi-Matrix erlauben
Klassifikation von kritischen Punkten (Topologie).

‘\ Pl
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(Rezk-Salama, 0.J.)
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