8. Grundlagen über 2D-Vektorfelder

Übergang von skalaren Daten zu Vektordaten
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Vektorfeld: ordnet jedem Punkt des Definitionsbereichs einen Vektor zu

Möglichkeit der Reduktion auf Skalarfeld: mittels folgender Kennwerte möglich
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  (Weimar 2005)
(zu den Definitionen gleich näheres).
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Wir nehmen im Folgenden an, dass das Vektorfeld differenzierbar ist, d.h. dass alle partiellen Ableitungen existieren.
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Zusammenfassung in einer Matrix:
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(Rezk-Salama, o.J.)
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Lokale Eigenschaften eines Vektorfeldes, die über die Ableitungen definiert sind:
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(Rezk-Salama, o.J.)

- Bezeichnung: div v, auch: ((v (Skalarprodukt 

   von Gradientenfeld und Vektorfeld)

- analog auch für 3D-Vektorfelder definiert
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(Bartz 2005)

weitere lokale Eigenschaft: Rotation
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Beispiele spezieller 2D-Vektorfelder:
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weitere wichtige lokale Objekte in 2D-Vektorfeldern sind "kritische Punkte".
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Zur näheren Charakterisierung eines kritischen Punkts sind die Eigenwerte und Eigenvektoren von Jv wichtig.

Dazu Exkurs (Wiederholung):
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  Dabei wird x ( 0 vorausgesetzt!
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Allgemein gilt:
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Klassifikation kritischer Punkte von 2D-Vektorfeldern
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Fixpunkt ist stabil.
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Fixpunkt ist instabil.
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Fixpunkt ist asymptotisch stabil.
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Zusammenfassung:
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[image: image48.png]€ Welche Rolle spielen die reellen Eigenvektoren?
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Stabilität

[image: image49.png]Stabilitit bzw Instabilitit wird durch den Realteil der

Eigenwerte bestimmt:

€ Ein lineares System ist {(asymptotisch) stabil,
wenn fir alle Eigenwerte gilt:

@ Ein lineares System ist instabil, wenn fir mindes-
tens einen Eigenwert gilt:
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€ Wie bestimme ich Feldlinien (Strémungslinien) im
allgemeinen Fall2

© Wir suchen die Bahn eines Partikels, d.h. seine Position
in Abhdngigkeit der Zeit.

w0-(36)

€ Diese Bahn muB so
bestimmt werden, dass
sie in jedem Punkt
tangential zu dem
gegebenen Vekiorfeld
verlguft

Das Vektorfeld selbst
sei zeitlich konstant
(statisch)





somit: Interpretation als Geschwindigkeitsfeld für Partikel

Diskreter Lösungsansatz:

[image: image52.png]Explizites Euler-Verfahren

© Gegeben sei ein statisches Vektorfeld U(Z) und ein
Startpunkt Ty = Z(to) .
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[image: image53.png]Beginne an einem besfimmten Startpunkt @
Bestimme die Strémung /() an diesem Punkt.
Gehe einen kleinen Schritt in Richtung der Strdmung

L € Genavigkeit ist abhéngig
0() von der Schrittweite T
© Warum , explizit“2
Der Wert ;1 ist explizit
Lo gegeben, da alle Terme
aus der rechfen Seite
bekannt sind.
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- Das explizite Euler-Verfahren wird zudem bei zu großer Schrittweite numerisch instabil.
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[image: image56.png]Implizites Euler-Verfahren

€ Taylorentwicklung im Punkt F(t, + 7) riickwdirts:

jf(f()) [ﬁ(t(] } ’T') T%;l(fﬂ f T) B
auflésen nach f(to +7):

o L o _ox )

T(to+71) = T(to) + 7 En (to+7)+...

fi-f-l ~ fi + Tﬁ(wi+1)

© implizit: #(,.1) ist nicht von vorneherein bekannt.
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@ Suche denjenigen Punkt 7'}, dessen Geschwindigkeits-
Vektor mit dem Vektor von @ nach T Gbereinstimmt.

4

€ Vorteil: numerische Stabilitat
€ Nachteil: Lésung der impliziten

Gleichung kann sehr aufwéndig
sein (z.B. iterativer Ansatz)




[image: image58.png]€ Einfache Lésung im linearen Fall: () = AT
Tip1 = T + TAZ
A7 —TAZ . =T

T = (Id — 7 A) 7

Im linearen Fall ist also auch hier eine explizite
Berechnung der Partikelbahn méglich.

© Im Allgemeinen ist die Lésung der impliziten Gleichung
allerdings aufwéndiger und erfordert iterative Verfahren.




[image: image59.png]@ Beispiel:  Zirkulares Vektorfeld
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Das implizite Euler-
Verfahren ist stabiler als
das explizite, aber nicht
genaver.





[image: image60.png]Fehlerbetrachtung

€ Wie groB ist der Fehler2

di1

T Tip1 Ty
€ Der lokale Diskretisationsfehler (lok. Abbruchfehler) d; ist

der Fehler, der bei einem einzigen Schritt gemacht wird.
€ Er entsteht beim Abbrechen der Taylorreihe.

€ Der globale Abbruchsfehler g; ist der Fehler, der durch
Akkumulation der lokalen Fehler entsteht.
© Erist in der Regel eine Gréflenordnung héher als der lok. Fehler
€ Jedes num. Integrationsverfahren hat eine Fehlerordnung:

Fehlerordnung p: g; = o(?), d; = o(7*™)




[image: image61.png]Das Euler-Verfahren (explizit oder implizit) hat die
Fehlerordnung 1.

explizit implizit




[image: image62.png]Pradiktor-Korrektor-Verfahren

Idee: Kombiniere das explizite mit dem impliziten
Euler-Verfahren:

© Versuche zundchst den nachsten Punkt ,vorherzusagen”
(Prédiktor) mit explizitem Euler Verfahren:
~P) o o
T = 4+ TU(F)
@ Korrigiere diesen Wert durch einen impliziten Schritt:

- () + wE )

Explizites Heun-Verfahren
2. Ordnung

Tiy1 = T +




[image: image63.png]Fixpunkt-Iteration

Idee: Fihre mehrere Prédiktor-Korrektor-Schritte
hintereinander aus bis das Ergebnis konvergiert.

€ Bestimme zunéchst den néchsten Punkt vorherzusehen
(Prédiktor) mit expliziten Euler Verfahren

—(0 = p—
70 = 7 + TH(T)

€ Korrigiere diesen Wert so lange, bis sich der Wert nicht
mehr signifikant dndert.





[image: image64.png]Runge-Kutta-Verfahren

€ Klassisches Runge-Kutta-Verfahren o
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© Fehlerordnung 4
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allgemeine Interpretation der Vorgehensweise:

wir haben ein Vektorfeld v(x) als Geschwindigkeitsfeld betrachtet, d.h. mit der Ableitung des Positionsvektors x nach t gleichgesetzt.
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Gewshnliche Differentialgleichung, 1. Ordnung

Mit einer Nebenbedingung #(f3) = &y spricht man von
einer Anfangswertaufgabe (bzw. Anfangswertproblem).





Die vorgestellten Verfahren funktionieren auch für allgemeinere Anfangswertprobleme.

Zusammenfassung dieses Kapitels:
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[image: image68.png]2D Vekiorfelder

€ Differenzieren vektorwertiger Funktionen
€ Totales Differenzial: Jacobi-Matrix
€ Richtungsableitung (Uber Jacobi-Matrix)
C Divergenz: beschreibt die Intensitét von Quellen und
Senken
€ Rotation: beschreibt die ,Wirbelhaftigkeit”





[image: image69.png]Eigenwerte und Eigenvektoren
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einsetzen
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(Rezk-Salama, o.J.)

