8. Methoden der klassischen multivariaten Statistik
8.1. Darstellung von Daten

Voraussetzungen auch in diesem Kapitel:

e Grundgesamtheit (Datenraum) Q von Objekten (Fallen,
Instanzen), denen J-Tupel von Merkmalsauspragungen
zugeordnet sind

¢ "multivariate Statistik": mehrere Merkmale (Variablen;
Attribute), d.h. J > 1

e Merkmale kdnnen nominal, ordinal, Intervall- oder Ratio-
skaliert sein (siehe Kap. 1)

"Beschreibende Statistik" beschreibt die Daten durch einzelne
Werte, durch Ubersichtliche Tabellen oder durch grafische
Darstellungen. (im Folgenden teilw. nach Schwenker 2004)

Absolute und relative Haufigkeit:

Das Merkmal X habe J verschiedene mogliche Merkmalswerte, die wir mit
Ci,...,Cy bezeichnen.

Absolute Haufigkeit von (; ist n; die Anzahl der Daten mit dem Wert (; fGr
i =1 eenndl

Relative Haufigkeit von (; ist f; = %J der Anteil der Daten mit dem Wert ¢;
firj=1,...,J

Es gilt dabei offenbar

J J
an:n und ij:l
J=1 j=1

Darstellung durch Tabellen der absoluten oder relativen

Haufigkeiten fur jedes Merkmal und jede Auspragung:

e beschreibt den Datensatz bei Vernachlassigung der
Zusammenhange zwischen Merkmalen



grafische Darstellungen bei 1 Merkmal ("univariater" Fall):

Balken-, Stab, Kreisdiagramm und Polygonzug
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Der Modalwert

Die Auspragung ¢, heiBt Modus oder Modalwert, falls n; > n, flr alle
kE =1,...,J. Der Modus ist nicht eindeutig bestimmt, d.h. die kénnen Da-

)

ten mehrere Modi aufweisen.

anschaulich: "Gipfel" im Balkendiagramm

Verallgemeinerung des Balkendiagramms: Histogramm



Histogramme

Angenommen es liegt wiederum ein metrisch skaliertes Merkmal vor mit den
Daten: z,, zs, ...x,,. Ferner nehmen wir an, dass n groB ist, so dass die einzel-
nen Daten z; keine Rolle spielen. Fur solche Anwendungen bietet sich eine
Darstellung der Daten durch Histogramme an.

Histogramm-Darstellung

e Die Werte des Merkmals werden in Intervallen (,Klassen®) K; zusammen-
gefaft.

e Einzeldaten z; kommen nicht mehr vor.
e Anzahl n; der Daten je Klasse K; werden angegeben.

Mittels der Klassengrenzen
amp<by=ar<byr=a3< - -=bj_1=a5<by

werden J Klassen festgelegt durch

Kj = [l’.l.j.bj) furj': 1.J—1 Und K}':[Gj.b}1|
Aus den eigentlichen Daten

I1.....Tn
werden die Klassen K; mit Haufigkeiten n;, wobei n; = K; N {z1,...,z,} ist.
Tragt man die empirischen Daten Uber den Klassen (also Uber

den Intervallen) ab, so entsteht ein Histogramm.
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Probleme, die bei der Histogrammbildung aufkommen:

e Wie viele Klassen sind fur die vorliegenden Daten erforderlich ? Ist J = 5
ausreichend?

e Eine sehr grobe Faustregel:

I~ 10logan  falls n > 1000
A IV sonst

e Sollen die Klassen (Intervalle) jeweils gleich lang sein?

e Kann man sich auf endliche Unter- und Obergrenzen der Klassen be-
schranken?

Innerhalb der Klassen K; nimmt man eine Gleichverteilung der Daten an.

e Abhangigkeit des Histogramms von der gewahlten
Klasseneinteilung

e ungunstig gewahlte Klasseneinteilung kann falsche
Strukturen in den Daten vortauschen
Beispiel:
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Deshalb in vielen Fallen vorzuziehen:

Die (empirische bzw. kumulative) Verteilungsfunktion

Das Merkmal X sei nun (mindestens) ordinalskaliert, d.h. es gibt eine natuli-
che Ordung der Merkmalsauspragungen (dies sind oBdA reelle Zahlen also
e R).

'T’.]T PECE :I:n_
seien die Daten der Urliste.

Als (empirische) Verteilungsfunktion der Daten bezeichnet man die Funk-
tion F' : R — [0, 1] definiert durch

rp=timsdl 5,

T
Je{r| (r<a}

F(z) ist also der Anteil der Daten x; mit der Eigenschaft: z; < =.

Die Verteilungsfunktion ergibt sich also direkt aus den relativen Haufigkeiten.

Beispiel: Ergebnisse einer Klausur mit 16 Teilnehmern sind gegeben durch
die Urliste

3,4,2,1,2,4,5,5,2,1,4,5,3,3,2,4

Hieraus ergibt sich die empirische Verteilungsfunktion dieser Daten:

10 _| P
G| ni | fiin% | F(&)in % o - h—
1 2 | 12,50 12,50 |
2 | 4] 2500 37,50 i M
3| 3| 1875 56,25 as _
4 | 4| 2500 81,25 | '
5| 4| 1875 100,00 0z _
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aa

Verteilungsfunktionen sind monoton wachsend, d.h. F(z;) < F(z2) flr z; <
xo und rechtsseitig stetige Treppenfunktion:

Vorteil der kumulativen Verteilungsfunktion:
Unabhangigkeit von Klassierungsannahmen



Multivariater Fall: mehrere Merkmale

Sind zwei Merkmale X; und X; metrisch skaliert, veranschaulicht man sich
die Daten in einem Streudiagramm (scatterplot)
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4.3
Preiz X

Wie hangen X und Y von einander ab? Vermutung: Hoéhere Preise entspre-
chen geringeren Mengen.

in Analogie zum univariaten Histogramm:
bivariates Histogramm (3D-Grafik)

(gleiche Nachteile wie beir wumvanaten Histogrammen:
Informationsverluste, abhingig von der gewihlten Klassierung)



bei mehr als 2 Merkmalen: alle Kombinationen in einzelnen
Scatterplots erfassen

Es gibt (3) = (v-1)-n/2 viele 2D-Streudiagramme!



- oder: 3D-Scatterplots verwenden

Es gibt (j;) = (N-2)(N-1)N/6 Vviele 3D-Streudiagramme!

Mehr als 3 Merkmale sind nicht gleichzeitig in einer Grafik als
Scatterplot darstellbar

= Fragestellung der mehrdimensionalen Skalierung:
lasst sich eine niedrigdimensionale Darstellung fur eine

hochdimensionale Datenmenge (Attributzahl J grof3) finden, so
dass die Strukturen in den Daten weitgehend erhalten bleiben?



QUELLDATENSATZ ZIELDATENSATZ

w' = {x1,...,2z7r} C RY | w¥ = {y1,...,yr} C RM

ri; = ||z — x| ri. = ||¥: — y|
mit der Dimension M << N

GESUCHT: niederdimensionale Punktmenge aus w¥ mit
geringstmoglicher Abweichung der paarweisen Distanzen:

i R T‘% (Vi,j)

Fehlermale

e Absoluter quadratischer Fehler

Wl BB = = ( 2 2 (7

¢ Relativer quadratischer Fehler

r%’r.—fp?’. 2
e = 3 (37)
r.

i<j

e KompromifB: der Sammon-Fehler

ES(RI,RLF) — Z ( )QZ(T” z:.')

(aus Schukat-Talamazzini 2002)



Tabellarische Darstellungen multivariater Datensatze:

Haufigkeits- und Kontingenztafeln

Zwei Merkmale X und Y seine beliebig skaliert. Fur X seien die moglichen
Merkmalsauspragungen &;,..., £y und far Y seien m,,.. ., nx die Merkmals-
auspragungen.

Sei nun die Urliste in Form einer n x 2 Datenmatrix gegeben, so lasst sich
hieraus eine sogenannte Haufigkeitstabelle erstellen.

Es sei dabei n ;3 die Anzahl der Datenpaare (z;, ;) mit z; = & und y; = .

K J
e = E njr und ng = E njk
k=1 i=1

sind die absoluten Randhaufigkeiten von ; bzw. 7.

Y
. M2 e | >
& | n1 Mg e Mg | M
X & | na1 nee - nak | N
&1 | mnn my2 - mgk | N
>l na na - ng n
J K J K
D RIESWIEH RIS
i=1 k=1 =1 k=1
Die Randhaufigkeiten n.;,. .., n.x beziehen sich offenbar nur auf das Merk-

mal Y und die Randhaufigkeiten n,., ..., n . nur auf das Merkmal X .



Statt der absoluten Haufigkeiten kann man auch die Kontingenztafel mit
relativen Haufigkeiten aufstellen.

Y
T M2 e | 2
& | fu fiz - fik | fi
X &| fa fo - forx| fo

Er | fin fre - fik | f1
X0 fa f2oo fr| 1
fi.,..., fs. heiBt Randverteilung von X

fa,...,f.x heiBt Randverteilung von Y

Die Randverteilungen konnen wieder durch Histogramme oder
kumulative Verteilungsfunktionen dargestellt werden.

catterplat with Histograms (beispiell. sta &v™50c)
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Scatterplot fiir 2 Merkmale mit Randhistogrammen (je eines fiir
jedes Merkmal) und mit Anpassungskurve (hier eine
Logarithmusfunktion).



Bedingte Verteilungen:

Von den gemeinsamen relativen Haufigkeiten zu unterscheiden sind die so-
genannten bedingten relativen Haufigkeiten

Flrfestesk e1,..., Kundj=1,...,Jist

o dik
f3|y=ﬁk - f-k

die bedingte relative Haufigkeit von £; unter der Bedingung ¥ = .

Sie stellt die relative Haufigkeit des Wertes &; in der Teilmenge der Objekte
dar, die in der Variablen Y den Wert 7, haben.

heiBt die bedingte Verteilung von X unter der Bedingung YV = 7.

Analog ist
_ fx

fk|X=5_?- - £
die bedingte relative Hautfigkeit von 7, unter der Bedingung X' = ;.

Die bedingte Verteilung von Y unter der Bedingung X = &, ist gegeben
durch:

fix=¢ .- Fr|x=¢;

Aus den bedingten relativen Haufigkeiten flr Y unter der Bedingung X = ¢;
und den absoluten Randhaufigkeiten von X konnen die gemeinsamen abso-
luten Haufigkeiten n;; bestimmt werden, es gilt:

ik

Nk
J J
Njk = fk|_X=§J-nj. = n—_nj. und nik = fj‘|Y:nkn.k = n_n-k
ju |k

Auch die bedingten Verteilungen konnen durch Histogramme
oder kumulative Verteilungsfunktionen veranschaulicht werden.



8.2. KenngrélRen der beschreibenden Statistik

Lokalisations- (Lage-) Mal3e:

LagemabBe

FUr metrisch skalierte Daten z;.....z, ist das arithmetische Mittel = defi-
niert durch

n
1
:I?:—E ZI;
n-
i=1

das am weitesten verbreitete LagemaB

Weiteres Lokalisationsmal3: Modus (Modalwert) —
e schon fur nominal skalierte Attribute definiert
e aber nicht immer eindeutig bestimmt

Quantile

Weiterer wichtiger Begriff zur Beschreibung von Daten ist der des Quantils.

Mit Hilfe der empirischen Verteilungsfunktion F' definieren wir flr0 < p < 1:

=mini{z : p) >
min{z F(z) > p}

E:P
Tp ist der kleinste Wert 2 € R mit der Eigenschaft: F(z) > p.

x, wird als p-Quantil der Daten bezeichnet.

I, ist der kleinste Wert z € R so dass p * 100 % der Daten < z sind.
@ : [0,1] = R mit p — &, heiBt die Quantilfunktion.

Quantilfunktion und empirische Verteilungsfunktion enthalten die gleiche In-
formation Uber die Daten (Spiegelung an der Winkelhalbierenden!).



Quantile kénne auch direkt aus den Daten berechnet werden, also ohne Be-
stimmung der empirischen Verteilungsfunktion.

Hierzu seien die Daten in der Urliste bereits aufsteigend sortiert:
1S r2 <23 < <2y

Dann ist flr p € (0,1)

P LV falls np ganzzahlig
(p -
Tnps+1] SONSt

hierbei ist [z] der ganzzahlige Anteil von z.

Median I
&
Quartile 7i1.7:2.73
- - 0] ] ] .--.'a ma ma -~
Einige Quantile haben besondere Namen: Quintile Ty, Ty, T3,T4

Dezile 7i1.Z:2.....Ts5.T0
. 107 10 W
Perzentile 7.1 .72 . T o8, T

Quantile sind offensichtlich gut zu interpretieren und nutzlich um groBe D
tenmengen mit vielen verschiedenen Werten zu charakterisieren.

e 71, der Median, ist der Wert der die unteren 50% von den oberen 50% d
Daten trennt.

a-

er

. 5:%,5:;,535 teilen die Daten in vier Blocke, die jeweils 25 Prozent der Daten
< 0 — — 0 "
umfassen. Zwischen z; und z3 — dem unteren und oberen Quartil —liegen

die mittleren 50% der E)aten. !

Analog sind Quintile, Dezile und Perzentile zu interpretieren.

Kastendiagramm/Boxplot

Minimum und Maximum.
Median innerhalb der Box.

min X

| | d
er Box.
025 Xos Xg75  max

1. und 3. Quartil beschreiben die Lage



Streuungsmalde (Dispersionsmalle):

Varianz/Standardabweichung

x1,..., T, Seien metrisch skaliert (mindestens intervallskaliert)

e Varianz und Standardabweichung sind am gebrauchlichsten

n
§? = (z; —z)% (Varianz)

i=1

durch Wurzelziehen ergibt sich

T

s=Vs?= | ! Z(xf — z)? (Standardabweichung)

%n_lizl

Gelegentlich findet man auch - statt ' Normalisierung.
Allerdings wird hierdurch die Varianz/Standardabweichung systematisch
unterschatzt!

Eigenschaften von Varianz/Streuung:

1. 2>0unds>0.Dennesgit:s=0es’=0cr = =z,=7
2. Durch Umformung erhélt man leicht (bei X Normierung): s? =

1 n 2 =2

EZi:]_ﬂjE‘_l‘_ . . .1
3. Nach einer affinen Transformation y; := az; + b der Daten z; gilt (bei ~

Normierung): s2 = a®s2 bzw. s, = |als,

¢ Mittlere absolute Abweichung vom Median

1 T
d;:agm—ﬁuﬂ

e Ginis mittlere Differenz

1 i n
A ::EZZME-—IJ

i=1 j5=1

d und A sind in geringerem MaBe von AusreiBern betroffen als s2.
Denn es werden nicht die quadrierten Abstande, sondern nur die gewohn-
lichen Abstande in diesem Streuungsmaf eingehen.



e Quartilabstand
Q = Io.75 — L0.25

ist der Quartilabstand.
( ist die Spanne in der die mittleren 50% der Daten liegen (siehe Boxplot).
( ist besonders robust gegentber AusreiBern.

e Spannweite/Range
R = maxz; — minz;

heiBt die Spannweite.
R ist besonders empfindlich gegenulber AusreiBern.

e Variationskoeffizient

V = fur z > 0

B o

driickt die Standardabweichung in ,Mittelwerteinheiten” aus.

Kenngrolen fur multivariate Daten (Betrachtung mehrerer
Attribute zugleich):

Kovarianz

Zur Herleitung einer ZusammenhangsmaBzahl fir zwei Merkmale X und Y
bilden wir die arithmetischen Mittel

1L 1y
3::;;333- und y:HZyz‘

i=1

und die Varianzen

‘ ‘ ‘ 1 & ‘
2 E : =32

i=1




Eigenschaften der Kovarianz:

e Die Kovarianz s,, kann negativ sein (Varianz ist stets > ().

o Esgilt sy = syz
e Durch einen Punkt (z;,%;) € R? und den Schwerpunkt (z,7) € R? wird

offenbar ein Rechteck aufgespannt, dessen Flacheninhalt F; gegeben ist
durch:

Fi=|(z:i —2)- (y: — 9)l

o (z; — %) - (yi —y) >0, so liegt der Punkt (z;,y;) im 1. oder 3. Quadranten
(bzgl. (z,y) als Nullpunkt)

o (z; — ) (y; —y) <0, soliegt (z;,y;) im 2. oder 4. Quadranten

Sgy > 0, so haben X und Y die gleiche Tendenz.

szy < 0, s0 haben X und Y die entgegengesetzte Tendenz

Die Kovarianz ist lage-invariant und linear. Flr die Transformation

(zi, y:) = (4, i)
Tit=ax;+b, und g;=cr;+d mit abcelR

gilt dann s;; = acs,,, denn

Sg =

] T
o Z(a:ri +b—(aZ+b))(cyi +d — (cj + d)) = acsay
i=1

e Offenbar ist s, nicht normiert und kann beliebige reelle Werte annehmen.

Kovarianzmatrix: X = (Sxy)x.y Merkmale

(die Diagonalelemente s,y sind die Varianzen.)



Korrelationskoeffizienten

Normierung der Kovarianz durch die Standardabweichungen geben den Kor-
relationskoeffizienten:

S Szy _ Z?:](i??z‘ —Z)(yi — 9)
Dy = = - — — —
seSy /Y (@i — 7)Y (i — )2

1. Esgilt ryy = ryz, daszy = Sya

2. FUrz; =azx; +bund g; = cy; +d mita,b.c,e Rund a - ¢ #£ 0 gilt:

ac
R = ———F
o alle ™

Dies folgt aus den bekannten Eigenschaften der Kovarianz und der Stan-
dardabweichung. Es ist offensichtlich, dass sich r;; und rg,, nur um das

Vorzeichen des Produkts der Skalierungskonstanten a und ¢ unterschei-
den.

Es gilt:
e ac >0, dannistrz; = ryy
e ac < (,dannistrzy = —ryy
3. Esistrgy, € [—1,1]
4. 14y =*1,9dW. y; = az; +bflrallei = 1,...,n gilt, d.h. ein exakter linearer
Zusammenhang zwischen den Merkmalen X und Y besteht.

o ryy=1,0gdw. a>0undbe Rmity; =az; +6flrallei=1,...,n.

¥

e 7,y =—1,gdw.a <OundbeRmity, =az; +bflrallei=1,...,n.

¥

Ivy heildt auch Pearsonscher Korrelationskoeffizient. Auch: R.

Korrelationsmatrix K = (Ixy)x.y Merkmale

R=+1 R ist ungefihr 0, R=-1
kein
Zusammenhang




Unabhé&ngigkeit zweier Attribute (Merkmale):

Zwei Variablen (Merkmale) X und Y heiBen deskriptiv unabhéangig, wenn
gilt:

nj.n.

firalle j=1,...,Jundk=1,.. K

¥ ¥

ik =

Folgende Aussagen sind dazu aquivalent:

1. fik=[f;.fr furalle j=1,....J,undk=1,....K

)

2. fj- = fjly':m = fj|Y=n2 == fj|y=7?.ﬁ’ far alle j' =N J
3. fk‘:fk|x=€1:fk|x=§2: ”':fk|X=£_I fura”e k:]-‘r‘rK
Zusammenhangsmalle:

X und Y seien deskriptiv unabhangige Variablen, dann gilt :

SIy =5 0

d.h. X und Y sind unkorreliert.

1 J K
Sgy = Z Z(E} - 5’)('-’?1': - ﬂ)njk

n—1
i=1 k=1
J

1 1 &
= 3 j_](ﬁj — ). —— ;(nk —Y)nk

= 0
Damit ist auch r,,, = 0. Die Umkehrung ist falsch.

rzy 1St ein MaB far den linearen Zusammenhang zweier Merkmale X und
Y. Andere Formen des funktionalen Zusammenhangs erfasst r,,, nicht!



ZusammenhangsmaB flr ordinal skalierte Daten

Die Anwendung des Korrelationskoeffizienten ist nicht zulassig, da
T, 3},3_}(2, s‘f, und sxy fur ordinal skalierte Merkmale nicht sinnvoll berechnet
werden kénnen.

Idee: Die daten x;,y; furi = 1,..., n werden durch ihre Rdnge Rx(z;) und

Ry (y;) ersetzt und der Korrelationskoeffizient fir die Range bestimmt.

Seien die Daten x;, zs, . ...z, paarweise verschieden, dannist Rx(z;) = r ,
wenn z; in der aufsteigend geordneten Folge der z;-Werte an der r-ten Stelle
steht.

Der Rangordnungskoeffizient von Spearman ist nun definiert durch:

Z:;l(RX(ﬂ‘?f) — Rx)(Ry(yi) — RY)
(X1 (Rx(x:) — Rx)?)? (31—, (Rx(=:) — Rx)?)

[ :'UI

T’Sp =

[

Sind die z; und die y,; jeweils paarweise verschieden, so gilt die vereinfachte
Formel:

6> 7 1 (Rx(x:i) — Ry (y:))?

n(n2 —1)

T’Sp::l—

Kommen Datenwerte mehrfach vor (sog. Bindungen), so werden Durch-
schnittsrange gebildet.

Beispiel:

r1=3.7,22=39,z3=3.1und z4=3.7.

Dann ist Rx(z3) = 4, Rx(z3) = 1 und wegen z; = z4 = 3.7 entfallen die
Range 2 und 3 und werden durch einen Durchschnittsrang realisiert

RX(J?]) = RX(JM) =25



ZusammenhangsmapB flr nominal skalierte Daten

Daten seien in Form einer Kontingenztafel gegeben. Die Variablen sind de-
skriptiv unabhangig, falls gilt

¥ ¥ ¥

nje= 2 firale j=1,...,Jundk=1,....K
T

MaB flr die Abweichung von der Unabhangigkeit ist

. K Mgy 2 J K 2
Lo TR
2 _ (an n ) . njk 1
X = nj.n. - ﬂ'( - )
= - ﬂj.ﬂ.k
1=1k=1 n J=1k=1

x? =0, gdw. X und Y deskriptiv unabhangig sind.
x? ist nicht normiert! Statt x? verwendet man den Kontingenzkoeffizienten

_\/ win{J K} gy

x?+nmin{J, K} — 1

Es gilt: C = 0 gdw. x2 = 0 gdw. X und Y deskriptiv unabhangig.
(Schwenker 2004)

8.3. Statistische Tests

Hypothesentests

Ziel: Anhand empirischer Daten Uber ein Merkmal soll eine
Entscheidung herbeigefuhrt werden zwischen zwei kontraren
Aussagen.

Beispiel:

a. Einstichprobenproblem (1-sample problem):

Hat ein neuer Datensatz A einen mittleren Wert u des
betrachteten Attributs, der groB3er ist als der (bisher fiir
dieses Attribut angenommene) Wert Wy? Entscheidung
anhand der Ergebnisse xy, ..., x, von n Messungen.



b. Zweistichprobenproblem (2-sample problem):

Hat der Datensatz A im Mittel einen groB3eren
Attributwert als der Datensatz B?

Entscheidung anhand der Ergebnisse xy, ..., X,
von Datensatz A und x, ..., x, von Datensatz B.

Nullhypothese (null hypothesis)

Ho: p <o

bzw. ua < ug (2 Stichproben).
Alternativhypothese (alternative hypothesis)
Har > o

bzw. wa > ug (2 Stichproben).
Vorgehensweise:

Ergibt die Empirie einen ungewohnlich gro3en Stichproben-
mittelwert ¥ (d.h. ¥ im Ablehnungsbereich, kritischer
Bereich), also ein Ergebnis, das unter der Nullhypothese

Hy: u < wo sehr unwahrscheinlich ware, so vermutet (schlief3t)
man, dal3 Hy wohl falsch ist, d.h. man entscheidet sich fiir H,.

Bei diesem Schluf3 kann man sich irren:
Fehler 1. Art (type I error) :

Ablehnung von Hy zu Unrecht,
also obwohl H, zutrifft.
Fehlerwahrscheinlichkeit o
(wird vorgegeben, z.B. o = 0,05).
o = "Risiko 1", Signifikanzniveau;

1—o heil3t statistische Sicherheit.



Liegt X dagegen im Annahmebereich von Hy, ist X also nicht
zu grof3, so wird Hj als richtig angenommen.

Auch hier kann es zum Irrtum kommen:

Fehler 2. Art (type Il error) :

Annahme von Hy zu Unrecht,
also obwohl H, zutrifft.

Fehlerwahrscheinlichkeit 3 , hdngt ab vom

wahren Erwartungswert w. = "Risiko 11",
(1B heiBt Schdrfe des Tests.)

( Beachte: Entsprechendes gilt flir die Nullhypothesen u = u,
oder u = U, die gegen Ha: u < o bzw. u # uy gepriift
werden.)

Ubersicht:
Entscheidung fiir:
HO H A
H, stimmt |richtige Entschei- | Fehler 1. Art
Realitét: dung |
Wkeit o
Wkeit 1—o
H, stimmt Fehler 2. Art richtige Ent-
scheidung
W'keit 3
Wkeit 1-3

Allgemein gilt: Verkleinerung von o fiihrt zu Vergrofierung von 3
("Antagonismus"). Einzige Moglichkeit, 8 bei festem o zu ver-
kleinern: Stichprobenumfang n vergrofern.



Festlegung des Ablehnungs- und des Annahmebereichs:

Man berechnet aus den Beobachtungen xi, ..., x,, eine
PriifgroBe (Teststatistik) T(xy, ..., x,), beil der ein groBBer Wert
cher fiir Hy und ein kleinerer eher fiir Hy spricht. Aullerdem
legt man einen kritischen Wert ¢, , fest, so dal3

P (T >c 1_a) <o
gilt, wenn Hj zutrifft. Dann wird entschieden:
T'> c,_o= Hy wird abgelehnt

T < c_o,= H, wird akzeptiert.
(Beim einseitigen Einstichproben-Gaul3-Test (Hy: u < W) ist z.B. die Priifgrofe
=" g,

o) (= standardisierter Stichprobenmittelwert) und der kritische Wert ¢;_,
= uy_o = (1-at)-Quantil der Standard-Normalverteilung (GauBlverteilung).

WICHTIG:

In Statistik-Programmpaketen wie STATISTICA wird bei
Hypothesentests der Wert p angegeben:

p = P(Teststatistik 7'>= aktueller Wert von T)
unter der Annahme der Nullhypothese.

p gibt also das maximale o-Niveau an, fiir das die
Nullhypothese gerade noch akzeptiert werden kann:

p <o:. Hyablehnen

p == O: Hy beibehalten.

Je kleiner p ist, desto signifikanter 1st die Abweichung von der
Nullhypothese!




Beispiel: Der 2-Stichproben-t-Test

Anwendung:

Entscheidung der Frage, ob zwei Stichproben, bei denen
jeweils 1 Merkmal gemessen wird, denselben Mittelwert
aufweisen (bzw. ob der eine Mittelwert grofder als der andere
ist).

Voraussetzungen:

Das gemessene Merkmal muss als normalverteilt angenommen werden

(d.h. approximierbar durch eine Gauldverteilung); die Varianz dieser
Normalverteilung ist unbekannt, aber in beiden Stichproben gleich.

Zweistichproben-t-Test (two-sample t-test)

Xi, ..., Xu, seien stochastisch unabh. N(u,, 6%)-Verteilungen,
Y1, ..., Yay seien stochastisch unabh. M(ug, 6°)-Verteilungen

(entsprechend den beiden Stichproben). ¢ sei unbekannt, aber
identisch bei beiden Verteilungen.

Sa, Sg seien die empirischen Standardabweichungen fiir X
bzw. Y, X, Y die empirischen arithmetischen Mittelwerte.

Ho: ua = ug , d.h. die beiden Verteilungen sind identisch.

Unter dieser Annahme ist die Priifgrof3e

Tz\/nAnB(nA+nB—2). X-Y
ny+ig J, =DS? +(ny —1DS3

t-verteilt mit n, + ng —2 Freiheitsgraden.

(t-Verteilung, auch Student-Verteilung: tabellierte Verteilung,
Wahrscheinlichkeitsdichte
n+l

) ()
f(x)—wg -~ +; |

darin ist n ein Parameter, die "Anzahl der Freiheitsgrade".)



T > ¢ = Hj wird abgelehnt.
Rqt+ng—2, 1—E

Analog kann man auch einseitig testen, d.h.
Hy: ua < ug, dann Ablehnung von Hy bei

T >t

aytng—2.1-a .

Daber 1st ¢,, das g-Quantil der -Verteilung mit n Freiheits-
graden.

8.4 Die Varianzanalyse (Analysis of Variance; ANOVA)
Verallgemeinerung der Fragestellung des 2-Stichproben-t-Tests

Ziel:
Unterschiede zwischen einzelnen (Teil-) Datensatzen

feststellen
statt 2 Stichproben jetzt also p Stichproben

Voraussetzungen:
e die fur die Unterscheidung verwendeten Attribute haben
numerische Werte als Auspragungen
e diese sind in den Teil-Datensatzen jeweils normalverteilt mit
gleicher Varianz (Varianzhomogenitat)

die einzelnen Teil-Datensatze heilden auch Stufen,
Faktorstufen, Varianten oder Behandlungsarten

Gesamtzahl der Daten in allen Stufen: N=n, + ... + n,

1 %
Zeilen- (Stufen-) Mittelwerte %=~ 2 %i

i k=

1 12

Gesamt-Mittelwert * = v DD Xy = I > 1%
ik i=1



Zerlegung der Abweichung eines Beobachtungswertes vom
Mittelwert:

X =% = (G —X)+(x; —X;)
— 0:1- + & ik
o = X;—X = Abweichung des i-ten Stufenmittels vom Gesamtmittelwert

= Effekt des Einflussfaktors A (i-te Behandlungsart)

g = Xp—X; = Abweichung des Beobachtungswertes

vom zugehorigen Stufenmittel = "Restfehler". Beachte: Die Restfehler innerhalb
einer Zeile summieren sich zu Null:

n n
D Eik = X Xip — 1% =% — X, =0
k=1 k=1
¥a
&‘h"&n’ 1 L
*, *
Behandluny 2
: g a‘ xii = S(: L e‘j
| £."’ ~ N(O, G)
“

X



Entsprechende Zerlegung der Summe der Abweichungs-
quadrate
(damit auch Zerlegung der Varianz — "Varianzanalyse"):

p n p n
SO ota1 = ZZ(xik -x)’ = ZZ(% t &)’

i=1 k=1 i=1 k=1

=D 2> Y o v e

Loa2ialald, |8 42
= Fl X . £ &
= B A= R =P =
= SOkfekt T 0+ SOFenier

also SO i = SOrper + SOrehier »

der Anteil von SQgp., misst den Einfluss des Faktors 4 auf die
Gesamtstreuung.

SOgpert = SSepec: (SUM of squares),
SOrenier =SS, 1M Englischen.

Zur Vergleichbarkeit muss man normieren, d.h. durch p—1
bzw. durch N—p dividieren:

FGgpee = dfefees = p—1 = Anzahl der Freiheitsgrade "zwischen
den Stufen"

FGreper = dfrror = N—p = Anzahl der Freiheitsgrade "innerhalb
der Stufen"

(df = degrees of ﬁeedom)
SQEjfekt

MOQggon = MSpjoer = P ~1 = mittlere Quadratsumme zwischen
den Stufen,



SQFehler
MOQOropier = MS.,,.., = ¥~ P = mittlere Quadratsumme innerhalb
der Stufen (mean sum of squares).

Test auf Signifikanz der Mittelwertunterschiede:

Voraussetzung: Die Restfehler € ;; sind stochastisch
unabhingig und normalverteilt mit Mittelwert 0 und
identischer Varianz ¢ ? (Varianzhomogenitdt).

ol i Priifart 7o MO
Dann folgt die Priifgrof3e MOy, CIner

F-Verteilung mit den Parametern p—1 und N—p

(Quantile tabelliert bzw. in Statistik-Software abrufbar).

Nullhypothese Ho: W =, = ... = W, , d.h. kein Effekt
des Faktors A4,

dagegen H,: wenigstens 2 der W; unterscheiden sich.

F>F, | nNp 1-a (Quantil der F-Verteilung):

H, ablehnen.

Varianzanalyse bei mehreren Einflussfaktoren
multifactorial analysis of variance, MANOVA

bei 2 Faktoren A, B hat man:

- Effekt des Faktors A

- Effekt des Faktors B

- evtl. "Synergie-Effekt" von 4 und B, d.h.
"Wechselwirkungs-Effekt" 4B

- Restfehler.



X4 =X+, +,6’j +(ozﬁ)zj + &

Entsprechend zerlegt man die Summe der Ab-
weichungsquadrate SQ,,.; in 4 Komponenten SQ,, SQOs,
SO 5 und SOr.n.- und berechnet analog zur ein-
faktoriellen Analyse die Werte MQ und F (jewells
gesondert flir A, B, AB).

F > krit. Wert der F-Verteilung

bedeutet einen signifikanten Einfluss des ent-
sprechenden Faktors bzw. der Wechselwirkung.

Analog bei mehr als 2 Faktoren (mit entsprechend mehr
Wechselwirkungsmoglichkeiten: AB, AC, BC, ABC...).



8.5. Die Diskriminanzanalyse
(vgl. Hartung & Elpelt 1999, S. 240 ff.)

Ziel: Klassifikation
Zuordnung von Instanzen zu Klassen
unter Verwendung einer Lernstichprobe

Voraussetzungen:
e alle Attribute sind numerische GrofRen

e und sind normalverteilt mit in allen Klassen gleicher
Kovarianzmatrix

Cfumlgcsahilu:é Jtr Ob/’c[d-c_ ﬂ
4 norwalvertei (be AHribute Y, [ Yp

mm Klassen (Teilpopulationen) : Q = K,ok, U... vk,
Eruar-’-unoswaf£Vcl¢'l-of der Allrbule in K; - /u.(‘.)
Monrl‘ava?ma"v:x des A#rﬂmk; 2 (;n allen ic; _9/cicL)

()
/*(4)1"" /.L und Z sind in der R&gcl uuloebacm{

UnJ navissen 34:4«;(2! werden .
(mnlla_gc-, Luns*;cl«probcn Voua Uu«f:u_, n, (('=4,...,M)
Aus den w Klassen, Dabei s Nz nge_4ang >p.

Uik S der beslbacldede Attribud veldy,
iy’ %) L~{‘cn Objf—(«f &us clct l,'"'thn k/a):e_

= /u(i) wird 3(’tcL;£2( durcl,

n;

Ui = 2 Yk Gy

[ 1
2= wird 9esclatet durch

S=45 2 > (et =GN, -5 )"

t=1 kzq

{



Die Matrix .Se, = (M-w)'S  newnt maa Fellermatn
und S, = _ZV\ G- it 9’=%ZZ ik

=1 L=y

o{t 2 H“!]’o‘”«dr_v\ma-}h’x .

FG! die k'ﬂ.S’;-F;lta""?Ov\ Newer Objelte wird die  (ineare
Fisher sche Di)hriwimmzﬁﬁ“&ﬁ‘m vervendel :

Ein veues Objelt it Altributvehtsy Yy wird
o(;u Klasse K.’, g eorduet ;. Wenn .F;'r alle 9 + ¢
9.\t :

by = G508y =357 v > 0

(Bc; der Berechmumy kamn man virwenden 14‘) (4) = _L‘i‘, (.I)_)

fix}

Abh.1: Veranschauhchung der Diskrimination zwischen zwei Populationen auf-
grund eines N(2;1) - bzw. N(4;1) - verteilten Merkmals; die schraf-
fierte Flache entspricht der Wahrscheinlichkeit dafijr, daf ein Ob-
jekt aus der ersten Population falsch klassifiziert wird



Ein Beispiel (aus Hartung & Elpelt 1999, S. 247 ff.):

Tab.3: Lange {L) und Breite (B) der Kelch- und Bliitenbl&tter von je 50
Pflanzen dreier Irisarten
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Tak.3 enthdlt die p =4 Messungen von Lange und Breite der Kelch- und Blii-
tenbldtter von je n =n, =50 Pflanzen der m=3 Irisarten setosa, versicolor
und virginica;vagl. R. A Fisher (1936): The use of multiple measurements in
taxonomic problems, Ann. Eugen. 7, S.179-188.

Betrachtet man die Daten aus Tab.3 als Lernstichprobe, so kann mittels der
Diskriminanzanalyse eine beliebige Irispflanze einer der drei Arten zuge-

ordnet werden. Als Kriterium fiir die Diskrimination sollen hier nur Ldnge

und Breite des Kelchbfattes herangezogen werden.

Kommen fiir die Klassifizierung nur die Arten iris setosa und versicolor in
Frage (Zwelgruppengalf), so werden die Mittelwertvektoren durch

¥, =(5.006,3.428)" bzw. ¥,=(5.93,2.770)"

geschatzt. Der Schatzer fiir die gemeinsame Kovarianzmatrix der Populationen
setosa und versicolor ist

S =gz (ng=1)S + (ny=1)5,)

ool"

([5.9682 4.7628J 112.7939 4.0915})
+

4.7628 6.8992 4.0915 4.7285

, [18.7621  8.8543
98| g.8503 11.6277

Mittels dieser Schdtzer ergibt sich wegen
8.153 -6.209
571 .
-6.209 13.156

daB eine neue Irispflanze mit Lange Y und Breite Yo des Kelchblattes in
die Population iris setosa eingeordnet wird, falls gilt:

-11.673y1-+14.431y2-+19.141 >0

und in die Art iris versicolor klassifiziert wird, falls qilt:

-11.673y1+-14.431y2 +19.141 < 0



Kann eine neu hinzukommende Irispflanze auch noch der Art iris virginica
angehdren (Dredlgruppengall), so mup auch die Lernstichprobe fir iris virgi-
nica aus Tab.3 zur Schatzung der Parameter herangezogen werden. Mit

_ 6.588 0.3%63 0.0919
Yq= und 53=
2.974 0.0919 0.1019

ergibt sich der Schdtzer flr die gemeinsame Kovarianzmatrix I von Lange
und Breite der Kelchbldtter der drei Irisarten zu

D | 0.2650 0.0927
S =1 (50S, +505, +505.) =
17 2 3% 10.0927 0.1154

Weiterhin ergibt sich

Wegen

s !z

oy [ 5.208 -4.216
-4.216 12.052

wird bei der Verwendung der linearen Fisherschen Diskriminanzfunktion eine
neue Irispflanze mit Lange Y und Breite Yo des Kelchblattes dann wie folgt
diskriminiert. Mit

h12(y) =- 7.655y, +11.851y,+ 5.154
h13(y)::410.216y1-+12.141y2-+20.359 .
h23(y) = - 2.562y, + 0.290y, +15.210

gehort sie zur Art
iris setosa , falls h12(y) >0 und h13(y) >0 .,
iris versicolor, falls h12(y) < 0 und h23(y) >0 |,

iris virginica , falls h13(y) <0 und h23(y) <0
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ausfuhrliches Beispiel: Hartung & Elpelt 1999, S. 253-257.
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