8. Modelle fur feste Korper

Modell: Abbild der Realitat, welches bestimmte Aspekte der
Realitat reprasentiert (und andere ausblendet)

mathematische Modelle
symbolische Modelle
Datenmodelle
Experimentalmodelle

Solid Modelling (Festkorpermodellierung):
mathematische / datenstruktur-orientierte Darstellung
geschlossener 3D-Korper

2-stufiger Prozess:

Mathematische Symbolische
| Beschreibung Beschreibung

Korper Mathematische Reprasentationen
| Modelle
Physikalische Abstrakte
Ohjekte | Objekte

(aus Encarnagéo et al. 1997)

mathematischer Modellraum M
symbolischer Reprasentationsraum R

Représentations-Relation s: M — R
("Reprasentations-Schema")



Modellraum M Reprasentationsraum R

5

d ﬂ w=s(d)

Definitionsbereich D CM Wertebereich W CR

S eindeutig: jedes Modell aus D besitzt genau eine Darstellung
in W (d.h. s ist Funktion).

Beispiel einer nicht eindeutigen Repr.:

Darstellung von Polygonen als endliche Vereinigung von
Dreiecken
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S vollsténdig: die Relation ist injektiv, d.h. durch jede gultige
Reprasentation wird genau ein Modell aus D dargestellt.

(wenn das nicht gilt, tritt beim Ubergang zur symbolischen Darstellung
Informationsverlust ein.)



Beispiel einer nicht vollstandigen Reprasentation:
Darstellung eines nicht-konvexen Polygons durch die Menge
seiner Eckpunkte
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Kriterien zur Beurteilung von Geometrie-Reprasentations-
Schemata:

Machtigkeit (wie grof ist der Definitionsbereich? Wie genau
konnen komplizierte Objekte modelliert werden?)
Eindeutigkeit

Vollstandigkeit

stimmt der Reprasentationsraum R mit dem Wertebereich W
von s Uberein (oder gibt es "ungultige" symbolische
Darstellungen)?

Genauigkeit (Approximation von Objekten)

Effizienz (Zeitaufwand fur die Darstellung, Speicherplatz)
Abgeschlossenheit (gegenuber Transformationen,
Mengenoperationen)

wie allgemein sind Operationen, die zur Manipulation von
Reprasentationen verwendet werden mussen?

formale Eleganz der Darstellung (kommt man mit wenigen
Operatoren aus, gehorchen diese einfachen Gesetzen?)
wie kompliziert sind Algorithmen zur Erzeugung und
Manipulation von Objekten?



Mathematische Grundlagen:

o Geometrie (Langen, Winkel; Kongruenzabbildungen)

e Topologie (Umgebungen, Inzidenzbeziehungen: welches
Element hangt mit welchem zusammen? Abbildungen:
Homdomorphismen)

Graphentheorie

Kombinatorik

algebraische Strukturen

Maldtheorie
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verschiedene Topologie gleiche Topologie
verschiedene Geometrie verschiedene Geometrie

Topologische Grundbegriffe:
Sei A eine Menge von Punkten, also eine Teilmenge von R®.

A heildt beschréankt, wenn A ganz in einer Kugel mit endlichem
Radius enthalten ist.

A heildst Umgebung eines Punktes x, wenn es eine kleine Kugel
mit Mittelpunkt x gibt, die ganz in A enthalten ist. (Die Kugeln
bilden eine Umgebungsbasis der Standard-Topologie des R3.)

x € A heildt innerer Punkt von A genau dann, wenn es eine
Umgebung von x gibt, die ganz in A liegt (gleichwertig: wenn es
eine Kugel mit Mittelpunkt x gibt, die ganz in A liegt).

x heil3t Randpunkt von A, wenn jede Umgebung von x Punkte
von A und des Komplements von A enthalt. (Dabei ist auch der
Fall x ¢ A moglich.)



Der Rand von A, bezeichnet als dA, ist die Menge aller Rand-
punkte von A.

Das Innere von A ist def. als A = A — 8A (Mengendifferenz).
A heilRt offen, wenn A = A .

Der Abschluss von A (auch "abgeschlossene Hulle von A") ist
def. als A=A U SA (auch: hull(A), Hille(A)).

A heil’t abgeschlossen, wenn A=A .
Die Regularisierung von A ist die Menge reg(A) = Hille(A).

A heil’t regulér, wenn reg(A) = A.
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Effekt der Regularisierung: das Objekt wird abgeschlossen,
"Locher” und "hangende Teile" niedriger Dimension werden

entfernt;
by O (©) (d)

(a) Ausgangsmenge A

(b) Abschluss von A (ohne Regularisierung, storende Teile
bleiben erhalten)

(c) Inneres von A

(d) Regularisierung von A.




Regularisierte Mengenoperationen:

Definition: A op™ B = Hiille(Inneres(A op D))

il o

(b)
(c) (d)

Mégliche Operationen: | J*.[)". —*




Haufig gebrauchte Grundelemente fur die Modellierung:
Polyeder
Definition?

dazu folgende Grundlagen:

Graphen (V, E) (vertices = Knoten oder Ecken, edges =
Kanten): sind nicht an Geometrie gebunden, reine
Inzidenzstrukturen

(E Menge ungeordneter Paare von Knoten)

Ein geometrischer Graph ist ein Paar (V, E), wobei V nichtleere,
endliche Teilmenge von R® und E eine Menge von
Verbindungsstrecken von Punkten aus Vist.

Die Inzidenz von Ecken und Kanten im Sinne der Graphen-
theorie ist geometrisch erklart durch "v ist Endpunkt der Kante
e" (im geometrischen Sinne).

Ein Polygon ist ein geometrischer Graph (V, E) mit
V ={vo, ...,Va1} und E = {(vov1), (V1V2), ..., (Vr—2Vn-1)}.

Ein Polygon heif3t

e eben, falls alle Kanten in einer Ebene liegen

e geschlossen, falls vy = V4

e einfach, falls gilt: Der Schnitt jeweils zweier Kanten ist ent-
weder leer oder eine Ecke, und jede Ecke gehort zu
hochstens zwei Kanten (d.h.: keine Selbstuberschneidungen
des Polygons)

Es qilt der grundlegende

Jordansche Kurvensatz fiir ebene, geschlossene Polygone:
Jedes geschlossene, einfache Polygon in der Ebene unterteilt
die Ebene in zwei disjunkte Polygongebiete, ein inneres und ein
aulReres Polygongebiet.

Punkte im Inneren konnen dadurch charakterisiert werden, dass die
Anzahl der Schnittpunkte zwischen den Kanten des Polygons und einem
Strahl, der von dem Innenpunkt ausgeht, ungerade ist (bereits beim
Scangeraden-Algorithmus zum Fullen von Polygonen verwendet).



Ein Polygonnetz ist eine Menge M von endlich vielen ge-
schlossenen, ebenen und einfachen Polygonen mit folgenden
Eigenschaften:

¢ die inneren Polygongebiete von je 2 Polygonen aus M haben
keine gemeinsamen Punkte

je 2 Polygone aus M haben entweder keinen Punkt oder eine
Ecke oder eine ganze Kante gemeinsam

jede Kante eines Polygons aus M gehort zu hochstens 2
Polygonen

die Menge aller Kanten, die nur zu einem Polygon aus M
gehoren, ist entweder leer (M heil3t dann "geschlossen") oder
bildet selbst ein einziges, geschlossenes, einfaches Polygon.

Polygonnetze spielen eine wichtige Rolle in der Modellierung (Beisp.
FEM, Kontrollpunkt-Netze von Bézier- und B-Spline-Flachen, elevation
grids)

Def. Polyeder:

Ein Polygonnetz M heil3t Polyeder, wenn gilt:

e M ist geschlossen (d.h. jede Kante gehort zu genau 2
Polygonen)

e M ist zusammenhangend

e jede Ecke gehort zu einer endlichen, zyklisch geordneten
Menge von Polygonen, in der aufeinanderfolgende Polygone
jeweils eine zur Ecke gehorende Kante gemeinsam haben

Beispiel, wo die dritte Bedingung verletzt ist:



Die inneren Polygongebiete von M heilden auch Facetten oder
Seitenflachen des Polyeders.

Der Abschluss der Vereinigung aller Facetten heil3t die
Oberfléche (surface) des Polyeders.

Die Polyeder sind die 3D-Verallgemeinerungen der ebenen,
einfachen, geschlossenen Polygone.
Insbes. gilt das 3D-Analogon des Jordanschen Kurvensatzes:

Jedes Polyeder teilt den Raum in zwei disjunkte Bereiche, das
Innere und das Aul3ere.

Das Innere kann wieder dadurch charakterisiert werden, dass
die Anzahl der Schnitte eines Strahls, der von einem
Innenpunkt ausgeht, mit der Oberflache ungerade ist.

Das Innere eines Polyeders ist also vollstandig durch seine

Oberflache definiert

— Grundlage einer wichtigen Reprasentationsform:
boundary representation



Datenstrukturen fur Polygonnetze

1. Polygonorientierte Datenstruktur

e Jedes Polygon wird durch eine Liste von Koordinaten der Knoten
(Eckpunkte, Vertices) beschrieben:

P=((x1.y1.21), (T2, Y2, 29), ... , (Trrs Ynus Zna))

e Kanten werden zwischen aufeinanderfolgenden Knoten erzeugt
e Knoten werden mehrfach gespeichert
e keine explizite Kennzeichnung geteilter Ecken und Kanten

e Probleme beim Rendering (Kanten werden doppelt gezeichnet)

2. Knotenorientierte Datenstruktur

Beseitigung von Redundanz: Knoten werden nur jeweils einmal
gespeichert und dann den einzelnen Facetten durch Zeiger
zugeordnet. Auflistung der Knoten pro Facette gewohnlich mit
fester Orientierung (z.B. im Uhrzeigersinn) — nutzlich fur viele
Algorithmen

Vo o= I. Vi, Vo, V3, Vy .l = g I::.r‘ 1. Y1, 21 J ..... (x4, 11.24))
Va P = (1,2,4)
v, P, = (4,2,3)
vy

e speicherplatzsparend, da Knoten nur einmal gespeichert
e einfache Transformationen

e geteilte Kanten doppelt gespeichert



3. Kantenorientierte Datenstruktur

Facetten als Zyklen von Kanten

Kanten als Listen von Knoten und 1 oder 2 angrenzenden
Facetten; fur jede Kante ist Orientierung durch Reihenfolge der
Endpunkte festgelegt

Vo= (Vi,Vo.Va, Vi) = ((x1.y1, 21)s .o oo (24, 940 24)
E; = (Vi.Vi. P \)

Ey = (Vu,V3, Py M)

Ey = (Vi V. Po. A)

E, = (Vi.Vo. P P)

E; = (Vi,V1. P A)

Py = (Ey, E4,E5)

P, = (E3,E3 Ey)

Erweiterung:

es werden zusatzlich Nachbarschaftsbeziehungen unter den
Kanten gespeichert

(4 Nachbarkanten: ncw = next clockwise, pcw = previous
clockwise, nccw = next counterclockwise, pccw = previous
counterclockwise)

fur die Facetten braucht man dann nur einen Zeiger auf eine
Startkante und ein Bit fur die Orientierung dieser Startkante.

(ocw = orientation clockwise, occw = orientation counterclockwise)
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Winged-Edge-Reprasentation

e Datenstruktur zur Speicherung
von b-reps

e Kante zeigt auf:
— angrenzende Knoten (V1, V2)
— angrenzende Flichen (F1, F2)
— angrenzende Kanten (E2, E3,

E4, E5)

e nur Objekte ohne Locher werden
beschrieben

o effizienter Zugriff auf Nachbar-
schaft (Flachen, Kanten, Knoten)

Beispiel: Tetraeder

Relationen und Listen der zugehorigen Winged-Edge-Struktur:



er | v [ v er || fr] f3 er1 |l ea|esjes|es
€2 || 2 | V3 ezl f2l fz €2 || €1 | €3 | €4 ] €5
€3 | V1 | U3 es || fa | fa €3[| €1 €2 ] €4 ] €5
eq || v3 | 14 es | f2 | f4 es || €2 ]€3 | €5]e€s
es || v1 | Vs es |t fi1 | fa es [l €1 | €3 |es| e
£g Vo | T4 €a f1 fz cg €1 €o | €4 | €5
v-Liste: f-Liste:

1 || €1 filles

Vo [{ €2 fa | ez

v3 || es fall e

V4 || €4 f4 £4

Allgemeiner Ansatz: der vef-Graph

Knoten dieses Graphen:

Mengen der Ecken, Kanten und Facetten

Kanten des Graphen: geeigente Adjazenzrelation

10 Relationen kommen in Frage, davon wird eine im jeweiligen
Datenmodell eine Auswahl getroffen:

z.B. vv: Punkte sind benachbart (haben gemeinsame Kante)
ve: Punkt begrenzt Kante

vf: Punkt ist Eckpunkt von Facette

usw. bis ff. Flachen sind benachbart (haben gemeinsame
Kante)

neben ee betrachtet man noch ee': Kanten sind benachbart und
begrenzen dieselbe Facette (Teilmenge von ee)

1A% ve




vef-Graph fur die ef-Relation:
g f2 I3 fa



bisher nur betrachtet:
"Boundary representation”

Ubersicht Giber die wichtigsten Reprasentationsschemata fiir
3D-Modelle:

3-D Modell !
I Drahtmodell I | Fiichenmodell I - Kérpermodell

BRep CSG Hybridmodell
Boundary- Constructive Zelimodell Andere
Represemation Solid Geomctr}r (CSG-BR)




