"Vom Problem zur Losung": ein einfaches Beispiel

(aus "Einfiihrung in die Informatik", Vorlesung, W. Lex, TU Clausthal, 1983)

A. Problem:

Bei einem Zahnradgetriebe soll das Antriebsrad je ein Rad mit a, etwa
105, und b, etwa 147, Zahnen derart treiben, dass einer vollen
Umdrehung eines getriebenen Rades eine oder mehrere volle
Umdrehungen des treibenden Rades entsprechen und die
Ubersetzungen moglichst klein sind. Wieviele Zihne muss das
Antriebsrad haben?

B. Mathematisierung

Sei d die gefragte Zahl.

Dann gilt offenbar:

d teilt a und d teilt b.

Da die Ubersetzungen minimal

o sein sollen, muss d maximal sein,
also d = ggT(a, b)

(groBter gemeinsamer Teiler).

C. Finden eines Losungsalgorithmus:

Euklid (um 325 v. Chr., "Elemente", Buch 7, Problem 1, Proposition
2), wahrscheinlich schon bei Eudoxos von Knidos um 375 v. Chr.:
Euklidischer Algorithmus

147 :105 — 1 Rest 42

105:42 — 2 Rest 21

42:21 —2Rest0

ggT(105; 147)=21

D. Formulierung des Algorithmus:

I. Falls a # b, sei x die groB3ere und y die kleinere der Zahlen a, b;
beia=bseix=a=y.

II. Berechne x:y mit Rest.

III. Ergibt sich kein Rest, ist y = ggT(a, b).

IV. Ergibt sich ein Rest 7, ersetze x durch y und y durch » und gehe

nach II.



E. Prazisierung dieser Formulierung:

Seien a, b natiirliche Zahlen und 0.B.d.A. b <a, fernerxo=a, x; = b
und x, 1 = g%, t X1

mit g, X,+1 € {0; 1;2; ...} und x,,4; <|x,| fiir » > 0 und x, # 0.

Sei n der erste Index mit x,,.; = 0. Dann ist x,, = ggT(a, b).

F. Beweis der Addquatheit des Algorithmus

Zunichst zu zeigen: der Algorithmus in E terminiert, d.h. es existiert
stets eine nat. Zahl n, so dass x,.; = 0.

Dies gilt wegen x,,.; <x, und x,,+; = 0: Es gibt nur endlich viele
natiirliche Zahlen zwischen x,, und 0, also nur endlich viele Schritte.
Es gilt:

x, teilt g,x, + 0 =x,_,

x, teilt ¢, 1X,.1 + X, = X,

Xn teilt qn-2Xn-2 + Xn-1 = Xp-3

mittels vollstandiger Induktion folgt

x,teilt gox, +x3=x,=">0

x,teiltgix; +x,=x0=a

somit teilt x,, die ganzen Zahlen a und b und damit auch ggT(a, b).
Andererseits ist der ggT ein Teiler von x, und x; und nach obiger
Kette von Gleichungen auch von x», x3, ..., X,,_1, X,,.

Also x, = ggT(a, b), q.e.d.

G. Grob-Programmierung:
(a) Flussdiagramm (Programmablaufplan)

"Fluss", d.h. Programmablauf, wenn nicht anders durch Pfeile
spezifiziert von oben nach unten und von links nach rechts.
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Der euklidische Algorithmus arbeitet auch im Fall b < a, daher

Vereinfachung zu:
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(b) Struktogramm (Nassi-Shneidermann-Diagramm),
dem zweiten Flussdiagramm entsprechend:

| E?n,abg, : &, b
)(:a-; ‘7:!;
’ while (4>0)
do
r= x 7.7’.
l X=1i q=r;
A“Qj&h&: X

H. Auswahl der Programmiersprache und des Rechners:

C auf Intel-PC unter Windows

I. Feinprogrammierung:

#i ncl udelkst di 0. h>[1

i nt Omai n() O

K O

[ICchar Ui nbuf [ 50] ; O

(0 nt O, Oy, Or; O
(Cprintf("\nBi ttelRLE ngabezahl en: [1'); O
[ get s(i nbuf) ; O

O00sscanf (i nbuf, O %", 0&, O&y) ; O
Cwhi | ed(y>0) O

OO0 O

OO0y =X (R4 Y O

OO0 X =0y O

OO0y C=Cr ;O

OO0y O

O0pri ntf ("\ nErgebni s: %\ n", [X); O
L et ur n0; O

O O



J. Programmuverifikation:

Priifen des Programms auf Korrektheit, d.h. auf Leistung des
Gewlinschten, indem man das gesamte Programm syntaktisch (d.h.
den formalen Vorschriften entsprechend) kontrolliert und insbes. die

einzelnen Variablenmanipulationen genau verfolgt.

In unserem Fall:

Verifikationszusicherungen

- nach Zeile 8: x, y natiirliche Zahlen (falls korrekt eingelesen!)

-nach Zeile 11: x = gy+r, ¢=20,r € {0; 1; ...; y—1}

-nach Zeile 12: x =y

- nach Zeile 13: y =r

- nach Zeile 14: y=10

man stellt fest, dass diese bei jedem moglichen Programmablauf erfiillt bleiben

K. Testen des Programms
Test durch bekannte Zahlenbeispiele; moglichst so, dass sdmtliche
denkbaren Alternativen erfasst werden. Dabei Extremfille (etwa:

etwas ist = 0) beachten.
Beispiele:

30 40

100 100

0100

100 0

100 1

L. Rechnen
Eingabe 105 147 — Ausgabe 21,
das gesuchte Antriebsrad hat 21 Zihne.

M. Eventuelle Verallgemeinerungen, z.B. ggT fiir ganze Zahlen
(bisherige Einschrankung auf nichtnegative Zahlen fallenlassen):

— Eingabe a, b
if (a==0 && b=30)

'(latv\ else

s ———

Ausgabe x=la);y=1t)
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N. Eventuell Schreiben als Unterprogramm
(Funktion in C):

I nt 0ggT(i nt X, O nt Oy) O
(K O

OO0 nt Or; O

Cwhi | e y[>[0) O
OO0 O

0 O =k ; O
0 Ox[=Ly; O

0 OyO=0; O
OOOOOC, O

L et ur nlix; O
OO O

diese kann in einem grofleren Programm benutzt werden — etwa
iterativ um den ggT von mehr als 2 Zahlen auszurechnen.

AufrufzB.: z[=OggT(p, ) ;
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