10. Liniensegmente und Sichtbarkeit

dieses Kapitel: Beispiel für einen einfachen Algorithmus mit komplexer Analyse

vgl. Hinrichs 2001

[image: image1.png]+ Sichtbarkeitsproblem in der Computergraphik:
Gegeben eine Konfiguration von Objekten im dreidimensiona-
len Raum und einen Betrachterstandpunkt, was ist sichtbar?

« Ziel: Vermitteln eines Eindrucks der Komplexitat des
Sichtbarkeitsproblems

+ Problem:
Gegeben n Liniensegmente in der Ebene, bestimme Folge der
Teilsegmente, die fiir einen Betrachter bei y = —- sichtbar ist.




also "nur" 2D-Variante des Problems !

[image: image2.png]Beispiel:
Gegeben sind die Endpunkte (P4, Pyg), (P, Pg). (Ps. Pyy) der
Liniensegmente 1, 2 und 3

Gesucht ist die Liste der sichtbaren Teilsegmente, wobei jedes
Teilsegment beschrieben wird durch ihre Endpunkte und die
Nummer des zugehdérigen Liniensegmentes:

(P1, P, 1), (P3, Py, 2). (Ps, Ps, 3), (Pe, P, 2), (P, Pg, 3),

(Pg, Pyg. 1), (P44, P42, 3)




[image: image3.png]« 1. ldee:
Fiir jedes der n? geordneten Paare (L;, Lj) von Linien-
segmenten entferne aus L, das Teilsegment, das durch L;
verdeckt wird.
Verwalte fiir jedes L; eine Folge der sichtbaren Teilsegmente
(hochstens n). Das Auffinden der Endpunkte von L; in dieser
liste benatigt O(log n) Zeit.
= Gesamtzeitaufwand: O(n2>log n)




[image: image4.png]+ 2. |dee:
Direkte Anwendung von Plane-Sweep, dhnlich wie beim
Liniensegmentschnitt, wobei ein sichtbares Teilsegment
festgelegt wird durch das bzgl. der <_ Ordnung kleinste
Segment.
= Gesamtzeitaufwand: O((n+s)-logn), wobei s die Gesamt-
anzahl der Schnittpunkte der Liniensegmente bezeichnet.

3. Idee:

Divide & Conquer liefert einen effizienteren Algorithmus

Fiir n = 0 oder n = 1 ist die Lésung trivial.

Fiir n > 1 wird die Menge der Segmente in zwei etwa gleich
groRRe Teilmengen (beliebig) aufgeteilt, das Sichtbarkeits-
problem fiir beide Teilmengen rekursiv gelést und die beiden
Lésungen zu einer Losung des Gesamtproblems
zusammengefiigt:




[image: image5.png]



[image: image6.png]Aufteilung in Teilmengen {1, 2} und {3, 4} und L6sung des
Problems fiir beide Teilmengen:





[image: image7.png]Zusammenfiigen (Merge) der beiden Teillésungen zu einer
Lésung des Gesamtproblems durch Berechnung des
Minimums zweiter stiickweise linearen, nicht notwendigerweise
stetigen Funktionen:

\ min(fiz, )

¥

1





[image: image8.png]Zeitaufwand O(v) fur das Zusammenfiigen, wenn v die Anzahl
der Teilsegmente bezeichnet.

Zeitkomplexitét des Divide & Conquer Algorithmus:

Tiefe der Rekursion: O(log n)

Alle Merge-Schritte auf einer bestimmten Rekursionsstufe
bendtigen O(V) Zeitaufwand, wenn V die Gesamtanzahl aller
sichtbaren Teilsegmente auf dieser Stufe bezeichnet.

= Gesamtzeitaufwand: O(V-log n)




[image: image9.png]Wie groR® kann V werden?

Sei V(n) die Anzahl der sichtbaren Teilsegmente in einer
gegebenen Konfiguration von n Liniensegmenten, d.h. die
GroRe der Ausgabe bei der Sichtbarkeitsberechnung.





[image: image10.png]Vermutung: V(n) =5n—8

e O(n) gilt nicht!!!




[image: image11.png]Transformation des Sichtbarkeitsproblems in ein kombina-
torisches Zeichenreihenproblem:

Numeriere die gegebenen Liniensegmente von 1 bis n durch.
Lauft man entlang der x-Achse vom am weitesten links
liegenden Endpunkt eines Segments zum am weitesten rechts
liegenden Endpunkt und notiert das jeweils sichtbare Segment,
so erhalt man eine Zahlenfolge:





[image: image12.png]Eine Konfiguration von n Liniensegmenten liefert eine

Zahlenfolge uy, u,, u,, mit den folgenden Eigenschaften:

1. 1<y<nfor1<

2. u#uyfort<ism—1

3. Esgibt keine 5 Indizes 1<a<b<c<d<es<m, sodal
U=U,=u,=rundu, =uy=s,r#s.

Eigenschaft 3 entspricht den geometrischen Eigenschaften
zweier sich schneidender Liniensegmente: Sieht manr, s, r, s
(méglicherweise separiert durch andere Segmente), so kann
man r nicht wiedersehen, da sich sonst r und s mehr als einmal
schneiden miiten:





[image: image13.png]Beispiel:

zugeharige Folge
1,2,1,3,1, .., 1,n-1,1,n~1,n-2,n-3,...,3,2,n,2,n,3,n,
~.,n,n=2,nn-1,n

Folgen mit den Eigenschaften 1 - 3 heiken Davenport-Schinzel
Folgen und wurden intensiv im Zusammenhang mit linearen
Differentialgleichungen studiert.




[image: image14.png]Hart und Sharir haben gezeigt, daR die maximale Lange einer
DavenportSchinzel Folge iiber n Buchstaben gerade

k- n - a(n) ist, wobei k eine Konstante und o(n) die Inverse der
Ackermannschen Funktion A(n) ist:

A(n) = Ay(n), wobei
A(t)y=2furk=z1
Aq(n) = Ay(n-1) + 2 firn =2
Adn) = Ay(An-1)) fiirk 2 2
o(n) wird definiert durch a(n) = min{m: A(m) = n}.
o(n) < 3firn<16
2
2
omsdfirns2? n
o5526-mal

fim ou(n) = oo




[image: image15.png]Wiernik und Sharir haben gezeigt, daR es fiir jede Davenport-
Schinzel Folge eine entsprechende Konfiguration von
Liniensegmenten gibt, die dieser Folge entspricht.

= 1-1-Beziehung zwischen Davenport-Schinzel Folgen und
dem 2-dimensionalen Sichtbarkeitsproblem
GroRe der Ausgabe kann superlinear sein

= V(n) € ©(n - ofn))
= Gesamtzeitaufwand des Divide & Conquer Algorithmus:
O(a(n)'n-logn)
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