4.  Mehrdimensionale Suchstrukturen

Anforderung an eine Datenstruktur für Punktmengen:

Bereichsanfragen müssen effizient durchführbar sein

[image: image1.png]gegeben: Menge D von n Punkten im R*
Ordnung auf R¥? Suchstruktur?




erster Ansatz: lexikografische Ordnung (s. Kap. 2)

[image: image2.png](plv 7pk) <lex (qla 7qk)
& die {0,,k— 1} Spj=4qj V1 S] S 17 und Pi+1 < Qit1

— eindimensionale Suchstruktur




[image: image3.png]Nachteile:
— balancierter Suchbaum gemiaB <., hat Héhe logn,
aber jeder Vergleich kostet Zeit O(k) — Suchzeit O(klogn)

— mehrdimensionale Anfragen werden von 1-d-Suchbaum nicht un-
terstiitzt




(Keßler 1998)

4.1  Der k-d-Baum (k-dimensionaler Suchbaum)

[image: image4.png]gegeben: Menge D von n Punkten, zunichst im R? (d.h. k = 2)

Vorliufig: Punkte in D unterscheiden sich in jeder Koordinate




· Der Raum wird sukzessive durch achsenparallele Hyperebenen unterteilt

· die Koordinatenachse, zu der die Splithyperebene senkrecht verläuft ("Splitkoordinate"), wechselt bei jedem Unterteilungsschritt (zyklisch: 1, 2, ..., k, 1, 2, ...)

[image: image5.png]konstruiere k-d-Baum T fiir D:
Wihle Splitkoordinate x4, d € {1, ...,k}, z.B. 21

Bestimme Splitwert s € R, der nicht in D als z;—Koordinate vor-
kommt

— Splitgerade (fiir k > 2: Splithyperebene) z; = s

teilt D in zwei Halbebenen (fiir k& > 2: Halbraume)
Dos={(z1,...,xx) €D x4 < s} = DN{xg< s}
Dss={(z1,...,xx) €D x4 > s} = DN{xg> s}

falls |D,| > 1:

konstruiere k-d-Baum T, fiir D, als linken Unterbaum von T

falls | D5 | > 1:
konstruiere k-d-Baum T, fiir D~ als rechten Unterbaum von T,

jeweils mit der nichsten Splitkoordinate d « (d + 1)%k




[image: image6.png]innere Knoten von 7" entsprechen Splitgeraden
Blatter von T entsprechen Punkten von D

Kanten von T beschriftet mit Halbebene




[image: image7.png]Scope R(v) eines Knotens v im 2-d-Baum:

achsenparalleles Rechteck, begrenzt durch Splitgeraden (bzw.
das gerade alle Punkte im Unterbaum T'(v) von v enthalt
= Durchschnitt aller Halbebenen auf Pfad Wurzel— v

Blattzahl a(v) eines Knotens v im 2-d-Baum:
Anzahl aller Punkte in den Blattern von T'(v)

:OO),




Beispiel (d = 2):
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(in den Knoten sind die Splitgeraden-Gleichungen angegeben)

(aus Klein 1997)

[image: image9.png]Suche nach Punkt p € D im k-d-Baum:

folge immer der Kante mit der richtigen Halbebene




[image: image10.png]Bereichsanfrage mit achsenparallelem Rechteck @):

besuche alle Knoten v € T' mit R(v) N Q # 0

fiir diese v teste, ob v innerhalb @ liegt




[image: image11.png]Bemerkung: Falls 3 v € T mit R(v) N Q # ), so gilt dies auch
fir alle u auf Pfad Wurzel— v, da R(u) D R(v).




Satz:

[image: image12.png]Sei T ein 2-d-Baum der Héhe h fiir Menge D von n Punkten.

Bereichsanfrage mit achsenparallelem Rechteck ) geht in Zeit
O(2"? + a), wobei a = |[D N Q).




[image: image13.png]Beweis:

Zu besuchende Knoten v (d.h. R(v) N Q # 0) sind zweierlei Typs:
Typ 1: R(v) €@  (ganz enthalten)

Typ2: R(v) € Q@  (nur teilweise Uberlappung)




[image: image14.png]Fiir Typ-1-Knoten v:
alle a(v) Blatter im Unterbaum T'(v) ausgeben — Zeit O(a(v))

Fiir Typ-2-Knoten v:
Fall (2a): @ C R(v) — bisher nur ein Suchpfad (Hohe < k)

Fall (2b): Mindestens eine Kante [ von () schneidet Rand von R(v)

tq := # Typ-2-Knoten v der Tiefe d in T, fiir die der Rand von R(v)
von Kante [ geschnitten wird





[image: image15.png]1y <1 (Wurzel), ¢ <2 (deren Sohne),

taso < 2ty da l max. 2 von 4 Unterrechtecken schneiden kann
St <292 d=1,2,....h

— Zeit fiir Besuch aller Typ-2-Knoten: O(h + x%_, 24/%) = O(2%/?)

(deckt auch Suchzeit fiir Typ-1-Knoten ab, da jeder Typ-1-Knoten
minimaler Tiefe einen Vater vom Typ 2 hat)





[image: image16.png]Hohe h eines 2-d-Baumes mit n Blittern

Ein Binarbaum heiBt ausgeglichen, falls fiir alle inneren Knoten v mit
Séhnen vy, vy gilt: |a(v1) — a(ve)| < 1

— h < [logn]
— Zeit fiir Bereichsanfrage: O(y/n + a)




[image: image17.png]Konstruktion ausgeglichener 2-d-Baume:

- sortiere D nach aufsteigenden x— und y—Koordinaten
- rekursiv unterteile D in gleich groBe Teilmengen — T
Zeit je Teilungsschritt fiir Knoten v: O(a(v))

— Zeit fiir Aufbau: O(nlogn)




[image: image18.png]Bemerkung: (Dynamisierung)

Einfiigen in Zeit O(log”n), Loéschen in Zeit O(logn) moglich, falls
Verlangerung der Suchzeit um Faktor log n akzeptiert wird (siehe z.B.
Klein'97)




[image: image19.png]Beseitigung der Einschrinkung

“verschiedene z/y—Koordinaten”

Problem: Aufteilung in zwei gleich groBe Teilmengen ist dann i.allg.
nicht moglich

Abhilfe: Fiir Punkte auf Splitgerade verwende 1-d-Suchbidume

— erweiterter 2-d-Baum (Knoten ternir)





Beispiel:
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 (aus Klein 1997)
[image: image21.png]Scope R(v) fir Knoten v auf Splitgerade

ist ein degeneriertes Rechteck

(Liniensegment, Intervall auf Splitgerade)

In Bereichsanfrage:

Behandlung analog, eindimensionales Suchen in T'(v) geniigt
Erweiterter 2-d-Baum heiBt ausgeglichen, falls fiir alle inneren Kno-
ten v mit Séhnen vy, vy, v3 gilt:

a(v1) < 3a(v) und a(vz) < 3a(v)

— Héhe O(logn)




[image: image22.png]k-d-Baume fiir Dimensionen k > 2:

statt Splitgerade benutze Split-Hyperebene z; = s,
d=1,2, ..,k 1,2,...k,1,2, ..
Punkte auf Splithyperebene in (k — 1)-d-Baum gespeichert

Fiir ausgeglichenen k-d-Baum fiir n Punkte gilt:

Héhe O(logn)

Konstruktionszeit O((k)nlogn)

Platz O(n) (++)
Bereichsanfrage O(n'~ + a) (--)
siche Lee / Wong '77

Bemerkung: Bereichsanfragen kdnnen beschleunigt werden, wenn
man mehr als linearen Platz investiert

(— Bereichshbaume)




(Keßler 1998)

4.2  Der Bereichsbaum  (range tree)             (Keßler 1998, Klein 1997)
[image: image23.png]betrachte zunichst eindimensionalen Fall:

eindimensionaler Bereichsbaum 7" fiir n Punkte im R! (Zahlen)
ist ein ausgeglichener bindrer Suchbaum.

Jedes Blatt v enthilt einen Punkt a(v) € D

Jeder innere Knoten v enthilt Trennelement s,

2.B. s = maxyer(ison(v)) a(1), (Maximum des linken Teilbaums)

— Suche in Zeit O(logn) méglich




[image: image24.png]



[image: image25.png]Scope jedes v € T ist ein Intervall

I(”) = [IninueT(v) a(u), Ina*XuET(v) a(u)]
Fiir Blatter v ist I(v) = a(v) (eine Zahl)
Bereichsanfrage mit Intervall Q:

suche alle am weitesten oben gelegenen Knoten v in 7" mit I(v) C Q




Satz:

[image: image26.png]Seien vy, ..., vy diese obersten Knoten mit I(v;) C Q, i =1,...,¢.

(a) Ue_; I(v;) enthalt dieselben Punkte aus D wie @

(b) Die I(v;) sind paarweise disjunkt.

(c) Finden aller v;, i = 1,..., ¢, ist in Zeit O(log n) méglich.
Bereichsanfrage geht in Zeit O(logn + a), mit a = [D N Q).




(hier ohne Beweis)

[image: image27.png]k-dimensionaler Bereichsbaum T* fiir D

Annahme: Je zwei Punkte aus D unterscheiden sich in ihrer k—ten
Komponente

Konstruktion von T* fiir D:

e baue T fiir D' = {x1 | 3z9, ..., 7% : (1,72, ...,7x) € D}

o fiir alle Knoten v € T*
konstruiere rekursiv (k-1)-dimensionalen Bereichsbaum T7~1
fir D1 = {(29, ..., ) | 321 € I(v) : (21,22, ..., 73) € D}.
Ein Pointer in v verweist auf 771,

e Riickgabe T




[image: image28.png]



[image: image29.png]



(hier in beiden Beispielen nur für einen Knoten der zugehörige x2-Bereichsbaum eingezeichnet)

Satz:

Sei k ( 2. Der Speicherplatzbedarf für einen k-dimensionalen Bereichsbaum zur Speicherung von n Punkten im Rk (die die Menge D bilden)  ist  O(n (log n)k–1).

[image: image30.png]Beweis: oBdA seien alle p € D in allen Koordinaten verschieden

Datenpunkt p € D kommt in einem der T von T* vor, falls eine
seiner Koordinaten in einem Blatt dieses 7" gespeichert ist.

Im top-level T kommt jeder Punkt p € D vor.
Seine z1—Koordinate ist in logn Intervallen I(v) enthalten.
Fiir jeden T~ gilt selbiges fiir die 2o-Koordinate usw.

— jeder Punkt p € D kommt in

k=1 . loghn —1 b1
log'n = ———— 1
Eo S0 logn — 1 S g™

vielen T vor
— Platz O(nlogF~1n).




Satz: Unter den Voraussetzungen des vorigen Satzes ist die Konstruktionszeit des Bereichsbaumes O(n (log n)k–1).

[image: image31.png]Beweis:
Sortiere Punkte in D nach allen Komponenten
— Zeit O((k)nlogn)
Induktion (iber k:
Aufbau des top-level 7" in Zeit O(n) mit 2n — 1 Knoten v;
— 2n — 1 Baume T} := Tfl’l, und [T} = n;.
Nach Induktionsannahme kann T; in Zeit < C'-n; logk’zn konstruiert
werden.

Jedes v; kommt in logn vielen T;'s vor
2n—2
- ¥ n; < nlogn
i=1
— Gesamtaufbau in Zeit
2n—2
Cyn logk’2 n;
i=1

2n—2
< ClogF?n-"v'n,

< Cnlog"'n




[image: image32.png]Bereichsanfrage mit achsenparallelem Hyper—Rechteck @ C R*:

(0) falls £ = 1, beantworte Anfrage wie im 1-D-Fall

(1) Stelle @ darals @ =1 x Q'
mit Intervall J und Hyper—Rechteck Q' c R¥~?

(2) Wie im 1-D-Fall bestimme oberste Knoten vy, ..., v, in T,
deren Intervalle I(v;) zusammen I abdecken

ir 1 < ¢ < £: beantworte Bereichsanfrage an 177+,
3)Fir1 <i</{:b B'hf’g’Tfl1




Satz: 

Unter den Voraussetzungen der vorigen beiden Sätze kann eine achsenparallele Bereichsanfrage Q in der Zeit 

O((log n)k + a),  a = | Q ( D |,  beantwortet werden.

[image: image33.png]Beweis:

In (2) werden 2[logn] viele Knoten v; € T bestimmt, deren I(v;)
das Anfrageintervall () abdecken.

Nach Induktionsannahme gilt fiir Tv’“]’1

Zeit C'logh™! n; + a; zum Berichten der a; Punkte aus @’

Gesamtzeit:

2[log n]
Clogn+C _Zgjl (log""'nj +a;) € O(log"n +a)
=




4.3  Der Prioritätssuchbaum (priority search tree)

(McCreight 1981; Klein 1997; Keßler 1998)
[image: image34.png]= Kombination aus 7" (1-d-Bereichsbaum) und Heap
fiir Punkte im R?

gegeben: Menge D von n Punkten p; = (z;,4:), i = 1,...,n
Vorldufige Annahme: z; # x; fiir i # j

baue T (1-d-Bereichsbaum, ausgeglichen)

jeder Knoten in T hat Platz fiir 1 Punkt

trage die p; € D in die Knoten des T" ein, so daB gilt:

(1) jeder p; = (;, y;) steht auf Suchpfad fiir z;

(2) entlang Pfad Wurzel—Blatt: aufsteigende y—Koordinaten
(heap-Eigenschaft)

(3) jeder p; steht so dicht bei der Wurzel wie méglich.




Beispiel eines Prioritätssuchbaumes für 9 Punkte in der Ebene (eingezeichnet ist außerdem eine Halbstreifen-Anfrage):

[image: image35.png]107





[image: image36.png]Bemerkung: (1)-(3) stets erfiillbar (— Ubung)

Punkte p; = (z;,y) eintragen in Reihenfolge steigender y—
Koordinaten (vorsortieren — O(n logn))

- laufe entlang Suchpfad zu z; nach unten

- sobald freier Knoten v gefunden, trage p; in v ein

Konstruktionszeit: O(nlogn), Platz O(n)




Anfragen an den Prioritätssuchbaum:

1-dim. Anfrage mit Intervall I auf der x-Achse:

gelöst mittels T1 in der Zeit O(log n + a)  (a = Anzahl der zu berichtenden Punkte).

[image: image37.png]Halbstreifenanfrage

bestimme alle (z;,4;) € D mit z; € I und y; < yo
d.h. DN (Ix] — o0, yol)

beim Abstieg im T gemiB Intervall I:

stoppe Abstieg, sobald y—Koordinaten groBer

als yo werden, und kehre um

Fiir jeden Knoten, der zur Ausgabe beitragt,

werden héchstens 2 Knoten (Shne) betrach-

tet, die nicht beitragen.

Zeit: O(logn + a)




für Rechteckanfragen ist diese Vorgehensweise weniger günstig (aber siehe unten).

[image: image38.png]Annahme z; # x; fiir i # j kann entfallen:
benutze lexikographische Ordnung auf (z;,y;)-Paaren
fiir Konstruktion / Suchen im T'.




[image: image39.png]Anwendungsbeispiel: Speicherung von 1-d-Intervallen

gegeben:

Menge von Intervallen I; = [a;,b] CR, i =1,..

Zahl ag bzw. Intervall Iy = [ag, by
gesucht:

(1) Menge aller I; mit ag € I;

(2) Menge aller I; mit [yNL; # 0
Bemerkung: (1) ist Spezialfall von (2)

Yn

(AufspieBanfrage)
(Uberlappanfrage)




[image: image40.png]Idee: Ordne jedem I; = [a;,b;] einen Punkt p; = (b;,a;) € R? zu
(geometrische Transformation)




Das Problem "Intervallüberlappung" wird mit dieser Transformation in eine Bereichsanfrage transformiert:

[image: image41.png](xy)

(YorXo)





[image: image42.png]Klar: I; = [a;, b; tiberlappt mit Iy = [ag, bo|
<= ag < b; und a; < by
<= p; = (bi, a;) liegt rechts unterhalb von py = (ag, bo)
— Lésung von (2):
1. baue Priorititssuchbaum T fir D = {p; = (b;,a;) : i =1,...,n}
2. fiir Anfrageintervall Iy = [ag, bo):
finde in T alle p; = (b;, a;)
in Viertelebene rechts unterhalb von py := (ao, by)
= Halbstreifenanfrage D N ([ag, oo[X] — 00, b))

Zeit fiir Uberlappanfrage: O(logn + a)
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[image: image44.png]Rechteck—Anfrage an Prioritéitssuchbaum

naiv: Rechteck @) als Durchschnitt zweier Halbstreifen H;, Hs:
schlecht, falls |[DN Q| < |D N H|+ |DN Hy

Streifenmethode:

Zerlege Ebene in waagerechte Streifen S; der Breite h
Bis zu n Streifen S; sind nichtleer (enth. n; > 1 Punkt aus D)

Merke Indizes i der nichtleeren Streifen S; in einem ausgeglichenen
biniren Suchbaum T




[image: image45.png]In jedem nichtleeren Streifen \S; halte

- Prioritatssuchbaum T7 fiir nach oben beschrénkte Halbstreifen

- Prioritdtssuchbaum T7* fiir nach unten beschréankte Halbstreifen
(fiir T7: umgekehrte Ordnung bei Heap-Eigenschaft)

Jedes achsenparallele Anfragerechteck @@ mit Hohe < h schneidet
max. 2 aufeinanderfolgende Streifen S;




[image: image46.png]Ts

—>S;

—8,

—>83

—8;





[image: image47.png](Indizes der nichtleeren S; durch 1-d-Bereichsanfrage an Ts)

Fiir diese max. 2 nichtleeren Streifen S;, S; 1 mit QN S; # 0

ex. Halbstreifen Q);, nach unten beschrankt, mit @ N S; = Q; N S;
und Halbstreifen @;11, nach oben beschrinkt, mit @N.S;11 = Q11N
Si+1

— < 2 Halbstreifenanfragen @Q; an T;* und Q41 an 17,

liefern alle Beitrage zu D N Q.

Gesamtzeit: O(logn + a)




