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Aufgabe U3:

Schritt #1: Fouriertransformation — ein wenig ,Etymologie/Evolution”

Harmonische Schwingungen: Federpendel, Saitenschwingung

Real Space Phase Space
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y(t) =K sin(w-t+ @)
o
K — Amplitude (Lange) w — (Kreis)Frequenz
@ — Anfangsphase (Winkelposition) t — Zeitpunkt

Fouriersche Fragestellung: Warmeleitung innerhalb eines Drahtes

=10 -0.5 o.a 0.5 10

2

pDE: 2 = Drahtmaterial - a_g
ila 202 )

Fourier-Reihe: y(8,t) = ¥, ¢, (t) - 2™

ODE: ¢, (t) = —2-1° - n” - ¢, (¢)

Fourierkoeffizienten in der linearen Dekomposition der
Uber basische Funktionen (hier: eZminx).
¥(6,0) = Y, K, - €™, wobei K, = [27 y(6,0) - e 2™im0dg

) Losung

y(6,t) = Z K, e rmmit. g2mine
n

Gilt fuir periodische Funktionen y(+)

Seite 1von 13



mailto:jeos@mail.com

Bildanalyse und Bildverstehen

Fragen/Anregungen zum Stoff? = 24/7-Support © unter jeos@mail.com emailen

Lésungen #04

Prof. Winfried Kurth / Alex Tavkhelidze

Georg-August-Universitat Gottingen

SoSe 22

Aufgabe U3:

Schritt #2: [Randbemerkung] komplexe Exponenten bilden eine Orthonormalbasis:

im Hilbertraum £2([0; 2]) der quadratintegrierbaren Funktionen | im L1(G) fir jede kompakte kommutative Gruppe G

Abbildung mit Projektionen

Formeln

o J2rht

.o sin{2naf f)

cos(2af t)

-_\ ° ?-aa"-aﬂi

Eulersche Formel:

et =cost+i-sint

elt + e—lt

cost =
2

eit _ p-it

sint = —————
21

komplexe Exponenten [n € NJ:

en(t) = g2mint

inneres Produkt

von komplexen Exponenten:

21

(en(t); em(t)) = f eZT[iTlt o e-ZTl'imtdt

Q

Orthonormalitédt von {e, (t)},en:

1 fallsn=m
0 sonst

(en(®), em(©) = |

Schritt #3: zweidimensionale (

2D) Diskrete FourierTransformation eines Bildes {f(z, $)},-0.7-1, s=0.s—1 der GroRe ZxS

. . R Z-15-1 7-1,5-1
Normalerweise, von der gleichen GroRe ZxS: iy iy ( ) Y (ﬂ)
,/>F(u,v)=K9nstante-ZZf(zs) e mi(Z7+5) = k- Z f(zs) e ?ms) ). e 2™ Z
| u=0.z-1 | v=0.5-1 pr
~ bei “D-DFT [ pei Ruicktransformation DFT 1 2D-IDFT X
normalisiert _ ﬁk """""""""""" 1 1 schaut nach zwei verschachtelten
A7 S r— —
Konstante = NZ-S Z - S 1D-DFTs aus...
[ T RS
7 : I
-S
1 L Grundidee fiir 2D-FFT
zZ-S [,,schnelle” 2D-DFT Berechnung]
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Schritt #3: Annaherung von periodischen Funktionen durch Fourier-Reihen — einfaches 1D-Beispiel im Blickfeld
e etwas Mathe als Vorspeise ©: Quelle: Wikibooks
periodische Funktion f(x), mit der Periodenlange T [Frequenz F= 1/T] flx) =3
k k
a, _ —2(=D" .
fx) = - + Z(an - cos(2mFx) + by, - sin(2mFx)) fx) = Z ———— (7 n* - 6) - sin(nx)
n=1 n=1 n .
p T !,f\g k=7 ——
a, = ?J- f(x) - cos(2mFx) dx j \\ K=15femmee
DC-Komponente [ Nullfrequenz] 0 VA
2 ‘ 2 ‘ /ﬁ
ay = Tff(x)dx b, = ?J-f(x) -sin(2nFx) dx . c;\_‘ﬁé
0 0 Z
Wi
| o
[
T
?(/
’ | L L L
g _Io 0 o
2 2
X
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Schritt #4: Losung der Aufgabe

(a) Schritt #1: Basismatrizen aus unserer Formel fir 2D-DFT

Z-15-1 { { } Z_H_i_(z-u+s-v)
_ . S 2 I S— : st(uv)uo“_{e— e P N
F(u,w) = Konstante ZZf(z, s) . e, U0
z=0.s5=0 5=0..5-1
Schritt #2: fiir unser Beispiel, z,s € {0,1} - von daher, die Basis besteht aus |[{0,1}| = 4 Matrizen {BO 0Bo1, B10,B1 1} wobei
B _ —Z-n’-i-(%+%) _ e—271'i'(70+0T.0) e—Z-n’-i-( Zo+051) _ [@=2mi0 =20 e 1 1 Bo’1 = ... | B1,o = ... | Bl,l = ...
0 =€ u=01 _ i (11,00 2 1,01 [~ |g-2mi0 —ano 1 1 rechnet selber aus ©
B=01 e wi(gg)  g2mi(gzty) -
Hausaufgabe fiir Mathe-Fans ©: warum e® = 1?
(b) Schritt #1: zu zeigen ist
101
1 1 falls (z),s)) = (23, 55)
1,°1 21°2
= . > By uv) - B (B, ., B = |y T
u=0w=0
Schritt #2: na dann los ©
1 1 Z-15-1 L 15— Z-15-1 (z Z)u (5p—51)
_ M S1'¥ ZyU szv 2 (Z2—71)U 2- 1
- - . 32151(uv) Bzzsz(uv)_— Zz 2Tl.'l +S).62T[l(z+ ZZ T[l )=
zS Z-S u=0w=0 u=0w= u=0wv=
Hausaufgabe fir Mathe-Fans ©: furz € Cund anhand e = )7 OZV, beweist ezl”2 = e%1 . %2
Hausaufgabe: warum?
1 falls Gays) = (2, s)‘<//
..................... TGy EEH s Ty
71 - “ Z-S T 2milpz) i 2milsp-s) sonst
1 an(zz_zl) mi-(s2—51) e z -, e S -
—_— e e S = 2mi(z=21) , e
. Z =1 Tt
Z S u=0 ‘¥=0 . % 21i(22-21) falls z1#73 \s1=52
......................... e 4 -1
an(sz—sl)
le S —1
§W falls s1#5, Nz1=2;
L 2E52=51)

2-mi(z2—21)
A A

e -1

e ewf 1 e?mi—z) 1 p2mile-s) 1 1 1-1 1-1 1
7-S ) 2:1i-(2p—21) 2-70+i(Sp—S1) = 7-S ) 2:1i:(29—21) ) 2-10+i:(Sp—S1) = VARY ' 2:10i:(29—21) ) 2:10i:(Sp—51) AR *0-0 =',,/,:-.t
e Z — e S — Z —1e S — Z —1 e S — /&M wm\
....... 7S AN
Tipp zu<,__:: Summenformel fiir gecometrische Reihen... A
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(c) Schritt #1: unsere Bildmatrix
1 2
(f]k) = [3 4

Schritt #2: die DFT-Bildmatrix elementweise berechnen

oFT () = G <[22 20

101 ]
Goo = %Z Z Fr: e—zm'-(%-o%-o) _ % (1 . e—zm-(g-mg-o) 2. e—zm-(%o%—o) 13- e—27ti-(%-0+g-0) 4. e—2m’-(%-0+%-0)> _ % (1+2+3+4)=25

Jj=0 k=0
e
J
910 _Zzzfjk.e—mz(iuio) I
=0 k=0
e
9= Zflk 2mi(41451) -0
=0 k=0

Also:
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(a) Schritt #1: Kommutativitat von Faltung Matrizen]: Fun Fact fir Mathe Fans ©: Beweis ist super

kurz und klar im 1D stetigen Fall sowie auch

Alternative Formulierung: fuir Reihen — checkt’s [« Hausaufgabe]

seien My und M, zwei beliebigen Matrizen. Man beweise, dass My * M, = M, * M;

Beweis: nehmen wir an [CE Ohne Einschrankung

], fur i € {1,2}, M; hat die GréRe z; x s;
Laut Definition von Konvolution:

z1—-1s51-1

COp) =My + MG ) 2 Y My(28) - Myli = 2] = 5)

z=0 s=0

wobeizl+zz—12i20§j§sl+sz—l1\

keine feste Ausgabegrofie?

Schritt #2: Kurzentspannung — kleines bisschen von , praktischer Theorie” ©:
Beispiel: Matlab

Ausgabemodus Beschreibung Ausgabegréfle
Full .
u alle méglichen Uberlappungen von Bild [ M;] und Maske [=2 Kern Filter] Zy+2Z;—1xs;+s5,—1
same as Pic selbsterklarend © Zy X Sy
Valid Maske bleibt innerhalb der Bildgrenzen Zy — 24|+ 1x |8, — 54| +1
— =
1 Hausaufgabe: warum? I
Schritt #3: weiter mit dem Beweis
z1—-1s51-1 z1—1s1-1 i—(z1—-1) j—(s1—-1)
> Z M) Mpli=2j =)= ) > Mi-2]-9) M@= Y > Mi-zj-5 M@s) =
z=0 s= z=0 s=0 i-z=i j—-s=j
gl syt

Mz(i_Z:j_s)'M1(i_(i_z):j_(f_5)) [M; x M,] (l])(/QE \

/0/

"a
"Oﬁvsq r‘“‘"

Bei diesem Schritt wird aber folgendes vorausgesetzt: M, = 0 = M, sobald man diese Matrizen verlasst [

Alternative Formulierung

:Vie{1,2} (x ¢ [0;z;, —1]NN Vy & [0;s; —

Zero Padding ]
1]nN = Mi(xry) = 0)
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Matrixaddition]:

(b) Schritt #1: Distributivitat von Faltung [

Alternative Formulierung: fiir beliebige Matrizen M, M, und M5, es gilt:
M*(Ml +M2)=M*M1+M*M2

Hausaufgabe: iberprift ob dieser

Voraussetzung: das Faltungsformat muss fixiert bleiben und die M; missen gleiche Grof3e haben
Schritt zuldssig ist

z—-1s—-1

Schritt #2: los mit dem Beweis
z—-1s-1 \\

(M (M + MOIG) = D MZ,S)- My + M) = Z,) =)= ) > M) (My(i = Z,j = $) + My(i = 2,) = ) =
Z=0S5=0

Z=0S5=0
z—1s-1 z-1s-1
DD MES) MG=Zj=)+ ) > MEZS)My(i=2,) =) = M« M]G) + M My (i) (;’/Q eng)
7Z=05=0 5\ 'D/;/

Z=0S5=0
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Schritt #1: Losung der Aufgabe / 11\ (1 1 1
(a) f( 1 1 1 ) |{ 1 1 1
auf der Maske — rechts < auf dem Bild — links oben = vor Anwendung Maske umpositionieren K I\

Berechnung de,rfFaIt'ungsmatrix an einer konkreten Stelle Bildmatrix (in einem Koordinatensystem) mit dem Mittelwertfilter drauf
| N HEBREBE
9-[K *B](3,2) = K(0,0)-B(3,2) + K(0/+1,0+1) - B(3I=1,2=1) + 0 0 0 0 0 0 0 O
K(0,1)-B(3,1) + K(1,0) - B(2,2) + 4|00 ol ol 0 0 0 O
K(0,2)-B(3,0) + K(2,0)-B(1,2) + o0 111 11 0 0
K(1,2)-B(2,00+ K(2,1)-B(1,1) + 0 T 1 1 0 0
K(2,2)-B(1,0) = 0 1 1 1 0 0
01 1 110 0
1-B(3,2)+1-B(2,1) + 0000 O0OFP O
1-B(3,1)+1-B(2,2) + 0 000000
1-B(3,0)+1-B(1,2) +
1-B(2,0)+1-B(1,1) +
1-B(1,0) =
1+0+
0+1+
0+0+
0+0+
o 4 0=
Ubersichtlicher umgruppiert o
0+0+0+
0+0+1+
0+0+m=
2
Von daher: [K * B](3,2) = % Hausaufgabe: rechnet andere Stellen selber aus
Randbemerkung zur Umpositionierung der Faltungsmaske:
Rotationen und Spiegelungen bilden eine Gruppe mit folgenden beweisbaren Eigenschaften:
. Sp(l) und
Diese Eigenschaften bieten diverse Moglichkeiten um eine Faltungsmaske vor dem ,Gleiten” korrekt zu positionieren.
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(b)
In gleicher Weise wie oben:
: alle Uberlappungsmoglichkeiten
1 1 -1 =211 -2 1 : . : : :
o 0 o - ol 2N =2 e T I R B I el =21 2 e
K = Gerdausch#1=| 1 1 1 |« 1 -2 11 -2 1 = 0 0 0 --,weil ( o2 ﬂ) S22 e '(12 i 1]; Lo 2(1111211)“‘
000 - Gl o2 2 1 - e N2 g =R e e =2 1 =2 0 e
b 1 -2 11 -2 1 ) 9 z : :
. ) 0 0 0
Faltungswerte [Ic1: 9er-Mittelwerte]
alle Uberlappungsmoglichkeiten
1 1 1 -1 1 -1 1 -1 % —% % 1 -1 i] 11 -1 - - 11 i] -1% -1 -
1 11 B L L PO | T LS A
K * Gerausch#2=| 1 1 1 |- 1 -1 1 -1 1 -1 .= .. : T3 3 -+, weil B L A L I LT G A S L 1 g
L U TS T T T T 111 1 1
3 3 3 — __
: : 3 3
Faltungswerte [ cr: 9er-Mittelwerte]
Eignung als Tiefpassfilter [ LPF Glattungsfilter]:
e  Gerdusch #1 wird komplett entfernt — , hest ever” low-pass filter ©
e  Gerdusch #2 wird gedrittelt, also deutlich vermindert — , so |2l Tiefpassfilter ©
Beispiele:

Ursprungsbild ohne Gerdusch gefiltertes Bild [durch 121er-Mittelwert] Ursprungsbild mit 5%  -n-Pfeffer Gerausch gefiltertes Bild [durch 121er Mittelwert]
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Schritt #1: laut Distributivitat der Faltung
K+«B—KxBy=K=*(B—B,y)

Dann, laut Faltungsdefinition:

OI)—‘

[K *R](0, ) =ii
z=0s=0

Schritt #2: wegen des Erwartungswertoperators:

z=0s z=0 s=0

Schritt #3: laut dem Verschjebungssatz:

z=0s=

72=0'5=0 @ =G

z=0 s=0
1 22
— a’(ZZE(([R](i—Z'f -))+ > Rk
z=0 s=0 G'jN=G",j N

=050 (l’j’)$(l”]”) .........................................................

1 2 2
S E( DD Ra-zi-9)+ D REH- R | =

R -9 =5 SR 2-9

E([K*R](i.j))=E<%-i Z[R](i—z.j—s))%-ii E([RIG~ 2~ ) = 5 ZZO 50=
=0

z=0 s=0

var(ic RIG,)) = E ((IK * RIG)?) = (E(IK « R1G,)) = B (1K = RIGH)T) - 0 = B (I * RIGN)) =

2 2 2 Weil es gilt:
<% . ZZ[R](i —zj- s)) - (§> (Z Z[R](l —2zj— s)) =< ......................... 5N 0 )? = BN

an + Emin an " Am

(i + @)’ =a>+a>+a,-a,+a, a;

1 2 2
8_<E<22( (l—ZJ—s))) > RE)- RGN | | =
@ jN=a"J"

Erwartungswert des Produkts von stochastisch unabhangigen Zufallsvariablen

2
%(ZZ E([RI(i —z,j —s) Z E([R (@,j") - E(IR1G", j ))) (3 3. _Jr Z 0.0)=
@ jn=a".j"m

1 o?
ﬁ-(9--+0):?
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Schritt #1: besserer Glattungsfilter als Mittelwertfilter — intuitiver Ansatz

1

2
Fun Fact: L. [2
16 1

1 1
4
) 1 1

L
T+1+1+1

11
11

LR el

1414141

1
2}— !
1

Transferfunktion von Tiefpassfiltern
Mittelwertfilter I Binomialfilter ganzzahlige & schnelle Gauffilter-Approximation
Sinc-Funktion Glocke F(u,v) = (cos(7ru/Z))2 . (cos(nv/S))2 I < Hausaufgabe: checkt’s
1 ‘ 1 1
Trie1 ! 1]*1+1+1'1 \ Trz+1 2 1]’"1+2+1'i
1 [1 1 1] 1 2 1]
11 1 1 —-12 4 2
9 1 1 1 16 1 2 1
; bei ausreichend groRer Anzahl von Frequenzen T
| . «chi i
Erfindungsschema © von 1D Binomialfiltern — wie kommt man auf Binomialfilter? | Eegbfc_ht_urf'_scjo_ni Iioiripfidf’_ ___________ ) |
Bausteine Verkniipfung normalisierte 1D Binomialfilter
1 ! k
— . *1 . ,
[by] = (1 n 1) [1 1] = 171 [1 1] Z[bk](l) — ok
1 \? ) 1 i=
= = e e s
1 1] 1 1]x[1 1] ol =(177) 0 U =137 31]*1+1[1 U=tz 21 n* Pm = Dntm
1 1 2
b =<—) . BSo—————[1 3 - 7]
bsl={177) 0 UV =1isar ! 3 A p-6m= T A
T P P
triviale 1D Glattungsfilter Faltung Verkettungen beweist diese zu Hause ©

Hausaufgabe: unter welchen Voraussetzungen an pilund @ erreicht man die Anndherung G (i) = 27% - (]f) ?

Binomialverteilung Zufallsbrett

: Veranschaulichung von Koeffizienten

eines Binoms (x + y)k = ¥¥ | (’l‘) xt - yk—i

Schritt #2: Zuwachs an Dimension (1D -> 2D)

........................................................................................................................................... .
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Schritt #3: Anwendungsbeispiele

Quelle: Thorsten Thormdhlen
Mittelwertfilter

I3 5x5 T

Original 3%3 5%x5 187 21 %21

Binomialfilter
@ udjybwioy] uajsioy] :3j[ano

Original 21 x 21

Schritt #4: Losung der Aufgabe

1
o0 =520) Q-G 510§ 0] -5 vaar 5 naan -1 a] 5 nana -

1

1 11 3 31
5 i 1331 =55[2 6 6 2

| =
AN

Interessante Nebenbeobachtung
Beobachtung: Faltung zweier Vektoren

: | I
I

I . o ) ) | 1 1 3 3 1 1 I (also, Spalten- und Zeilenvektoren) I
| Achtung: Faltung ist im Allgemeinen nicht i > [Zl +[1,33,1] = [2 6 2] _ [zl 411,3,3,1] P : |
| 1 1 ! |

| |

| das Gleiche wie Matrixmultiplikation 6 A liefert das gleiche Ergebnis wie deren
- 331 1 Matrixmultiplikation dyadisches
Hausaufgabe: warum und wann gilt sowas im Allgemeinen? | aka tensorielles aka duBeres Produkt) _ |

Hinweis: konstruiert ein Verfahren bei dem man jede Faltung [einfachheitshalber, wahlt den Faltungsmodus ,valid”] zweier Matrizen durch die Matrixmultiplikation deren
Umformungen darstellt — nehmt eine kleine Bildmatrix, einen Kern und versucht so ein Verfahren selber zu basteln.
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Schritt #5: Eignung als Tiefpassfilter
11 1
[ 1 8 4 8 oo
1[1331l|---—211--| 11 1 1[1331]|—11—1| 0 0
—12 6 6 2|* -2 1 1 -.f= - - —— —12 6 6 2|=* -1 1 -1 = 0 0
11 1 Cy
8 4 8
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