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Aufgabenstellungen: 
Übungsblatt_03 http://www.uni-forst.gwdg.de/~wkurth/bia21_ue03.pdf 

Übungen_04 http://www.uni-forst.gwdg.de/~wkurth/bia20_ub06.pdf 

 

Die Themenpalette in der heutigen Sitzung: 

Morphologische Bildverarbeitung 
[das Bild unten zeigt Skelettierung] 

Haar-Wavelet Transform 
[die Abbildung unten zeigt basische Funktionen] 
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je nach Binärbild, ■ / □ kann entweder Hinter- oder Vordergrund sein Urbild von  ⊠ unter 𝒇 

𝑺−𝟏
(𝒛,𝒔) steht für „Strukturelement mit seinem Bezugspunkt (d.h. (𝟎, 𝟎)-Punkt im eigenen Koordinatensystem) an der Stelle (𝒛, 𝒔) [im Koordinatensystem des Bildes]“ 

Aufgabe 1:  
Schritt #1: wichtigste Grundkenntnisse / Voraussetzungen zum Thema 

Steckbrief der Mathematischen Morphologie (hilft dabei Unklarheiten / Verwirrungen rechtzeitig zu beseitigen und sichert einen lockeren Einstieg ins Thema) 

 Morphologische Operatoren haben ihren Ursprung bei binären (aka schwarzweißen aka 01- aka KK [Kreis-Kreuz]) Bildern – „Grauwertmorphologie“ ist 

eine intuitive Verallgemeinerung 

 Morphologische Operatoren sind nichtlinear (Hausaufgabe: überlegt euch, warum) 

 Grundidee der mathematischen Morphologie ist die Mengenlehre einzusetzen – wie kann man ein Bild 𝒇(𝒛, 𝒔):𝑫(𝒇) ⟶ 𝑰ntensität  als eine Menge 

ansehen (natürlich, intuitiverweise )? 

 

Bild ⟹ Abbildung 𝒇(𝒛, 𝒔):𝑫(𝒇) ⟶ 𝑰 ⟹ Grafik dieser Abbildung ℝ𝟑 ⊃ 𝑮(𝒇) = {((𝒛, 𝒔), 𝒇(𝒛, 𝒔)) ≡ (𝒛, 𝒔, 𝒇(𝒛, 𝒔)): (𝒛, 𝒔) ∈ 𝑫(𝒇)} ⟹ voila! eine Menge  

 

Binäre Bilder: diese kann man ganz locker auch im 2D-Euklidischen Raum ℝ𝟐 als eine Menge darstellen – also, dritte Dimension mitzuschleppen wäre echt 

ungünstig  

Binärbild 𝒇(𝒛, 𝒔): 𝑫(𝒇) ⟶ {𝟎, 𝟏} ≡ {⬜,⊠} ≡ {𝑠𝑐ℎ𝑤𝑎𝑟𝑧, 𝑤𝑒𝑖ß} ≡ {𝐻𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑔𝑟𝑢𝑛𝑑, 𝑉𝑜𝑟𝑑𝑒𝑟𝑔𝑟𝑢𝑛𝑑} ⟹ 𝒇−𝟏 ≡ 𝒇−𝟏(𝟏) ≡ 𝒇−𝟏(⊠) ⊂ ℝ𝟐  
 

Bausteine der Mengenlehre für Binärbilder: 

o Komplement: 

(𝒇−𝟏)
𝑪

≡ 𝒇−𝟏̅̅ ̅̅ ̅ ≡ 𝑪𝒇−𝟏 ≡ 𝑪𝒇−𝟏(⊠) = 𝒇−𝟏(⬜) = {(𝒛, 𝒔): 𝒇(𝒛, 𝒔) = ⬜ ≡ 0} = {(𝒛, 𝒔): 𝒇(𝒛, 𝒔) ≠⊠≡ 1} = {(𝒛, 𝒔): (𝒛, 𝒔) ∉ 𝒇−𝟏(⊠)} 

o Vereinigung:  

𝒇𝟏
−𝟏 ⋃𝒇𝟐

−𝟏 = {(𝒛, 𝒔): (𝒛, 𝒔) ∈ 𝒇𝟏
−𝟏(⊠)⋁(𝒛, 𝒔) ∈ 𝒇𝟐

−𝟏(⊠)} 

o Schnittmenge: 

𝒇𝟏
−𝟏 ⋂𝒇𝟐

−𝟏 = {(𝒛, 𝒔): (𝒛, 𝒔) ∈ 𝒇𝟏
−𝟏(⊠)⋀(𝒛, 𝒔) ∈ 𝒇𝟐

−𝟏(⊠)} 

 

Intuitiver Weg zu Erosion & Dilatation:  

 

Erosion = Minkowski-Differenz [𝑩𝒊𝒍𝒅 𝒇 ⊖ 𝑺𝒕𝒓𝒖𝒌𝒕𝒖𝒓𝒆𝒍𝒆𝒎𝒆𝒏𝒕] Dilatation = Minkowski-Summe [𝑩𝒊𝒍𝒅 𝒇 ⊕ 𝑺𝒕𝒓𝒖𝒌𝒕𝒖𝒓𝒆𝒍𝒆𝒎𝒆𝒏𝒕] 

𝒇 ⊖ 𝑺 = 𝑺 passt vollständig ins 𝒇 = {(𝒛, 𝒔): 𝑺−𝟏
(𝒛,𝒔) ⊆ 𝒇−𝟏(⊠)} 𝒇 ⊕ 𝑺 = 𝑺 passt nicht vollständig ins 𝑪𝒇 = {(𝒛, 𝒔): 𝑺−𝟏

(𝒛,𝒔) ⊈ 𝒇−𝟏(⬜)} 

 
Der folgende Absatz darf übersprungen werden – ist nicht übungsrelevant und bietet nur einen kurzen Einblick ins Thema „Mathematische Morphologie: Grauwertbilder als Binärbilder“ 

Grauwertbilder: diese lassen sich entweder als ein Stapel von Binärbildern (je Intensitätswert) oder mithilfe der so genannten „Umbra“ [aka Schatten] (ist 

praktisch ein Untergraph eines Grauwertbildes 𝒇: 𝑼(𝒇) ≝ {(𝑥, 𝑦, 𝑧): 𝑧 ≤ 𝑓(𝑥, 𝑦) ⋀  (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷(𝑓)}) darstellen – dann kann man auch für Grauwertbilder 

reine Mengenlehre verwenden um all die morphologischen Operatoren zu definieren. 

Definitionsbereich der Funktion 𝒇 

mailto:jeos@mail.com
https://de.wikipedia.org/wiki/Urbild_(Mathematik)
https://de.wikipedia.org/wiki/Minkowski-Summe
https://de.wikipedia.org/wiki/Definitionsmenge
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Schritt #2: direkt zur Lösung 

Ursprungsbild Erosion Dilatation Erosionsfreies  Ursprungsbild 
 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0 

 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 
 

 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0 

 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 
 

 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0 

 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 
 

 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0 

 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 
 

 

Ursprungsbild Öffnung [d.h. E→D] Schließung [d.h. D→E] Erosionsfreie  Dilatation 
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Kurze Erläuterung: obige Bilder enthalten Lösungen [„x“ und „x“] und Hinweise darauf, wie man diese Lösungen praktisch in einem einzigen Schritt bekommt. 

Hausaufgabe: beweist die Gültigkeit der obigen Ansätze zur effizienteren Umsetzung von 4 basischen morphologischen Operatoren – stattdessen könnt ihr 

basische Definitionen [siehe beispielsweise Skript] von diesen Operatoren verwenden, Ergebnisbilder bekommen und mit den obigen Lösungen vergleichen. 
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Aufgabe 2: 

Schritt #1: direkt zur Lösung 

Für Grauwertbilder 𝒇(𝒛, 𝒔): {0,1,… , 𝑍 − 1} x {0,1,… , 𝑆 − 1} ⟶ 𝐼𝑀
+ = {0,1,… ,𝑀} (kurz: 𝒇(𝒛, 𝒔): 𝑍 x 𝑆 ⟶ 𝐼𝑀

+): 

 Flaches Strukturelement: 

𝑩 ⊆ ℤ x ℤ 

 Komplement: 

𝒇(𝒛, 𝒔)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ≡ 𝒇𝑪(𝒛, 𝒔) ≡ 𝑪𝒇(𝒛, 𝒔) ≝ 𝑴 − 𝒇(𝒛, 𝒔) 

 Erosion:  

[𝒇 ⊖ 𝑩](𝒛, 𝒔) ≡ 𝑬𝑩(𝒇(𝒛, 𝒔)) ≝ 𝐦𝐢𝐧
(𝒙,𝒚) ∈ (𝒛,𝒔)+𝑩

𝒇(𝒙, 𝒚) 

 

 Dilatation: 

[𝒇⨁𝑩](𝒛, 𝒔) ≡ 𝑫𝑩(𝒇(𝒛, 𝒔)) ≝ 𝐦𝐚𝐱
(𝒙,𝒚) ∈ (𝒛,𝒔)+𝑩 

𝒇(𝒙, 𝒚) 

 

Satz: 

⊨ 𝑬𝑩 = 𝑪𝑫𝑩𝑪 

Beweis:  

𝑪𝑫𝑩𝑪𝒇(𝒛, 𝒔) = 𝑪[𝑫𝑩(𝑪𝒇(𝒛, 𝒔))] = 𝑪[𝑫𝑩(𝑴 − 𝒇(𝒛, 𝒔))] = 𝑪 [ 𝐦𝐚𝐱
(𝒙,𝒚) ∈ (𝒛,𝒔)+𝑩 

(𝑴 − 𝒇(𝒙, 𝒚))] = 

𝑪 [𝑴 − 𝐦𝐢𝐧
(𝒙,𝒚) ∈ (𝒛,𝒔)+𝑩 

𝒇(𝒙, 𝒚)] = 𝑪[𝑴 − 𝑬𝑩(𝒇(𝒛, 𝒔))] = 𝑴 − (𝑴 − 𝑬𝑩(𝒇(𝒛, 𝒔))) = 𝑬𝑩(𝒇(𝒛, 𝒔)) 

 

Hausaufgabe: checkt jeden Schritt (d.h. die Gültigkeit jedes Überganges) im Beweis. 
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Hausaufgabe: warum? 

Aufgabe U11: 

Schritt #1: direkt zur Lösung 

Für Binärbilder 𝒇(𝒛, 𝒔): {0,1,… , 𝑍 − 1} x {0,1,… , 𝑆 − 1} ⟶ 𝐼1
+ = {0,1} (kurz: 𝒇(𝒛, 𝒔): 𝑍 x 𝑆 ⟶ 𝐼1

+): 

Strukturelement um den Ursprung punktgespiegeltes Strukturelement 

ℤ x ℤ ⊇ 𝑩 = 𝑩−𝟏(⊠) 𝑩̌ ≡ 𝑩̂ = {−(𝒙, 𝒚) = (−𝒙,−𝒚): (𝒙, 𝒚) ∈ 𝑩} 
 

 Verschiebung des Bildes um den Vektor 𝑏⃗ = (𝑏𝑧, 𝑏𝑠): 

𝒇𝑏(𝒛, 𝒔) = 𝒇(𝒛 − 𝑏𝑧, 𝒔 − 𝑏𝑠) 

Vordergrund Hintergrund 

𝒇−𝟏(⊠) = {(𝒙, 𝒚): 𝒇(𝒙, 𝒚) =⊠} 𝒇−𝟏(⬜) = {(𝒙, 𝒚): 𝒇(𝒙, 𝒚) = ⬜} 
 

 Komplement:  

𝒇(𝒛, 𝒔)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ≡ 𝒇𝑪(𝒛, 𝒔) ≡ 𝑪𝒇(𝒛, 𝒔) ≝ 𝟏 − 𝒇(𝒛, 𝒔) 𝑪𝒇−𝟏 ≡ 𝑪𝒇−𝟏({0,1}) = (𝑪𝒇)−𝟏({0,1}) 

 

 Erosion:  

[𝒇 ⊖ 𝑩](𝒛, 𝒔) ≡ 𝑬𝑩(𝒇(𝒛, 𝒔)) ≝ ⋀
(𝒙,𝒚) ∈ (𝒛,𝒔)+𝑩

𝒇(𝒙, 𝒚) 𝒇 ⊖ 𝑩 = 𝑬𝑩𝒇 = ⋂ 𝒇−𝒃
−𝟏(⊠)

𝒃∈𝑩

≡ ⋂𝒇−𝒃
−𝟏

𝒃∈𝑩

 

 

 Dilatation:  

[𝒇⨁𝑩](𝒛, 𝒔) ≡ 𝑫𝑩(𝒇(𝒛, 𝒔)) ≝ ⋁
(𝒙,𝒚) ∈ (𝒛,𝒔)+𝑩

𝒇(𝒙, 𝒚) 𝒇⨁𝑩 = 𝑫𝑩𝒇 = ⋃ 𝒇−𝒃
−𝟏(⊠)

𝒃∈𝑩

≡ ⋃𝒇−𝒃
−𝟏

𝒃∈𝑩

 

 

Satz: ⊨ 𝑬𝑩 = 𝑪𝑫𝑩𝑪 

Beweis:  

𝑪𝑫𝑩𝑪𝒇 = 𝑪[𝑫𝑩(𝑪𝒇)] = 𝑪 [⋃𝑪𝒇−𝒃
−𝟏

𝒃∈𝑩

] = 𝑪 [⋃𝒇−𝒃
−𝟏(⬜)

𝒃∈𝑩

] = ⋂ 𝑪𝒇−𝒃
−𝟏(⬜)

𝒃∈𝑩

= ⋂ 𝒇−𝒃
−𝟏(⊠)

𝒃∈𝑩

= 𝑬𝑩𝒇 

 

Sprachliche Erläuterung: der Bildpunkt 

𝒇(𝒛 − 𝑏𝑧, 𝒔 − 𝑏𝑠) kommt an die Stelle (𝒛, 𝒔) 

De Morgansche Regeln 

mailto:jeos@mail.com
https://de.wikibooks.org/wiki/Beweisarchiv:_Mengenlehre:_Mengenoperation:_De_Morgansche_Regeln_f%C3%BCr_Mengen
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Aufgabe U12: 

Schritt #1: direkt zur Lösung 

 Monotonie: 

𝒇𝟏(𝒛, 𝒔) ≤ 𝒇𝟐(𝒛, 𝒔)  ⟹ 𝑶𝒑𝒆𝒓𝒂𝒕𝒐𝒓(𝒇𝟏(𝒛, 𝒔)) ≤ 𝑶𝒑𝒆𝒓𝒂𝒕𝒐𝒓(𝒇𝟐(𝒛, 𝒔)) 

 AntiExtensivität: 

𝒇(𝒛, 𝒔) ≥ 𝑶𝒑𝒆𝒓𝒂𝒕𝒐𝒓(𝒇(𝒛, 𝒔)) 

Satz: 

(a)  

𝑿 ∶= (𝒇𝟏)
−𝟏 ⊆ 𝒀 ∶= (𝒇𝟐)

−𝟏  ⟹ 𝑶𝑩(𝒇𝟏)
−𝟏 ⊆ 𝑶𝑩(𝒇𝟐)

−𝟏 

(b) 

𝑶𝑩𝒇−𝟏 ⊆ 𝑾 ∶= 𝒇−𝟏 

Beweis:  

(a) 

𝒙 ∈ 𝑶𝑩(𝑿) ⟺ 𝒙 ∈  𝑫𝑩𝑬𝑩(𝑿) ⟺ 𝒙 ∈  𝑫𝑩[𝑬𝑩(𝑿)] ⟺ 𝒙 ∈  {𝒗 | ∃𝒃 ∈ 𝑩: 𝒗 + 𝒃 ∈ 𝑬𝑩(𝑿)} ⟺ 𝒙 ∈  {𝒗 | ∃𝒃 ∈ 𝑩: 𝒗 + 𝒃 ∈ 𝑪𝑫𝑩𝑪(𝑿)} 

⟺ 𝒙 ∈ {𝒗 | ∃𝒃 ∈ 𝑩: 𝒗 + 𝒃 ∈ 𝑪{𝒗′ | ∃𝒃′ ∈ 𝑩: 𝒗′ + 𝒃′ ∈ 𝑪(𝑿)}} ⟹ 𝒙 ∈  {𝒗 | ∃𝒃 ∈ 𝑩: 𝒗 + 𝒃 ∈ 𝑪{𝒗′ | ∃𝒃′ ∈ 𝑩: 𝒗′ + 𝒃′ ∈ 𝑪(𝒀)}} 

⟺ 𝒙 ∈ {𝒗 | ∃𝒃 ∈ 𝑩: 𝒗 + 𝒃 ∈ 𝑪𝑫𝑩𝑪(𝒀)} ⟺ 𝒙 ∈  {𝒗 | ∃𝒃 ∈ 𝑩: 𝒗 + 𝒃 ∈ 𝑬𝑩(𝒀)} ⟺ 𝒙 ∈  𝑫𝑩[𝑬𝑩(𝒀)] ⟺ 𝒙 ∈ 𝑶𝑩(𝒀) 

(b) 

𝒘 ∈ 𝑶𝑩(𝑾) ⟺ 𝒘 ∈ 𝑫𝑩[𝑬𝑩(𝑾)] ⟺ ∃𝒃 ∈ 𝑩: 𝒘 + 𝒃 ∈ 𝑬𝑩(𝑾) ⟺ ∃𝒃 ∈ 𝑩: 𝒘 + 𝒃 ∈ {𝒗 | ∀𝒃′ ∈ 𝑩: 𝒗 + 𝒃′ ∈ 𝑾} 

⟹ ∃𝒃 ∈ 𝑩: 𝒘 + 𝒃 − 𝒃 ∈ 𝑾 ⟺ 𝒘 ∈ 𝑾 

 

 

 

 

  

Benötigte Voraussetzung - Strukturelement muss: 

o entweder um den Ursprung gespiegelt [aka um 180° gedreht] werden 

o oder symmetrisch (um den Ursprung aka Bezugspunkt) sein 

o  

Weil: 𝑀𝑒𝑛𝑔𝑒1 ⊆ 𝑀𝑒𝑛𝑔𝑒2 ⟹ 𝑪(𝑀𝑒𝑛𝑔𝑒1) ⊇ 𝑪(𝑀𝑒𝑛𝑔𝑒2) 

 

basische Definition der Dilatation einer Menge 𝐸𝐵(𝑋) Hausaufgabe: beweist (a) für nichtsymmetrische 

Strukturelemente (𝑂𝐵 ≝ 𝐷−𝐵𝐸𝐵) 

mailto:jeos@mail.com
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Aufgabe U13:  

Schritt #1: direkt zur Lösung 

DWT von Spalten ⟶ 
  

[
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2

8 + 8

2
0 + 8

2

8 + 8

2

1 − 3

2

8 − 8

2
0 − 8

2

8 − 8

2 ]
 
 
 
 
 
 
 

= [

0 1
2 8

0 −1
1    0

2 8
4 8

−1 0
−4 0

]   

⟶
⟶
⟶
⟶

   

[
 
 
 
 
 
 
 
0 + 1

2

0 − 1

2
2 + 8

2

2 − 8

2

0
 

−1
 

1   0

2 + 8

2

2 − 8

2
4 + 8

2

4 − 8

2

−1
 

0
 

−4 0
]
 
 
 
 
 
 
 

= [

0.5 −0.5
5 −3

0 −1
1    0

5     −3
6     −2

−1 0
−4 0

] 

D
W

T vo
n

 R
eih

en
 ⟶

 

Alternativ:   ↓ ↓ ↓ ↓ 

[
 
 
 
 
 
 
1

2
    

1

2 
1

2 

 

−
1

2 

0
 

0
  

0
 
0

0 0
0 0

1 0
0 1]

 
 
 
 
 
 

∙

[
 
 
 
 
 
 
 
1

2
    

1

2 
0
 

 
0
 

0 0 
1

2

 
1

2

1

2
−

1

2 
0
 

 
0
 

0 0 
1

2

 

−
1

2]
 
 
 
 
 
 
 

∙ [

0 0
3 1

0 2
8 8

1 3
0 8

8 8
8 8

] ∙

[
 
 
 
 
 
 
 
1

2
0

1

2
0

1

2
0

−
1

2
0

0
1

2

0
1

2

  0     
1

2

  0 −
1

2]
 
 
 
 
 
 
 

∙

[
 
 
 
 
 
1

2
    

1

2
1

2
−

1

2

0
 

0
 

0 0

0  0
0  0

1 0
0 1]

 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
0.5 + 5

2

−0.5 − 3

2
5 + 6

2

−3 − 2

2

0 + 1

2

−1 + 0

2

 
−1 − 4

2

0 + 0

2
0.5 − 5

2

−0.5 + 3

2
5 − 6

2

−3 + 2

2

0 − 1

2

−1 − 0

2
−1 + 4

2

0 − 0

2 ]
 
 
 
 
 
 
 

= [

2.75 −1.75
5.5 −2.5

0.5 −0.5
−2.5    0

−2.25     1.25
−0.5     −0.5

−0.5 −0.5
1.5 0

] 

4. Schritt 3. Schritt 0. Schritt 1. Schritt 2. Schritt   ↓ ↓ ↓ ↓ 
Beobachtung: linke Seite                                  ist die Transponierte              rechter Seite                       – also: 

[
 
 
 
 
 
2.75 + 5.5

2

−1.75 − 2.5

2
2.75 − 5.5

2

−1.75 + 2.5

2

0.5 − 2.5

2

−0.5 + 0

2

 
0.5 + 2.5

2

−0.5 − 0

2
−2.25  1.25
−0.5  −0.5

−0.5  −0.5
1.5  0 ]

 
 
 
 
 

= [

4.125 −2.125
−1.375 0.375

−1 −0.25
1.5 −0.25

−2.25     1.25
−0.5     −0.5

−0.5 −0.5
1.5 0

] 

(

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
1

2
0

1

2
0

1

2
0

−
1

2
0

0
1

2

0
1

2

  0     
1

2

  0 −
1

2]
 
 
 
 
 
 
 

∙

[
 
 
 
 
 
1

2
    

1

2
1

2
−

1

2

0
 

0
 

0 0

0  0
0  0

1 0
0 1]

 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 

𝑇

∙ [

0 0
3 1

0 2
8 8

1 3
0 8

8 8
8 8

] ∙

[
 
 
 
 
 
 
 
1

2
0

1

2
0

1

2
0

−
1

2
0

0
1

2

0
1

2

  0     
1

2

  0 −
1

2]
 
 
 
 
 
 
 

∙

[
 
 
 
 
 
1

2
    

1

2
1

2
−

1

2

0
 

0
 

0 0

0  0
0  0

1 0
0 1]
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