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Aufgabe U3:
Schritt #1: Fouriertransformation — ein wenig ,,Etymologie/Evolution”
Harmonische Schwingungen: Federpendel, Saitenschwingung Fourierschg fragleslttlellyngzl Vyélrmelelitynlg innelrhallb Ieinels Prahtes

Real Space Phase Space

m ’ .
o Y /
/
A NWANAN
7 N LY

Velocity
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
2
11 pDE: 2 = Drahtmaterial - a_g
] at 262
053 Fourier-Reihe: y(8,t) = ¥, ¢, (t) - 2™
] ODE: ¢, (t) = —2-1° - n” - ¢, (¢)
0 |:|_I5 1 1 _I5 2 2_|5 3 Fourierkoeffizienten in der linearen Dekomposition der
057 K Uber basische Funktionen (hier: e2minx).
] ¥(6,0) = Y, K, - €™, wobei K, = [27 y(6,0) - e 2™im0dg
Rp
( ) Losung
922 i
y(t) = K-sin(w -t + @) }’(a.t)=ZKn‘eZ"n['ezmne
n
Z Gilt fuir periodische Funktionen y(+)
K — Amplitude (Lange) w — (Kreis)Frequenz
@ — Anfangsphase (Winkelposition) t — Zeitpunkt
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Schritt #2: [Randbemerkung] komplexe Exponenten bilden eine Orthonormalbasis:

im Hilbertraum £2([0; 2]) der quadratintegrierbaren Funktionen | im L1(G) fir jede kompakte kommutative Gruppe G

Abbildung mit Projektionen

Formeln

o J2rht

.o sin{2naf f)

cos(2af t)

-_\ ° ?-aa"-aﬂi

Eulersche Formel:

et =cost+i-sint

elt + e—lt

cost =
2

eit _ p-it

sint = —————
21

komplexe Exponenten [n € NJ:

en(t) = g2mint

inneres Produkt

von komplexen Exponenten:

21

(en(t); em(t)) = f eZT[iTlt o e-ZTl'imtdt

Q

Orthonormalitédt von {e, (t)},en:

1 fallsn=m
0 sonst

(en(®), em(©) = |

Schritt #3: zweidimensionale (

2D) Diskrete FourierTransformation eines Bildes {f(z, $)},-0.7-1, s=0.s—1 der GroRe ZxS

. . R Z-15-1 7-1,5-1
Normalerweise, von der gleichen GroRe ZxS: iy iy ( ) Y (ﬂ)
,/>F(u,v)=K9nstante-ZZf(zs) e mi(Z7+5) = k- Z f(zs) e ?ms) ). e 2™ Z
| u=0.z-1 | v=0.5-1 pr
~ bei “D-DFT [ pei Ruicktransformation DFT 1 2D-IDFT X
normalisiert _ ﬁk """""""""""" 1 1 schaut nach zwei verschachtelten
A7 S r— —
Konstante = NZ-S Z - S 1D-DFTs aus...
[ T RS
7 : I
-S
1 L Grundidee fiir 2D-FFT
zZ-S [,,schnelle” 2D-DFT Berechnung]
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Schritt #3: Annaherung von periodischen Funktionen durch Fourier-Reihen — einfaches 1D-Beispiel im Blickfeld
e etwas Mathe als Vorspeise ©: Quelle: Wikibooks
periodische Funktion f(x), mit der Periodenlange T [Frequenz F= 1/T] flx) =3
k k
a, _ —2(=D" .
fx) = - + Z(an - cos(2mFx) + by, - sin(2mFx)) fx) = Z ———— (7 n* - 6) - sin(nx)
n=1 n=1 n .
p T !,f\g k=7 ——
a, = ?J- f(x) - cos(2mFx) dx j \\ K=15femmee
DC-Komponente [ Nullfrequenz] 0 VA
2 ‘ 2 ‘ /ﬁ
ay = Tff(x)dx b, = ?J-f(x) -sin(2nFx) dx . c;\_‘ﬁé
0 0 Z
Wi
| o
[
T
?(/
’ | L L L
g _Io 0 o
2 2
X

Seite3von 11


mailto:jeos@mail.com

Bildanalyse und Bildverstehen

Fragen/Anregungen zum Stoff? = 24/7-Support © unter jeos@mail.com emailen

Lésungen #03

Prof. Winfried Kurth / Alex Tavkhelidze

Georg-August-Universitat Gottingen
SoSe 21
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Schritt #3: beriihmtes Kameramann-Bild — 2D-DFT Cheatsheet

Quelle: Wiki
Darstellungskanile einer komplexen Zahl z = x + i - y = re'? Bausteine der 2D-DFT-Analyse — 2D Sinusoide im Frequenzraum
Im C Realer Anteil: ky
z=a+bi=re Re(z) = x =r"-cos(¢p)
B —
-_—
Imaginarer Anteil: R
ey — 1. i —_—
- Im(z) =y =r-sin()
I
I
—
r Betrag:
bl — — e
4 F=a—bi=re? I‘—|Z|— x2+y2 /
arctan2(y, x)
x<0
%w x>0
Phase:
13 2 1 1 2 3 4 e ¢ = arctan2(y, x)
I r<0
“:(V‘)\’“
Quelle: Van Veen —_—p
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Schritt #4: Losung der Aufgabe
(a) Schritt #1: Basismatrizen aus unserer Formel fir 2D-DFT
Z-15-1 { { ( )} { —Z.n-i'(ﬂ+ﬂ)} }
— . . : B,s(W,V)ju=0.z-1 = je Z S o g
P = Konstante- 33 f(oe) EMGEER)  w— [ 5= (e SreI .
z=0.s5= §=0..5—
Schritt #2: fiir unser Beispiel, z,s € {0,1} - von daher, die Basis besteht aus |[{0,1}| = 4 Matrizen {BO 0Bo1, B10,B1 1} wobei
B { —Z-n-i-(l+M)} e—Z-n-i-(70+0T'0) e—Z-n’-i-( ZO+051) e~ 2mi0 _21“0] [ 0] 1 1 Bo’1 = .. | Bl,o = ... | Bl,l = .0
=1e Z S = = )
0 z:gi 9‘2'"""(71‘“0%)) e‘z'"'i'(z;l"os;l) |g~2mi0  o-2mi0 1 1 rechnet selber aus ©
Hausaufgabe fiir Mathe-Fans ©: warum e® = 1?
(b) Schritt #1: zu zeigen ist

1
= . 'S By, 0r0) - B 5, B = [ 1 50 = )

sonst
u=0wv=0

N

-1

%)

-1

Schritt #2: na dann los ©
1

tq‘p—\
95
T‘
95

IS

1 -15- Z-1S5-1
Zlu 51w Zou szv
—2mi(AE+RE) | 2
lesl(u v) - Bzzsz(u 17)_— Zz m ) e nl(

452 Z Z 27 l (Zz 21) u (52‘51) '7)
S . VA =
=0w=0 u=0w=

u=0w=
Hausaufgabe fir Mathe-Fans ©: furz € Cund anhand e = )7 OZV, beweist ezl”2 = e%1 . %2

Hausaufgabe: warum?
1 falls s) = ()t

i) )
......................... 1 e 7 71 s S
z-1 A

51 7S T 2milza-z1) 2w i(55=57) sonst
1 21 (Zz—zl) 2mi-(5y=51) [ P — e 1.
< /€ e s =g rmilzp=zy), . .
z-s e Z Zog e
u=0 =0 g

—1
: 7 gtz | SIS AFRASIES

e 4 -1
2-mi-(s2 —51)
S

%W—Sﬂ_l falls s,#S, Nz1=2,
\ e -1
TGy s 1 e?mimz) 1 pZmilems) 1 1 1-1 1-1 Lo
7-S T ami(za-71) T 2 mi(sg—s1) “ 7.8 T mi(za-21) T T 2mi(sg=51) 7. 5‘. 2-mi-(22—21) ) 2-1i(s52—51) 7. S. ' =
e Z -1 e S -1 e A -1 e S -1 e A -1 e S -1 "/_A’T_DEM
Tipp zu & *: Summenformel fiir geometrische Reihen... /:7/ 1‘ZI,\\
{ <
= Q, o | €
EED))
\ltg,\ sy

~. QO
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(c) Schritt #1: unsere Bildmatrix
1 2
(f]k) = [3 4

Schritt #2: die DFT-Bildmatrix elementweise berechnen

g 9
DFT (£) = (gmn) =gy g1,
1 1 1 i B 1 1 1
Imn = —2 2 Z Z f]k e 27Ti-(%-m+7-n) = ZZ z f]k 6_27” (é m+7n)
j=0 k=0 j=0 k=0

101
Goo = %Z Z Fr: e—zni-(i-o+§-o) _ % (1 . e—2m‘-(g-0+g-0) 2. e—zm-(%o%—o) 13- e—27ti-(%-0+g-0) 4. e—2m’-(%-0+%-0)> _ % (1+2+3+4)=25

] - diese lasst sich in 4 verschiedenen

=-0.5
Jj=0 k=0
PR
- L4k
glo—ZZijk'e 2mi-(§1450) I
j=0 k=0
1 1 1 )
gu=7 Zflk e 2m (F1+51) -0
j=0 k=0
Also:
25 -05
) =7 7,
Randbemerkung:
. N . . - ) . . . a+ib c+id
Normalerweise, bei groReren Bildern, man kriegt eine Giberwiegend komplexwertige Fourier-Bildmatrix (gm,) = e+if g+ih
Frequenzraumen beobachten:
a c 5
= b2
Realteil Re(gmn) [e g] Betrag |(Gm)| = [\/a *
Ve? + f?

arctan2(b, a)

b d
Imaginarteil Im(g,,) = [ ]
f h arctan2(f,e)

Phase (p(gmn) = [

Ve + dz]

Vo? + 1
arctan2(d, c)
arctan2(h, g)
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(a) Schritt #1: Kommutativitdt von Faltung Matrizen]: Fun Fact fir Mathe Fans ©: Beweis ist super
kurz und klar im 1D stetigen Fall sowie auch
Alternative Formulierung: seien M;und M, zwei beliebigen Matrizen. Man beweise, dass M; * M, = M, * M; fiir Reihen — checkt’s [« Hausaufgabe]
Beweis: nehmen wir an [CE Ohne Einschrankung ], fur i € {1,2}, M; hat die GréRe z; x s; @ Lifehack: bei jeder Faltung M, * M, ist die zweite Matrix, M, eine
intuitivere Wahl fur zu verarbeitende Bilder [bzw. M, - fir Kerne], da
Laut Definition von Konvolution: diese von (i, j) abhingt und sich deshalb fiir den Faltungskontext
besser eignet — rein verfahrensmaRig kann das Bild (sowie der Kern)
z1—-151-1 beliebige Positionin M, * M, Gbernehmen.
C(i,j) = [Ml * MZ](i:j) & Z Z M1(Z: S) ' Mz(i - Z;j - S) Analogie zur Computergrafik: faltende Maske aus ihrem Objektraum
7Z=0 s=0 wird in den Weltraum von zu faltendem stationaren Bild gesetzt.
wobeiz; +2z,—12i>20<j<s; +s,—1 \
Schritt #2: Kurzentspannung — kleines bisschen von , praktischer Theorie” ©: keine feste AusgabegréRe?
Beispiel: Matlab
Ausgabemodus Beschreibung Ausgabegréfle
Full - .. . .
alle méglichen Uberlappungen von Bild [ M;] und Maske [=2 Kern Filter] Zy+2Z;—1xs;+s5,—1
Same as Pic .
selbsterklarend © Zy X Sy
Valid Maske bleibt innerhalb der Bildgrenzen
g ZZ—le+1X|52—51|+1
—
1 Hausaufgabe: warum? I
Schritt #3: weiter mit dem Beweis
z1—-1s51-1 z1—1s1-1 i—(z1—-1) j—(s1—-1)
Z Z Mi(z,s) M,(i—2zj—s)= z Z My(i — z,ji—5s) - M;(z,s) = Z Z M,(i—2z,j—s) M(z5s)=
z=0 s=0 z=0 s=0 i—z=i j—s=j

Z___Mz(i —zj=5) M(i—(-2),j—(—5)) =My M]G)) | ( (Q \

&( oy
\ DWEQ L.m’i

Bei diesem Schritt wird aber folgendes vorausgesetzt: M, = 0 = M, sobald man diese Matrizen verldsst [2|s Zero Padding ]

Alternative Formulierung Vie{1,2} (x¢[0;z;, — 1NN Vy € [0;s; — 1]NN = M;(x,y) = 0)
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Matrixaddition]:

(b) Schritt #1: Distributivitat von Faltung [

Alternative Formulierung: fiir beliebige Matrizen M, M, und M5, es gilt:
M*(Ml +M2)=M*M1+M*M2

Hausaufgabe: iberprift ob dieser

Voraussetzung: das Faltungsformat muss fixiert bleiben und die M; missen gleiche Grof3e haben
Schritt zuldssig ist

z—-1s—-1

Schritt #2: los mit dem Beweis
z—-1s-1 \\

(M (M + MOIG) = D MZ,S)- My + M) = Z,) =)= ) > M) (My(i = Z,j = $) + My(i = 2,) = ) =
Z=0S5=0

Z=0S5=0
z—1s-1 z-1s-1
DD MES) MG=Zj=)+ ) > MEZS)My(i=2,) =) = M« M]G) + M My (i) (;’/Q eng)
7Z=05=0 5\ 'D/;/

Z=0S5=0
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Schritt #1: Lésung der Aufgabe 1 13\ f1 1 1\
() 11 1 |mmm| 111
auf der Maske — rechts < auf dem Bild — links oben = vor Anwendung Maske umpositionieren K | i . I\ 1 1
Berechnung der Faltungsmatrix an einer konkreten Stelle Bildmatrix (in einem Koordinatensystem) mit dem Mittelwertfilter drauf
| | HEBREBE
9-[K *B](3,2) = K(0,0)-B(3,2) + K(0/+1,0+1) - B(3I=1,2=1) + 0 0 0 0 0 0 0 O
K(0,1)-B(3,1) + K(1,0) - B(2,2) + L0l ol 0 0 0 O
K(0,2)-B(3,0) + K(2,0)-B(1,2) + o0 111 11 0 0
K(1,2)-B(2,00+ K(2,1)-B(1,1) + 0 T 1 1 0 0
K(2,2)-B(1,0) = 0 1 1 1 0 0
01 1 110 0
1-B(3,2)+1-B(2,1) + 0000 O0OFP O
1-B(3,1)+1-B(2,2) + 0 000000
1-B(3,0)+1-B(1,2) +
1-B(2,0)+1-B(1,1) +
1-B(1,0) =
1+0+
0+1+
0+0+
0+0+
o . 0=
Ubersichtlicher umgruppiert -
0+0+0+
0+0+1+
0+0+m=
T2
Von daher: [K * B](3,2) = % Hausaufgabe: rechnet andere Stellen selber aus
Randbemerkung zur Umpositionierung der Faltungsmaske:
Rotationen und Spiegelungen bilden eine Gruppe mit folgenden beweisbaren Eigenschaften:
. Sp(l) und
Diese Eigenschaften bieten diverse Maoglichkeiten um eine Faltungsmaske vor dem ,Gleiten” korrekt zu positionieren.
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(b)
In gleicher Weise wie oben:
: alle Uberlappungsmoglichkeiten
1 1 -1 =211 -2 1 : . : : :
o 0 o - ol 2N =2 e T I R B I el =21 2 e
K = Gerdausch#1=| 1 1 1 |« 1 -2 11 -2 1 = 0 0 0 --,weil ( 12 ﬂ) —21 e '(12 i 1]; Lo 2(1111211)“‘
000 - Gl o2 2 1 - e N2 g =R e e =2 1 =2 0 e
b 1 -2 11 -2 1 ) 9 z : :
. ) 0 0 0
Faltungswerte [Ic1: 9er-Mittelwerte]
alle Uberlappungsmoglichkeiten
1 1 1 -1 1 -1 1 -1 % —% % 1 -1 i] 11 -1 - - 11 i] -1% -1 -
1 11 B L L PO | T LS A
K * Gerausch#2=| 1 1 1 |- 1 -1 1 -1 1 -1 .= .. : T3 3 -+, weil B L A L I LT G A S L 1 g
L U TS T T T T 111 1 1
3 3 3 — __
: : 3 3
Faltungswerte [ cr: 9er-Mittelwerte]
Eignung als Tiefpassfilter [ LPF Glattungsfilter]:
e  Gerdusch #1 wird komplett entfernt — , best ever” low-pass filter ©
e  Gerdusch #2 wird gedrittelt, also deutlich vermindert — , so |2l Tiefpassfilter ©
Beispiele:

Ursprungsbild ohne Gerdusch gefiltertes Bild [durch 121er-Mittelwert] Ursprungsbild mit 5%  -n-Pfeffer Gerausch gefiltertes Bild [durch 121er Mittelwert]
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Aufgabe U5:

Schritt #2: kurzes Schlusswort zum Thema ,,Faltung”

(a) DFT = Faltung — diagrammatische Veranschaulichung:

2D-DFT I
Bild im Ortsraum: f(x, y) emeeee——
2D-IDFT
Faltung mit | | Maske m 2D-DFT

|

Bild im Frequenzraum: F(u, v)

Multiplikation mit || Transferfunktion M

gefaltetes Bild im Ortsraum: m * f 2D-DFT

“

2D-IDFT

(b) Warum muss die Faltungsmaske (vor der tatsichlichen Anwendung, d.h. vor dem ,Gleiten” iibers Bild) gespiegelt werden? — Sonst scheitert der Ubergang:

/Z (fz e e g () dt) F(a) dw 2

Im Prinzip... Alles ist méglich ©:

e  Faltung:

Zg—1skg-1

CEp=K*BIGH= ) > K&s)-Bl-2j-5)

z=0 s=0

e  Kreuzkorrelation:

Zg—1skg—1

cc(i,j) = [K ® BI(i, ) = Z Z K(zs) BGi+2j+5)

z=0 s=0

Alles hat aber seinen Zweck... und diese sind nicht zu verwechseln Hausaufgabe: checkt ob Kreuzkorrelation kommutativ ist
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