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Aufgabenstellungen: 
auch unten auf den Folien, vor jeweiligen Lösungen 

Übungen_06 http://www.uni-forst.gwdg.de/~wkurth/bia20_ub08.pdf 

 

Die Themenpalette in der heutigen Sitzung:  

modifizierte Hough-Transformation 
#cameramansoldout  

Kanten in Multimerkmalsbildern 
Vektorfeld 𝛁𝒇(𝒙, 𝒚) =  𝛁(𝒚 ∙ 𝒆𝟑𝒙+𝟒𝒚) 
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Aufgabe U17: modifizierte Hough-Transformation 

Aufgabenstellung  
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Aufgabe U17 

Schritt #1: Lösung  
(a) 

Teilaufgabe #1: Koordinaten des nächstliegenden Geradenpunktes berechnen 

 

Gegeben sind: 

 Richtungsvektor 𝒓⃗  der Gerade 𝑋𝑃 

 Ein Punkt 𝑋 auf der Geraden 

 
[ohne die beiden Angaben lässt sich die Gerade nicht eindeutig identifizieren] 

𝑋𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = ‖𝑋𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ ∙
𝒓⃗  

‖𝒓⃗  ‖
 

𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝑋⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑋𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ 𝑋𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 
 
 

(𝑂𝑋⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑋𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗) ∙ 𝑋𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

𝑂𝑋⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∙ 𝑋𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ + ‖𝑋𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗‖
2

= 0 

𝑂𝑋⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∙ ‖𝑋𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ ∙
𝒓⃗  

‖𝒓⃗  ‖
+ ‖𝑋𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗‖

2
= 0 

𝑂𝑋⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∙
𝒓⃗  

‖𝒓⃗  ‖
+ ‖𝑋𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = 0 

‖𝑋𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = −
𝑂𝑋⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∙ 𝒓⃗  

‖𝒓⃗  ‖
 

 

Also: 

𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝑋⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑋𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝑋⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ −
𝑂𝑋⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∙ 𝒓⃗  

‖𝒓⃗  ‖
∙

𝒓⃗  

‖𝒓⃗  ‖
= 𝑂𝑋⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ −

(𝑂𝑋⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∙ 𝒓⃗ ) 

‖𝒓⃗  ‖2
∙ 𝒓⃗  
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Aufgabe U17 

(b) 

Teilschritt #1: Satz des Thales [eher ein invertierter Satz des Thales: Hypotenuse eines in einen Kreis einbeschriebenen rechtwinkligen Dreiecks ist dessen Durchmesser] 

 

 

Und übrigens: jedes Dreieck kann in einen Kreis einbeschrieben werden – anders formuliert, 

jede Dreiergruppe von Punkten beschreibt (und zwar eindeutig) einen Kreis 

 

 

https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_des_Thales
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Aufgabe U17 

(c) 

Teilschritt #1: Gleichung eines Kreises mit dem Raduis 𝒓, zentriert an der Stelle (𝒙𝟎, 𝒚𝟎) 

(𝑥 − 𝑥0)
2 + (𝑦 − 𝑦0)

2 = 𝑟2 

Teilschritt #2: zusätzlich für Kreise, die durch den Ursprung gehen 

𝑥0
2 + 𝑦0

2 = 𝑟2 

Teilschritt #3: obige Teilschritte zusammen 

(𝑥 − 𝑥0)
2 + (𝑦 − 𝑦0)

2 = 𝑟2 ⟺ 𝑥2 − 2 ∙ 𝑥 ∙ 𝑥0 + 𝑥0
2 + 𝑦2 − 2 ∙ 𝑦 ∙ 𝑦0 + 𝑦0

2 = 𝑟2 ⟺ 

𝑥2 − 2 ∙ 𝑥 ∙ 𝑥0 + 𝑦2 − 2 ∙ 𝑦 ∙ 𝑦0 + 𝑥0
2 + 𝑦0

2 = 𝑟2 ⟺ 𝑥2 − 2 ∙ 𝑥 ∙ 𝑥0 + 𝑦2 − 2 ∙ 𝑦 ∙ 𝑦0 = 0 ⟺ 

𝑥2 − 2 ∙ 𝑥 ∙ 𝑥0 + 𝑦2 − 2 ∙ 𝑦 ∙ 𝑦0

𝑥2 + 𝑦2
=

0

𝑥2 + 𝑦2
⟺

𝑥2 − 2 ∙ 𝑥 ∙ 𝑥0 + 𝑦2 − 2 ∙ 𝑦 ∙ 𝑦0

𝑥2 + 𝑦2
= 0 ⟺ 

𝑥2 + 𝑦2 − 2 ∙ 𝑥 ∙ 𝑥0 − 2 ∙ 𝑦 ∙ 𝑦0

𝑥2 + 𝑦2
= 0 ⟺

𝑥2 + 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2
−

2 ∙ 𝑥 ∙ 𝑥0

𝑥2 + 𝑦2
−

2 ∙ 𝑦 ∙ 𝑦0

𝑥2 + 𝑦2
= 0 ⟺ 

1 − 2 ∙ 𝑥0 ∙
𝑥

𝑥2 + 𝑦2
− 2 ∙ 𝑦0 ∙

𝑦

𝑥2 + 𝑦2
= 0 

 

Teilschritt #4: Transformation 𝒇:𝑲𝒓𝒆𝒊𝒔𝒆 𝒅𝒖𝒓𝒄𝒉 𝒅𝒆𝒏 𝑼𝒓𝒔𝒑𝒓𝒖𝒏𝒈 ⟶ 𝑮𝒆𝒓𝒂𝒅𝒆𝒏 

𝒇(𝒙, 𝒚) = (
𝒙

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐
,

𝒚

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐
) 

Teilschritt #5: Umkehrtransformation 𝒇−𝟏: 𝑮𝒆𝒓𝒂𝒅𝒆𝒏 ⟶ 𝑲𝒓𝒆𝒊𝒔𝒆 𝒅𝒖𝒓𝒄𝒉 𝒅𝒆𝒏 𝑼𝒓𝒔𝒑𝒓𝒖𝒏𝒈 

𝒇(𝒇(𝒙, 𝒚)) = 𝒇 (
𝒙

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐
,

𝒚

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐
) =

(

 
 

𝒙
𝒙𝟐 + 𝒚𝟐

(
𝒙

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐)
𝟐

+ (
𝒚

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐)
𝟐

,

𝒚
𝒙𝟐 + 𝒚𝟐

(
𝒙

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐)
𝟐

+ (
𝒚

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐)
𝟐

)

 
 

= (

𝒙
𝒙𝟐 + 𝒚𝟐

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐

(𝒙𝟐 + 𝒚𝟐)𝟐

,

𝒚
𝒙𝟐 + 𝒚𝟐

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐

(𝒙𝟐 + 𝒚𝟐)𝟐

) = (𝒙, 𝒚) 

Das heißt: 𝒇−𝟏 = 𝒇 

 

Ist definiert für jeden Punkt außer dem Ursprung  

 

 

War zu erwarten: 𝑓 stellt ja die Spiegelung an einem Kreis 

(hier: Einheitskreis) dar und Spiegelungen sind involutiv 

 

 

https://de.wikipedia.org/wiki/Kreisspiegelung
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Aufgabe U17 

Teilschritt #6: Etappen der Fluchtpunkterkennung mithilfe linearer Regression 

# Textuelle Beschreibung Pseudo-OpenCV [der Vorgang wird stark vereinfacht dargestellt] 

0 Ein Zielbild wird geladen input = imread(filename) 

1 Canny-Algorithmus wird zwecks Kantenerkennung eingesetzt Canny(input, output) 

2 Geradenerkennung durch Hough-Transformation wird durchgeführt HoughLines(output, lines) 

3 Kreisspiegelung durch 𝒇(𝒙, 𝒚) -Transformation wird ausgeführt CircleReflection(lines, output) 

4 Lineare Regression wird für die transformierten Punkte durchgelaufen fitLine(output,line) 

5 Inverse der Kreisspiegelung 𝒇−𝟏(𝒙, 𝒚) = 𝑓(𝑥, 𝑦) auf die Gerade angewendet CircleReflection(line, circle) 

6 die Antipode zum Ursprung wird berechnet – liefert den Fluchtpunkt Antipodal(circle, origin) 

 

 

 (d) 

Hausaufgabe  

  

https://de.wikipedia.org/wiki/Antipode_(Mathematik)
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Aufgabe U18: Kanten in Multimerkmalsbildern 

Aufgabenstellung  
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Aufgabe U18 

Schritt #1: Lösung  
(a)  

Teilschritt #1:  Richtungsableitung im Fokus - Definition 

Sei 𝑥 = (𝑥, 𝑦) ein reellwertiger Vektor, 𝑣 = (𝑣𝑥, 𝑣𝑦) – ein beliebiger Richtungsvektor: 

𝜕𝑓

𝜕𝑣 
=

𝜕𝑓(𝑥 )

𝜕𝑣 
= ∇𝑣⃗ 𝑓(𝑥 ) ≝ lim

ℎ⟶0

𝑓(𝑥 + ℎ ∙ 𝑣 ) − 𝑓(𝑥 )

ℎ
= lim

ℎ⟶0

𝑓(𝑥 + ℎ ∙ 𝑣𝑥, 𝑦 + ℎ ∙ 𝑣𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)

ℎ
 

Teilschritt #2: Richtungsableitung basiert auf Gradienten 

∇𝑣⃗ 𝑓(𝑥 ) = ∇𝑓(𝑥 ) ∙ 𝑣 𝑇 = (
𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
,
𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
) ∙ (𝑣𝑥, 𝑣𝑦)

𝑇
=

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
∙ 𝑣𝑥 +

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
∙ 𝑣𝑦 

Teilschritt #3: bei einem Einheitsvektor 𝑛⃗ = (cos𝛼 , sin 𝛼)𝑇 

𝜕𝑚⃗⃗ (𝑥, 𝑦)

𝜕𝑛⃗ 
=

[
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑚1(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑛⃗ 
𝜕𝑚2(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑛⃗ 
⋮

𝜕𝑚𝑀(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑛⃗ ]
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 ∇𝑚1(𝑥, 𝑦) ∙ [

cos 𝛼
sin 𝛼

]

∇𝑚2(𝑥, 𝑦) ∙ [
cos 𝛼
sin 𝛼

]

⋮

∇𝑚𝑀(𝑥, 𝑦) ∙ [
cos 𝛼
sin 𝛼

]]
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑚1(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥

𝜕𝑚1(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦

𝜕𝑚2(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥

𝜕𝑚2(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
⋮                    ⋮

𝜕𝑚𝑀(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥

𝜕𝑚𝑀(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦 ]
 
 
 
 
 
 
 

∙ [
cos 𝛼
sin 𝛼

] = [

𝑚1𝑥 𝑚1𝑦

𝑚2𝑥 𝑚2𝑦

⋮ ⋮
𝑚𝑀𝑥 𝑚𝑀𝑦

] ∙ [
cos 𝛼
sin 𝛼

] = 𝐽𝑚⃗⃗⃗ ∙ 𝑛⃗  

 

Teilschritt #4: Betrag der Richtungsableitung (eigentlich, Betragsquadrat) 

‖
𝜕𝑚⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝜕𝑛⃗⃗⃗ 
‖

𝟐

= ‖𝐽𝑚⃗⃗⃗⃗⃗ ∙ 𝑛⃗⃗⃗ ‖
𝟐

≝ 〈𝐽𝑚⃗⃗⃗⃗⃗ ∙ 𝑛⃗⃗⃗  , 𝐽𝑚⃗⃗⃗⃗⃗ ∙ 𝑛⃗⃗⃗ 〉 = (𝐽𝑚⃗⃗⃗⃗⃗ ∙ 𝑛⃗⃗⃗ )
𝑇
∙ (𝐽𝑚⃗⃗⃗⃗⃗ ∙ 𝑛⃗⃗⃗ ) = 𝑛⃗⃗⃗ 

𝑇
∙ 𝐽𝑚⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝑻
∙ 𝐽𝑚⃗⃗⃗⃗⃗ ∙ 𝑛⃗⃗⃗ = 𝑛⃗⃗⃗ 

𝑇
∙ 𝑆 ∙ 𝑛⃗⃗⃗  

  

Durchs Skalarprodukt induzierte Norm 

Partielle Ableitungen sind einfach ein Sonderfall: 

 
𝜕𝑓(𝑥 )

𝜕𝑥
⇝ (𝑣𝑥 , 𝑣𝑦) = (1,0)   

 
𝜕𝑓(𝑥 )

𝜕𝑦
⇝ (𝑣𝑥 , 𝑣𝑦) = (0,1) 
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Teilschritt #5: Wie schaut die Matrix 𝐽𝑚⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝑻
∙ 𝐽𝑚⃗⃗⃗⃗⃗  komponentenweise aus? 

𝑆 ∶= 𝐽𝑚⃗⃗⃗ 
𝑻 ∙ 𝐽𝑚⃗⃗⃗ = [

𝑚1𝑥
𝑚2𝑥 ⋯ 𝑚𝑀𝑥

𝑚1𝑦
𝑚2𝑦 ⋯ 𝑚𝑀𝑦

]
2 x 𝑀

∙ [

𝑚1𝑥 𝑚1𝑦

𝑚2𝑥 𝑚2𝑦

⋮ ⋮
𝑚𝑀𝑥 𝑚𝑀𝑦

]

𝑀 x 2

=

[
 
 
 
 
 

∑𝑚𝑖𝑥
2

𝑀

𝑖=1

∑𝑚𝑖𝑥 ∙ 𝑚𝑖𝑦

∑𝑚𝑖𝑦 ∙ 𝑚𝑖𝑥 ∑𝑚𝑖𝑦
2

𝑀

𝑖=1 ]
 
 
 
 
 

2 x 2

= [
𝐴 𝐵
𝐵 𝐶

] 

Teilschritt #6: unsere Optimierungsaufgabe (hier: Maximierungsproblem) 

𝒇(𝜶) ∶= ‖
𝜕𝑚⃗⃗ 

𝜕𝑛⃗ 
‖

𝟐

= 𝑛⃗ 𝑻 ∙ 𝑆 ∙ 𝑛⃗ = [cos𝜶 sin𝜶] ∙ [
𝐴 𝐵
𝐵 𝐶

] ∙ [
cos𝜶
sin𝜶

] ⟶ 𝑴𝒂𝒙 

Teilschritt #6: Rayleigh-Quotient 

𝒇(𝜶) = 𝑛⃗ 𝑻 ∙ 𝑆 ∙ 𝑛⃗ =
𝑛⃗ 𝑻 ∙ 𝑆 ∙ 𝑛⃗ 

𝑛⃗ 𝑻 ∙ 𝑛⃗ 
= 𝑹(𝑺, 𝒏⃗⃗ ) 

Teilschritt #7: Lösung der Optimierungsaufgabe 

Rayleigh-Quotient hat eine ganz einfach zu beweisende Eigenschaft:  

seine Extrema findet man an Eigenwerten von 𝑺 und entsprechende Extremwerte sind Eigenwerte von 𝑺 

 

 (b) 

Eignet sich als eine einfache Hausaufgabe: 

 Setzt die Komponenten des vorgegebenen 𝒎⃗⃗⃗  Vektors ein 

 Rechnet alle Komponenten der Jakobi-Matrix 𝑱𝒎⃗⃗⃗  aus 

 Berechnet die Matrix 𝑺 an der Stelle (𝒙𝟎, 𝒚𝟎) = (1,2) – ihr bekommt eine symmetrische Matrix  

 Berechnet deren Eigenwerte 

 Größter davon 𝜆𝑚𝑎𝑥 = 20 stellt den maximalen Wert der 𝒇(𝜶) dar 

 Entsprechender Eigenvektor (𝒙, 𝒚) = (2,1) gibt dann die Größe des Winkels: 𝜶 = 𝐭𝐚𝐧−𝟏 𝒚

𝒙
= 𝐭𝐚𝐧−𝟏 1

2
 

 

‖𝑛⃗⃗ ‖ ≝ √𝑛⃗⃗ 
𝑻
∙ 𝑛⃗⃗ = 1 ⟹ 𝑛⃗⃗ 

𝑻
∙ 𝑛⃗⃗ = 1 

[
16 8
8 4

] 

https://en.wikipedia.org/wiki/Rayleigh_quotient#Formulation_using_Lagrange_multipliers

