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Schritt #1: besserer Glattungsfilter als Mittelwertfilter — intuitiver Ansatz
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Erfindungsschema © von 1D Binomialfiltern — wie kommt man auf Binomialfilter?

Glocke F(u,v) = (cos(7ru/Z))2 : (cos(nv/S))2 I < Hausaufgabe: checkt’s
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Bausteine Verkniipfung normalisierte 1D Binomialfilter
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triviale 1D Glattungsfilter Faltung Verkettungen beweist diese zu Hause ©

Hausaufgabe: unter welchen Voraussetzungen an pilund @ erreicht man die Anndherung G (i) = 27% - (lf) ?

Binomialverteilung Zufallsbrett

: Veranschaulichung von Koeffizienten

eines Binoms (x + y)k = ¥¥ | (’l‘)  xt - yk—i

Schritt #2: Zuwachs an Dimension (1D -> 2D)
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denn die 2D-GauRfunktion G(x,y) = Amplitude - e

ist x/y-separierbar ( )


https://de.wikipedia.org/wiki/Binomialverteilung
https://de.wikipedia.org/wiki/Galtonbrett
https://de.wikipedia.org/wiki/Zentraler_Grenzwertsatz
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Schritt #3: Anwendungsbeispiele

Quelle: Thorsten Thormdhlen
Mittelwertfilter

33

Original 3x3 5x5 7x7 21 x21

Binomialfilter
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Schritt #4: Losung der Aufgabe
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Interessanter Nebenbeobachtung
Beobachtung: Faltung zweier Vektoren

: I I
I

I . L . . | 1 1 3 3 1 1 I (also, Spalten- und Zeilenvektoren) I
| Achtung: Faltung ist im Allgemeinen nicht i > |20+[13311=2 6 6 2|= [Zl 411,3,3,1] - : |
| 1 1 | :

| |

| das Gleiche wie Matrixmultiplikation A liefert das gleiche Ergebnis wie deren
= 331 1 Matrixmultiplikation dyadisches

. . . tensorielles duleres Produkt
Hausaufgabe: warum und wann gilt sowas im Allgemeinen? -2 - -T2 2 _ T~ _ 1

Hinweis: konstruiert ein Verfahren bei dem man jede Faltung [einfachheitshalber, wahlt den Faltungsmodus ,valid”] zweier Matrizen durch die Matrixmultiplikation deren
Umformungen darstellt — nehmt eine kleine Bildmatrix, einen Kern und versucht so ein Verfahren selber zu basteln.
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https://de.wikipedia.org/wiki/D%C3%BCnnbesetzte_Matrix
https://de.wikipedia.org/wiki/Blockmatrix
https://de.wikipedia.org/wiki/Zyklische_Matrix
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Schritt #5: Eignung als Tiefpassfilter
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Schritt #1: Filter einer anderen Art — Differenzenfilter Kantenoperatoren

e Koeffizienten haben unterschiedliche Vorzeichen —dadurch sind Farbintensitdtsanderungen (
e Koeffizienten summieren sich zu Null - je ein Bildbereich, umso naher sind i.d.R. dessen
e Der Randbehandlungsmodus ,Zero Padding” wird gegenlber
JLast Value” (d.h. AuRenbereich(x,y) = Bild(nichster Randpunkt)) und
JZ2vklische Wiederholung” (d.h. Ortsraum(z + |m| - Z,s £+ [n| - S) = Bild(z, s))
Modi bevorzugt — sonst konnen unerwiinschte Artefakte entstehen &
e sind extrem rauschempfindlich — um diese Empfindlichkeit zu verringern, man faltet Differenzfilter mit Glattungsfiltern
orthogonal zu Ableitungsrichtung geglattet

e basieren auf diskrete ( ) Differenzen:

Kanten) ausgepragter [ ]

Ausganswerte zu Null ()

Bildquelle: Wiki

nachvollziehbare Begriindung — kontinuierliches Schema

. . . )
diskrete Approximation von é x,y) Faltungsmaske
vorwarts . .
[0 -1 1] im folgenden Koordinatensystem
AMf® f(x+1,y) — f(x,y)
Yik+1)
riickwirts x—1Ly+1 x,y+1 x+1,y+1 A
[<1 1 0] ([ x—-1y Xy x+1,y | !
>
Vife flxy) - flx—1y) x-1,y-1 xy—-1 x+1,y-1
Yk
symmetrisch (vorwéirts * rﬁCkWértS) Differenzenstern (engl. , stencil”) Yo
2 1 [_1 0 1] [wird bei numerischen Losungen von ODEs &
1 2 PDEs mit Anfangs- & Randbedingungen
81 x Z E (f(x +1, y) - flx-1, J’)) eingesetzt]

y=f(x)

Zentrale Differenz

Vorwartsdifferenz
Rickwartsdifferenz

Punkt [y )

L

Tangente pm

X(k)]

X(k+1)

Schritt #2: Herleitung & Genauigkeitsbereich von diskreten Approximationen

Fur n-mal differenzierbare Funktionen f(X) , laut Taylorformel:

n 9f(xy)
k
%- (X — x)* + Restglied, f (X, x),
k=0 )
, das |Restglied| wichst langsamer als | X — x|

fX,y) =

Restgliedy f(X,x)

AT = 0 -also,

wobei lim
X-x
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https://de.wikipedia.org/wiki/Artefakt_(Computergrafik)
https://de.wikipedia.org/wiki/Taylor-Formel#Qualitative_Taylorformel
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In unseren Formaten:

X=x+1 X—x=1

X=x-1 X—x=-1
Schritt #3: Taylorformel in diesen Formaten

af ( ,Y) f (x,y) L of (x,y) T
fx+1,y) = flx,y) + (D' = f(x, w I ~f(x+1y)—f(x,¥) vorwiirts

n =1 = Genauigkeit

1. Grades ( ) af (x, 9
Pl 1) = Feoy) + LoD oy - T Ty - 1) riickweits

d0x
"""""""""""""""" :mmm3%5{mfiﬁﬁ&ﬁmimmmmmﬂﬁygﬁﬁ&ﬁm
n =2 = Genauigkeit : [eerin=flay+—=7= 1 +; (0x)? WF=fen+=5=+3 (0x)? |
2. Grades (c.h. hgher) ' af(x ») 1 9%f(x,y) 0f(ey) |1 0°f(xy) |
f(x—1Y)~f(XJ’)+ -(=D? E.W.( 1)? = f(x,y) — 5 2 G2

1 1 [of(x, af (x, 1 af (x, of (x, 0 1 .
E'(f(x+1,y)—f(x—1,y))z}'( ff;;y)—<— fg;y)>>=§2 f((;;y)= f((;;y) f((;;y) = (f( +1,y) — f(x—l,y)) symmetrisch

TTOD) o STCD 15y =2 fry) + £x + 1,y): =

entspricht der Maske
1 -2 1]

fa+ly+ [y =2-feen+—55= = —55s

zweiten Variable) werden auf die gleiche Weise behandelt

Randbemerkung #1: y-Richtungsableitungen 1. & 2. Ordnungen ( partielle Ableitungen

Randbemerkung #2: da es fiir jede Richtung 7 gilt ? ..... i chtungsableltungGradlentr) zeigt die _ ( ) zum
steilsten Anstieg der zugehrigen Funktion ( der Bildfunktion i

Hausaufgabe: beweist die Gleichung #-Richtungsableitung = (Gradient, 7')

1

Einheitsvektor Skalar- inneres Produkt
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https://de.wikipedia.org/wiki/Richtungsableitung
https://de.wikipedia.org/wiki/Partielle_Ableitung
https://de.wikipedia.org/wiki/Richtungsableitung
https://de.wikipedia.org/wiki/Richtungsableitung
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1 1 . . , [F1 01 o=t Nebenbemerkung: [-1 0 1]=[-1 1]=*[1 1]
Schritt #4: einige Beispiele von Differenzenfiltern beachtet: 7 [1- 0 =1]- 3-[1 2 1]"=-¢ 2.0 2)= ’h v :ﬂ [also, bisschen Glattung schon mal drin @]
Richtungsabhangige (=<2 anisotrope) Kantenoperatoren
Glattungsfilter Differenzenfilter
1 T 1 -1 1 0
Mittelwert- filter 3 1 1 1] [-1 1 0] Z=1 1 o
3
-1 1 0
1 1 [-1 -1 -1
Mittelwert- filter 3 1 1 1] [-1 1 o] 01 1 01
3
1 1 00 10 0
_. T 1 1 |
Binomialfilter 4 1 2 1] —-[-1 0 1] —. [_2 0 2|xs .
2 8
-1 0 1
1 1 1 [F1 -2 -1
Binomialfilter 1 1 2 1] -1 0 17 o o o|wsonel
2 811 2 1
einigermalen richtungsunabhangige ( guasi-isotrope) Kantenoperatoren
Differenzenfilter, 2. Ordnung Differenzenfilter, 2. Ordnung Differenzenfilter, + Differenzenfilter,
0O 0 O 0 1 0 0 1 0
1 -2 1] 1 -2 1] 1 -2 1|+]|0 -2 0|=|1 -4 1|% Laplace
0 0 0 0 1 0 0 1 0
Nebenbemerkung: [1 -2 1]=[-1 1]*[-1 1]
Anmerkungen zu Laplace-Filter:
e Im kontinuierlichen Fall weist der Laplace-Operator die Rotationsinvarianz auf — im diskreten Fall wird’‘s versucht solche Drehungsinvarianz zu approximieren
0 1 0 1 0 1 1 1 1
e Laplace zieht nur 4-Nachbarschaft in Betracht — zwecks Beriicksichtigung aller 8-Nachbarn: |1 -4 1|{+]|0 -4 O0(=]1 -8 1
0 1 0 1 0 1 1 1 1
e Laplace-Filter besitzt hohe Rauschanfalligkeit — diesbeziiglich gibt es einige Modifikationen mit Glattung (zB. LoG-Filter — »Laplacian of Gaussian®)
e Im Gegensatz zu anderen Kantenoperatoren , man kriegt einen Hinweis auf eine Kante bei einem Nulldurchgang (Hausaufgabe: warum?)
Anmerkungen zu filtern:
1. das Subskript x bei Sobel, bezeichnet die Ableitungsrichtung, nicht die Richtung von ( ) erkennbaren Kanten — Kantenrichtung ist immer orthogonal zu
Ableitungsrichtung (also, bei Sobel, -sind es sen!frec-hte Kanten) . . Lifehack: Seitenverhaltnis ( ) 47: 58 entspricht
2. man kann ( )filter auch fiir die anderen Ableitungsrichtungen haben: (ungefihr) der WinkelgoRe 38°: arctan2(4/5) ~ 38°
0 -1 -2 -2 -1 0 :i :i -1 -1
Sobel45° =1 0 —-1| = Sobel135° SObellgs“ =|-1 0 1| = Sobel_45° SObelOid©120° = +1 +1 = Sobeloid©_3o°
2 1 0 0 1 2 +1 +1 +1 +1

Hausaufgaben: Gberpriift ob sich Laplace-Filter separieren l3sst (d.h. ob Laplace = 1DFilter, = 1DFilter,) & berechnet die Ubertragungsfunktion des Laplace-Filters
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Schritt #4: Anwendungsbeispiele ( )

S, *B | S,*B

vertical edge image

Laplace-Filter

horizontal edge image

)

edge orientation agnle

[J (15, + BIG.f)” + (8, * B](i,j))z} |

[Sy * B] ((5)) prinzipieller Vergleich von Laplace und Sobel: Nullstellen von Ableitungen 2. Ordnung sind
m Extremstellen von Ableitungen 1. Ordnung (d.h. Maxima des Gradientenbetrages)
X ]

arctan2 <

Gradientenrichtung fir jedes Pixel (i, j)

,alternativ® einfach [|[S, * BI@, )| + |[Sy * B](@,))|], also die Matrix der komponentenweisen

Summe von Betragen aus S, = B und S, « B

lokale Sobel-Maxima = Laplace-Nulldurchgédnge

Hausaufgabe: checkt ob die obigen Ergebnisbilder eher von Prewitt-Operator % 1 1 117 = % [-1 0 1] § [T 1 1]*[-1 0 1]7) und nicht von Sobel sind

[Matlab / OpenCV / Image) stehen zu eurer Verfligung]
vergroBerter Ausschnitt

vergréBerter Ausschnitt beim Ursprungsbild B liefert 2 Griinde dazu:

v schriage Kanten: Helligkeitsanderungen beim Ubergang in x-Richtung sind stirker

- v schrige Kanten sind vom Treppeneffekt betroffen — sind also
stiickweise vertikal Intensitat hangt vom Glattung ab
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https://de.wikipedia.org/wiki/Treppeneffekt
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Nebenbeobachtung: Minuszeichen fihrt lediglich zur Inversion von Farbintensitdten -
strukturelles Verhalten wird nicht gestort Minus\

Schritt #5: Losung der Aufgabe

(a)

012345][—1—4—8—12—16—14] 01 2 3 4 3 6 6 6 6 —12
{ -3 _;q1 101 23 45 4 0 11 101 23 45 4 8 8 8 8 —16
_[0001*012345|= [_2021*012345|=_48888—16
01 2 3 45 0 1 2 3 45 4 8 8 8 8 —16
121[012345] _101l012345J 4 8 8 8 8 —16
012345l+1+4+8+12+16+14J 012 3 45 3 6 6 6 6 —12

(b) / Beispiel von Randartefakten

: Nebenbeobachtung: Ausgangswerte werden umskaliert und in [0; Max] eingeschlossen |

=
| Ausfiihrliche Details zu Richtung: Werte —1 entsprechen |
(c) | der Differenzmaske [1 0 —1] (zunéchst war es :
| [-1 0 1], dieFaltung S, * B musste aber die Maske |
| umdrehen) — deshalb heilt es ,rechte |
:_ Pixelwerte von linken abziehen :

[02+(=8)7 - - JOZ+(=8)? atan2(0/—1) - - atanZEO/ 1; - - - -

T > . . |atan2(0/-1) - - atan2(0/-1 T T T T

Gradientenbetrag:l- 0% + (—8) 402 + (—8)? Gradientenrichtung: atan2(0/=1) ~ - atan2(0/-1)| " |T T ™ =™
8 1./02 + (=8)Z -+ - 02 + ( 8)? atan2(0/—1) - -+ atan2(0/—-1) T

/02 + (=8)2 - - J0%+ (=82l
Erléiuterung: --Matrix bedeutet dass Intensitatsdnderungen lberall auf dem Bild | Erléuterung: m-Matrix deutet die waagerechte Richtung der grofiten
konstant sind und die AnderungsgroRe - Intensitatsstufe betragt Intensitatsanderungen tberall auf dem Bild an
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Schritt #1: Losung der Aufgabe

(siehe Seiten 5 & 6 ©)
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