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Ubungen_03 http://www.uni-forst.gwdgq.de/~wkurth/bial7 ub04.pdf
Aufgabenstellungen: - - :
Ubungsblatt_02 http://www.uni-forst.gwdg.de/~wkurth/bia20 ue02.pdf
Aufgabe 3:
Schritt #1: das Thema der Aufgabe bestimmen und begreifen
Geometrische Bildtransformation: ist eine mathematische Beschreibung einer rdumlichen Transformation eines Bildes

Scherung = Rotationen + Skalierungen
Hausaufgabe: warum?

So eine geometrische Transformation des Bildes B(z, s) schaut dann folgendermaRen aus: Detailwissen: das sieht nach einer

Koordinatenwechsel: entweder bewegt/deformiert sich das Bild S R Scherungstransformation aus

— . ) , TB(Z3) = B(z,s7)
oder das urspriingliche Koordinatensystem (in Gegenrichtung) o
- i
Wobei: Normalerweise kommen noch Interpolationstechniken dazu ...
P ot ot Fiir Mathe Fans©: es stellt
{Z =2(25) und, bei Umkehrtransformation 7 *: {Z =2(z5") ; ; ;
s' =5'(z,5) ) s = s(2', s") sich die Frage, ob es so eine

Bereichseinschrinkung: nur affine Transformationen, d.h., fir fixierte Werte a; und b; (wobei i € {t, z, s}):

>< T Inverse Uberhaupt gibt

linearer Anteil 7! a, a4 a -

[— = a. - . g ! a a a
{Z, Z,(Z' $) =0, +a, z+a %‘oder, kurz in Matrixform: [Z,] = [ “ S] . [Z] + [ t] oder noch kiirzer in homogener Matrixform: |s’|=|b, by b.|"|S
s'=5'(z,s) =b;+ b, z+ b s: s b, bl s b, 1 o o 111

a, a
Weitere Einschrankung: die Invertierbarkeit der Matrix [bz bs] wird i.d.R. bereits in der Definition von affinen Transformationen vorausgesetzt (Hausaufgabe: versucht zu
Z S

klaren, warum). Der Singuldrwertzerlegungssatz besagt dann - so eine affine Transformation besteht aus Kombinationen ( ) von:
Verschiebungstransformationen (aka Translationsmatrizen) Skalierungstransformationen ( verzerren)
Drehungs- & Spiegelungstransformationen ( Rotations & Reflexionsmatrizen) | Scherungstransformationen ( Verzerrung Dehnung/Stauchung)
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https://de.wikipedia.org/wiki/Scherung_(Geometrie)
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Schritt #2: tatsachliche Losung der Aufgabe

Satz #1: jede 2D affine Transformation hat eine Inverse (Hausaufgabe: check ob sie dabei eindeutig ist ©) und diese Inverse an sich ist auch affin.

P1(P11,P12) — W(Pul'lhz’)
Pz2(P21,P22) — P2’ (P21',p22") von nichtkollinearen (

Ps(P31,P32) — P3'(P31',P32)
einzigartige affine Transformation, die die linke Seite auf die rechte Seite abbildet.

Fundamentaler Satz #2: fur jeden 3 x 3 bipartiten Graphen )Punkten auf jeder Seite, es gibt die

(a) + (b)
(@ b uy /2 2 (e b uy /2 2
¢ d ”]'("):(5) ¢ d "'(°>=(5> (2a+0 +u=2 (2a+0 +u=2y (2a=2-2 (a=0
2 g ” (1) } a b w /0 1 2c+ +v=>5 2c+ +v= 2c=5-3 c=
c d v].<1>=<3>@< c d v.(1>:(3>@ +btu=1 \ +h+u=1 b=1-2 _ |b=-1
0 o 1 1 +d+v=3 N +d+v= Id=3—3 Id=0
a b 0 3 a b ul /0 3y | —b+tu=3 2u=4 | »=2 | =2
[c d v-<—1>=<3> [c d v]-<_1)=<3) —-d+v=3 2v=6 v=3 v=23
0 0 1 1 1
Also: Korrekte Reihenfolge nicht vergessen
a b u —1 2 1 0 2 -1 0
c d v] [ ] [0 1 3] [ 00 ] = Verschiebung|(2,3)] - Drehung[90° O]
0 0 1 0 0 1 01
Randbemerkung: der Wolkenkratzer © da oben ist einfach ne Matrizengleichung der Art [X] - [A] = [B] und l4sst sich im Allgemeinen effizienter |6sen:
200
00 1l \/ \1
a b uj /0 1 a b uj2 00 2 1 37 @ ul 21 37/2 0 07"
[c d v]-<1>=<3) @[c d v]-[o 1 —1]:[5 3 3]@;[c v]=[5 3 3Ho 1 _1] |
0 0 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 11 111 1 1
a b u 0 3
;o ()-6)
0 0 1 1 1
2 00 2 00
Wir haben also das ganze Problem auf die Berechnung von [O 1 —1] reduziert — und diese Inverse existiert, denn die Determinante der Matrix [0 1 —1]
1 1 1 1 1 1

stellt den Flacheninhalt des Dreiecks mit den Spitzen in p,’, p,’, p3' dar, und diese Flache ist, unter der Nichtkollinearitdtsannahme, ungleich Null.
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Aufgabe U8:
Kurze Anmerkung: im Grunde genommen, das gleiche ,Ent-,/“De-“ Thema (also Inversen Umkehrtransformationen)
(a) / im Anwendungsbereich wird das wie
,Will mein Bild zuriick” klingen ©
Schritt #1: Reifungsphase der Aufgabe (paraphrasiert, ein ,, Warum “-Kontext)
Da die Faltung assoziativ ist (Hausaufgabe: Uibrigens beweist es oder schaut euch einen von giiltigen Beweisen an ©):
K '+K+«B=K"'*(K*B)=(K"'«K)xB=I1,xB=B
1D-Faltungsmasken sind einfacher zu behandeln und reprasentieren zudem Bausteine einer wesentlich schnelleren Umsetzung
entsprechendes 2D-Faltungsvorgangs:
Beispiele
Glattungsfilter [ Mittelwertfilter] Kantenfilter [ Sobelfilter]
1/ 1 1 111 1 ) 1 11 1 0 -1 1 ) 1
-1 1 1 =3 1 *§[1 1 1]4:)§[1 1 1]*§ 1 2 0 -2|=]|2|*x[1 0 —-1]e[1 0 —1]=|2
1 1 1 1 1 1 0 -1 1 1

\ Hausaufgabe: checkt's /

Zusatzbeobachtung: aus vorgegebenen Ausgangs- 9,
Filter- 3 und Bildvektorlange 7 ergibt sich der

i — . raltungsmoadus ,, ”1 = -
Laut 1D-Faltungsformel, fir n = 0..8: SNy, denn 9 =3 +7 — 1

Schritt #2: Losung der Aufgabe

2 1 1 1 1
[F*G](n)“:"‘ZF(l)-G(n—L)=Z-G(n)+§-G(n—1)+Z-G(n—2)=Z-(1-G(n)+2-G(n—1)+1-G(n—2))=I(n)

=0

In Matrixschreibweise: / Flacherdler-Witz©: das Zeichen ™. steht fiir

“turtles all the way down” ©

rl
2 1 G (0)]
..................................................... 1 2 1 G(1)
5 Y 1 2 G(2)
i1 Mox7 Grxa=Ioxii e 3 1 163 =1
R ; G(4)
L 16
2| Le(e)l
14
Laut Lésbarkeitssatz linearer Gleichungssysteme ( ): dieses da oben ist I6sbar genau dann, wenn Rang(Mg 4 ¢) = Rang(Mg 4 ¢llgx1) : falls =7, dann eindeutig

falls <7, dann co—deutig
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Hausaufgabe: iberprift (beispielsweise durch die Anwendung gauBsches Eliminationsverfahrens), dass sich dieses LSD nicht l6sen |asst, und zwar fir beliebige

Bildvektorlange.

(b)

Schritt #1: Annahme

Schritt #2: dann wird das obige LGS zu

NN
_ N R
[ O
_ N

Schritt #2: lass uns

In entwickelter Form:

FH0)

[F*(6)

_ N R

F* (D
F*(2)

Q
—_

RN R
_ N

F*(4)
F*(5)

legendresche Verlustfunktion (

|
i

Q
=

, sei F* ein symmetrischer Vektor (

d
2d +c¢
d+2c+b
c+2b+a
2b + 2a
a+2b+c
b+2c+d
c+2d
d

Q

)Ft=[d ¢ b a b c

d
2d + ¢
d+2c+b
c+2b+a
2b + 2a
a+2b+c
b+2c+d
c+2d
d

) und dadurch unsere Optimierungsaufgabe (

n=0

8
S@b,c,d) = Y (IM-FH() - 4-1()" — Min

S(a,b,c,d) =16 — 16a — 16b + 6a? + 16ab + 4ac + 14b? + 16bc + 4bd + 12¢? + 16cd + 12d? — Min

Schritt #3: laut Algorithmus zum Auffinden von mehrdimensionalen Extremstellen

e  Wir berechnen den Gradienten unserer Funktion S(a, b, c, d):

e Wirlésen das LGS VS(a,b,c,d) = 0:

aS as as as1”
VS(a,b,c,d) & [— ——,—

da’0b’ dc’ ad

12a + 16b + 4c — 16

16a + 28b + 16¢ + 4d — 16
4a + 16b + 24c + 16d

4b + 16¢c + 24d
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12a + 16b + 4c — 16

4a + 16b + 24c + 16d
4b + 16¢ + 24d

_|16a + 28b + 16¢c +4d — 16

Q

) bilden:

dl


https://de.wikipedia.org/wiki/Gau%C3%9Fsches_Eliminationsverfahren
https://www.massmatics.de/merkzettel/#!207:Mehrdimensionale_Extremstellen

Bildanalyse und Bildverstehen Georg-August-Universitat Gottingen
SoSe 20

Losungen #5 ‘ Prof. Winfried Kurth / Alex Tavkhelidze

Hausaufgabe: |6st dieses LGS durch die Anwendung gauRsches Eliminationsverfahrens

solltet ihr die folgende L6sung bekommen:

(a,b d)—<40 82 4)—1 (40,-24,12,—4)
a’ ICI - 9 ] 3|3| 9 - 9 ’ ] ]

) ] . Hesse-Matrix einer quadratischen Form ist
e  Wir berechnen die Hesse-Matrix von S(a, b, ¢, d): immer konstant — hier: unabhangig von

[ 92S  9%S 92§ 92§ (a,b,c,d) Werten

dada 0adb @adc 0dadd
0*s  9*S 95 9%s 12 16 4 0

_|0bda 0bdb dbac obod|— |16 28 16 4
H(abed) =175 og G aes | |4 16 24 16
0 4 16 24

dcda 0dcdb 0dcdc 0dcad
0%S  9%s 0%S  0%S
Lddda 0ddb dddoc 0dod-

e  Wir bestimmen die Definitheit unserer Hesse-Matrix an gefundenen Nullstellen (hier: ) des LGS VS(a,b,c,d) =0
Eigenwerte der Hesse-Matrix sind:

A ~ 023922, 1, ~ 649262, 15 ~ 27.68160 , 1, ~ 53.58653

Also, alle E-Werte sind positiv, d.h. unsere Verlustfunktion S(a, b, c, d) erreicht ihr einziges Minimum an der Stelle (a, b, c,d) = (?, — g,g, — :)

Also, der beste Kandidat fiir die Rolle einer Quasi-Faltungsinverse:

Fr=—-[-4 12 =24 40 -24 12 -—4]

1
9

N&aherungsfehler durch Vergleich mit dem Idealfall (d.h. bei ,,echter” Faltungsinverse):

grausame © Realitit : —1]~[-0.11 0.11 -0.11 0.11 0.89 0.11 -0.11 0.11 —0.11]

-0] =[-0.00 0.00 -0.00 0.00 1.00 0.00 -0.00 0.00 -0.00]

Randbemerkung: die Anndherung kann auch bei der Einschrankung von symmetrischen Faltungsmasken akzeptabel sein.
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Aufgabe U6:

Schritt #1: laut Distributivitdt der Faltung

K+*B—KxBy=K*x(B —By)=K=*R

Dann, laut Faltungsdefinition:

\D|>A

(K * R](0, ) =ii
z=0s=0

Schritt #2: wegen des Erwartungswertoperators

Schritt #3: laut dem Versch

E([K *R](i,))) = E(

z=0 s=0

ebungssatz fiir diskrete Zufallsvariablen

var([K « RIG, ) = E (1€ * RIG)?) = (E(LK + RIGD))

z=0 s=0

(=}
(n

[R](i—Z,j—S) +

ZZ[R]@ ~2,j =)

8i <E<ZZ( (l—Z]—S))
8_11.<22:22:E(([R](i—z,j—s))2)+

Rl(i—zj—s)=

\oln—x

z=0s=0

-5 ii:s(mm—z; 9 =35

zZ=

@ jn=a"j"

(l’ ],)i(l” II\

E(RIG ) - E( R](l”.J”)))

(l’]’)#(l”]”) .....................

-F (([K " R](i,j))z) -

2
(%-ii[m(i—z,j—s)) =(§) <ZZ[R](1—Z]—S)
2 2
E ZZ([R](i —z,j-5)" +

0s

[RIG",j") - [RIC",)")

) > IR RIG"
(l,],)i(l”]”)

-iim](i—z,j—s)

Welches Rauschen wird betrachtet

Normalverteilt GauBsches
vx,y: [R](x, )~ (0,16%)

Additiv und pixelweise unkorreliert (
[noch mehr: stochastisch unabhangig]

weild)

Dunkelrauschen und auch
Photonenrauschen wird
dadurch modelliert

¥3u-3o-

z=0 s=0
. N2
= E((IK «RIG,))") =
Weil es gilt:
.': .4 ........................... N S — .
Tt (Zn:l an) = ln=10an" + Zm#:n ap " am

[lasst sich zB. durch Induktionsbeweis zeigen]
Beispiel fir N = 2:

(a,+ @)’ =a>+a>+a,-a,+a, a,

Erwartungswert des Produkts von stochastisch unabhangigen Zufallsvariablen

3-3- + E 0-0)=L. (0 @+0)-"
_ i j i j B 81 R 9
@ N=3a"j"
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