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Aufgabe U4:
(a) Schritt #1: Kommutativitat von Faltung

Alternative Formulierung:

Beweis: nehmen wir an [CE

Laut Definition von Konvolution:

Ohne Einschrdankung

Matrizen]:

seien Myund M, zwei beliebigen Matrizen. Man beweise, dass My * M, = M, * M;

], fur i € {1,2}, M; hat die GréRe z; x s;

Z1—-1s1-1

C(i,j) := [My * M]3, j) & Z Z

z=0 s=0

wobeizl+zz—12i20§j§sl+sz—l1\

Schritt #2: Kurzentspannung — kleines bisschen von ,praktischer Theorie” ©:

Beispiel: Matlab

Mi(z,s) My(i—2zj—5s)

Fun Fact fir Mathe Fans ©: Beweis ist super
kurz und klar im 1D stetigen Fall sowie auch
fiir Reihen — checkt’s [« Hausaufgabe]

@ Lifehack: bei jeder Faltung M; * M, ist die zweite Matrix, M, eine
intuitivere Wahl fur zu verarbeitende Bilder [bzw. M, - fur Kerne], da
diese von (i, j) abhéngt und sich deshalb fiir den Faltungskontext
besser eignet — rein verfahrensméRig kann das Bild (sowie der Kern)
beliebige Position in M; * M, Gbernehmen.

Analogie zur Computergrafik: faltende Maske aus ihrem Objektraum
wird in den Weltraum von zu faltendem stationdren Bild gesetzt.

keine feste Ausgabegrofie?

Ausgabemodus Beschreibung Ausgabegréfle
Full .
u alle méglichen Uberlappungen von Bild [ M;] und Maske [=2 Kern Filter] Zy+2Z;—1xs;+s,—1
same as Pic selbsterklarend © Zy X Sy
Valid Maske bleibt innerhalb der Bildgrenzen Zy — 74| +1x |5, — 54| +1
— =

Schritt #3: weiter mit dem Beweis

z1—15s51—-1

z ZMl(z,s)-Mz(i—z,j—s)= Z ZMz(i—z,]
2=0 5=0

1 Hausaufgabe: warum? I

z1—-151-1

z=0 s=0
Warum?

i=(z1=1) j=(s1—1)

- M@= Y Y Myi-zj-5) M) =
i-z=i  j-s=j

Bei diesem Schritt wird aber folgendes vorausgesetzt: M, = 0 = M, sobald man diese Matrizen verlasst [

Alternative Formulierung

:Vie{1,2}(x ¢ [0;z; —1]NN Vy ¢ [0;s; — 1]NN = M;(x,y) = 0)

Zero Padding ]

Seitelvon5



Bildanalyse und Bildverstehen Georg-August-Universitat Gottingen

Losungen #4 ‘ Prof. Winfried Kurth / Alex Tavkhelidze SoSe 20
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Schritt #4: warum & > ... bei Summationsgrenzen?
Die Voraussetzung von Zero Padding verursacht folgendes ,,Schrumpfen” von Summationsgrenzen in der Definition von Faltung:
Zm=1 sp—1 min{Zm=1;i} min{sy,—1;i}
My MG & Y My(z5) Myli=zj=)= Y Y MuG) M=z =)
z=0 5=0 z=max{0;i-(zp—1)} s=max{0;i—(sp—1)}

<i—-z<z — - —-1)<z<i
O0si-zs2,—1 {] (zn—1) <z Indizien, werden die

0<j—-s<s,—1 —(s,—1)<s<j
max{0;i — (z, — 1)} < z < min{z,, — 1;i}
max{0;j — (s, — 1)} < s < min{s,, — 1;}

Dieser Schritt l3sst sich folgendermaRen interpretieren: da M,,(i — z,j — s) = 0 auRerhalb von {

R 0<z<z,-1 . -
urspriinglichen Summationsgrenzen in die umgewandelt.

0<s<s,-—-1

(b)
Schritt #1: Distributivitat von Faltung [ Matrixaddition]:

Alternative Formulierung: firr beliebige Matrizen M, M; und M5, es gilt:

M*(M1+M2)=M*M1+M*M2

Voraussetzung: das Faltungsformat muss fixiert bleiben und die M; missen gleiche GrofRe haben

Hausaufgabe: iberpriift ob dieser

Schritt #2: los mit dem Beweis Schritt zuldssig ist
z—15-1 z—1s-1
M (M, + MDIG) = D> M(Z,S) My + My =2, = $) = D > M(Z,S) - (My(i = Z,j = ) + My(i = 2,] = 5)) =
Z=05=0 7=05=0
z-1s-1 z—1s5-1 L“k rru
DY M@ MG =2) =)+ Y Y MZ,S)Myli = Z,j =) = [M « My]Gij) + [M + M,] @ (¢ \%\
Z=0S5=0 Z=0S5=0 9’1 /"/
\\ ‘v:qr’*‘go/
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Aufgabe U5:

Schritt #1: Losung der Aufgabe [
(a)

| f"'_:i“)_.f"'::i“)

auf der Maske — rechts < auf dem Bild — links oben = vor Anwendung Maske umpositionieren k k
Berechnung der Faltungsmatrix an einer konkreten Stelle Bildmatrix (in einem Koordinatensystem) mit dem Mittelwertfilter drauf
| ‘ | (1]203[4al5]6]7]
9-[K *B](3,2) = K(0,0)-B(3,2) + K(0+ 1,00+ 1) - B(3=1,2=1) + 0O 0 0 0 0 0 0 O
K(0,1)-B(3,1) + K(1,0) - B(2,2) + 1-1" 0l ol 0 0 0 O
K(0,2)-B(3,0) + K(2,0)-B(1,2) + oo 00 11 1 1 0 0
K(1,2)-B(2,0)+ K(2,1)-B(1,1) + '.‘;. 0 0o T ¥ 1 1 00
K(2,2)-B(1,0) = 0 0 1 1 1 0 0
0 01 1 110 0
1-B(3,2)+1-B(2,1) + lO 0000 0O OTUDO
1-B(3,1)+1-B(2,2) + 0 0000 0000
1-B(3,0)+1-B(1,2) +
1-B(2,0)+1-B(1,1) +
1-B(1,0) =
1+0+
0+1+
0+0+
0+0+
o . 0=
Ubersichtlicher umgruppiert -
O+0+0+
l0+0+1+
0+0+1=
—
Von daher: [K * B](3,2) = % Hausaufgabe: rechnet andere Stellen selber aus
Randbemerkung zur Umpositionierung der Faltungsmaske:
Rotationen und Spiegelungen bilden eine Gruppe mit folgenden beweisbaren Eigenschaften:

Sp(D)

Diese Eigenschaften bieten diverse Maoglichkeiten

um eine Faltungsmaske vor dem ,Gleiten” korrekt zu positionieren.
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(b)

In gleicher Weise wie oben:

alle Uberlappungsméglichkeiten

11 e 1 =211 =21 ; : : :
o 0 o - ol 2 =21 e a2y 1y 1 e Gl =200 =2 e
K * Geradusch #1 = 1 1 1 * 1 -2 11 -2 1 = 0 0 0 --,weil SRS B BN (R PR SR AT WS- IR VI e SR ) B
1 1 1 { 21 1 5 1 00 0 - -l Tz]} T T a2 i g1 - P }]117211
. : 0 0 0
Faltungswerte [icr: 9er-Mittelwerte]
alle Uberlappungsméglichkeiten
1 1 1 -1 1 -1 1 -1 % —% % ( n -1 :n :}1 | S 1(1 i] -1 ) 1o
. P VR T T T [ B | -1
K * Gerausch#2=| 1 1 1 |- 1 -1 1 -1 1 -1 .= .. % —% % -, weil N L R N WIS A SRUES I S R
111 e 1 =11 -1 1 -1 111 1 1
) 3 3 3 — i
: : : 3 3

Faltungswerte [1cr: 9er-Mittelwerte]

Eignung als Tiefpassfilter [ LPF Glattungsfilter]:

e  Gerdusch #1 wird komplett entfernt — , best ever” low-pass filter ©
e  Gerdusch #2 wird gedrittelt, also deutlich vermindert — ,so |ala” Tiefpassfilter ©

Beispiele:

Ursprungsbild ohne Gerdusch gefiltertes Bild [durch 121er-Mittelwert] Ursprungsbild mit 5%  -n-Pfeffer Gerdusch gefiltertes Bild [durch 121cr-Mittelwert]
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Schritt #2: kurzes Schlusswort zum Thema , Faltung”

(a) DFT < Faltung — diagrammatische Veranschaulichung:

2D-DFT
Bild im Ortsraum: f(x,y) —' Bild im Frequenzraum: F(u, v)
2D-IDFT
Faltung mit || Maske m 2D-DFT Multiplikation mit || Transferfunktion M

|

gefaltetes Bild im Ortsraum: m * f 2D-DFT

“

2D-IDFT

(b) Warum muss die Faltungsmaske (vor der tatsichlichen Anwendung, d.h. vor dem ,,Gleiten” iibers Bild) gespiegelt werden? — Sonst scheitert der Ubergang:

f: (f: e et g (1) dt) f(2) do =2

Im Prinzip... Alles ist méglich ©:

e  Faltung:
Zg—1sk—-1
G, j) = [K * BI(i,)) = Z Z K(zs) B(i—2j—s)
z=0 s=0
e  Kreuzkorrelation:
zZg—1skg-1
cc(i,j) = [K ® BI(i, ) = Z Z K(zs) B(i+2j+s)
z=0 s=0
Alles hat aber seinen Zweck... und diese sind nicht zu verwechseln Hausaufgabe: checkt ob Kreuzkorrelation kommutativ ist
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