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Aufgabe U3:
Schritt #1: Fouriertransformation — ein wenig ,,Etymologie/Evolution”

Harmonische Schwingungen: Federpendel, Saitenschwingung
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y(t) =K sin(w -t + @)
A

K — Amplitude (Linge)
@ — Anfangsphase (Winkelposition)

w — (Kreis)Frequenz
t — Zeitpunkt
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Fouriersche Fragestellung: Warmeleitung innerhalb eines Drahtes
_l 1 1 1 1 Ll Ll 1 1 Ll Ll 1 Ll 1 1 Ll 1 1 Ll Ll 1 1 Ll Ll

-10 -0.4 oo 0.5 10

PDE: % = Drahtmaterial - 22
Fourier-Reihe: y(6,t) = ¥, ¢, (t) - e2™im®
ODE: C‘r,l(t) = -2 7-[2 . le . Cn(t)

Fourierkoeffizienten in der linearen Dekomposition der
Uiber basische Funktionen (hier:
y(e’ 0) — Zn K, eZ-n-i-n-G' wobei K, = fozn y(0, 0) . e—Z-n'i'n'ade

eZn:inx):

) Losung

y(a' t) — Z K, e—z-nz-nz-t . @2mino
n

Gilt fir periodische Funktionen y(+)
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Schritt #2: [Randbemerkung] komplexe Exponenten bilden eine Orthonormalbasis:

im Hilbertraum £2([0; 2r]) der quadratintegrierbaren Funktionen | im L1(G) fir jede kompakte kommutative Gruppe G

Abbildung mit Projektionen

Formeln

| g J2nht

._\ D ?‘Gallla-ig_'lﬁ

cos{2af t)

Eulersche Formel:

et =cost+i-sint

elt + e—lt

cost =
2

e e—lt

210

it _

sint =

komplexe Exponenten [n € N]:

en(t) = p2mint

inneres Produkt
von komplexen Exponenten:

21

(e, (1), en(®)) = f e2mint . p—2mimt

0

Orthonormalitiit von {e,,(t) }en:

1 fallsn=m
0 sonst

(en(®), em(©) = |

Schritt #3: zweidimensionale (

2D) Diskrete FourierTransformation eines Bildes {f(z, $)},-0.7-1, s=0.s—1 der GroRe ZxS

)

Normalerweise, von der gleichen GroRe ZxS: Z-15-1
- >
| u=0.z-1 | v=0.5-1 prr e
/,bf-‘i" -DFT | bei Riicktransformation DFT1 2D-IDFT
normalisiert A # -------- 1 1 e
Konstante ="-¥3 |  NZ S
— 1
Z-S
1
1 _
Z-S

\

P4 Gt |
F(u,v) = Konstante - Z Z f(z,s)- e'z'”'i'(%"%) =K- Z <Z f(z,s)- e_z'"'i'(¥)) . e_z'"'i'(%

schaut nach zwei verschachtelten
1D-DFTs aus...

J

Grundidee fiir 2D-FFT

[,,schnelle” 2D-DFT Berechnung]
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https://de.wikipedia.org/wiki/Orthonormalbasis
https://de.wikipedia.org/wiki/Hilbertraum
https://de.wikipedia.org/wiki/Lp-Raum#Der_Hilbertraum_L2
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Schritt #3: Annaherung von periodischen Funktionen durch Fourier-Reihen — einfaches 1D-Beispiel im Blickfeld

e etwas Mathe als Vorspeise ©:

Quelle: Wikibooks
periodische Funktion f(x), mit der Periodenldnge T [Frequenz F= 1/T] flx) =3
k k
_ Qo . _ -2(-1)" 2 o .
flx) = > + (ay - cos(2mFx) + by, - sin(2mFx)) flx) = — (m* - n* — 6) - sin(nx)
n=1 n=1 .

5 T .’{\', k=7 ——

a, = TJ- f(x) - cos(2mFx) dx / \\ k=15 ------
DC-Komponente [ Nullfrequenz] 0 Wil
2 ¢ 2 ‘ /L

ag = Fff(x)dx b, = Tff(x) -sin(2mFx) dx n_{ﬁ»é
0 0

\Y)
y

3

-=::>\<L:-
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Schritt #3: berlihmtes Kameramann-Bild — 2D-DFT Cheatsheet
Quelle: Wiki
Darstellungskanile einer komplexen Zahl z = x + i - y = re'? Bausteine der 2D-DFT-Analyse — 2D Sinusoide im Frequenzraum
Im C Realer Anteil: ky
z=a+bi=re? Re(z) = x =r1-cos(p)
_—
—_—
—_—
Imaginérer Anteil: T
—y—rp-.qi -_—
- Im(z) =y =r-sin(¢)
I
I
D
RS Betrag:
B Z:a‘:bi:rc[("’;) r= |Z| = sz+y2 7
arctan2(y, x)
xr<0
%W x>0
Phase:
-1 -3 -2 -1 1 2 3 4 W+ ¢ = arctan2(y, x)
[ r<0
“:(V‘ ) ‘I\\
Quelle: Van Veen —_—
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Schritt #4: Losung der Aufgabe

(a) Schritt #1: Basismatrizen aus unserer Formel fiir 2D-DFT
Z-15-1
) = Konstante- . 3 70s. ERRRGERR) )
z=0.5s=0
Schritt #2: fir unser Beispiel, z, s € {0,1} - von daher, die Basis besteht aus |{0,1}|?

&

R
zs — \Pzs\W, u=0.Z-1 = {e }u:o Z-1 o0z
2=0.7—

v=0.5-1

v=0.5-1 ~Z-1
5=0.5-1
= 4 Matrizen {Bo'o, BO,I' Bl‘o, Bl,l}l wobei:
—0-0_00 0001 — . _ —
B _ —2-n-i-(%+¥) _ e—z'”'l'(T"'T) e—z'ﬂ"l'(T"’T) _ e—21'”0 —21”0 eO _ 1 BO,l - | Bl,O | Bl,l
0 =€ u=01 (0100 o1 0m | = | —2mwi0 —21”0 ol 3 rechnet selber aus ©
—2-11:-1-(—+ ) —2-11:-1-(—+—) Le e ? 1
v=0,1 e Z_ s e Z_ S |

(b) Schritt #1: zu zeigen ist

Hausaufgabe fir Mathe-Fans ©: warum e® = 1?

iszlslcu v) - B £

u=0w=0

N‘H
[

z1 s1'-> - {1 falls (zy,51) = (22,5,)

sonst

Schritt #2: na dann los ©

- MM i (PR S
2-71 +=3 )_eZTL'I.( = +22=

18-
_ ml(u V) B o) = o ZZ

u=0w=

Z-1S5-1

ZZ Serreie (Zz Z1)u (s2— 51)77) 3

u=0wv=

Hausaufgabe fir Mathe-Fans ©: furz € Cund anhand e = ¥_ 2 — ., beweist ezl+zZ = e%1 . 22

) &— | Hausaufgabe: warum?
1 falls (z1,51) = (2,,5,)
2-1r-i-(zz—zl).z 2T (s — sl) """" /
....................... 1 € zZ — 1 e S — 1 ¢
s-1 S0 v |Z+§S T 2milpmz) i 2miGa=s) sons
1 2mi(zp—21) & 2 (sy—s1) [ e Z -1 e S
. e A e S = rmi(zp-zy) , e
7-S . 1e Z  Zo1 e -
=0 =0 VAR T ey ma falls z1#25 Ns1=5;
....................... e Z -1
an(sz—sl)
le -1
EW falls s1#5, Nz1=2;
e -1
2:mi(z,— 210 (S9—51) i .
STF g FEEEEs ) gemiGeem) _q grmitess) 1 q 1-1 1-1 1
VARY 2:mi-(zp—21) ) 2-mi-(S3—51) = 7Z-S ’ 2-mi(zp—21) 2-ir(sp—51) = 7Z-S ' 2-mi(zp—21) ) 2-mi(sp—51) = Z-S 0-0= 9,——\~
e z e S -1 e z -1 e S -1 z -1 e S -1
Tipp zu < Summenformel fiir geometrische Reihen...
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https://de.wikipedia.org/wiki/Geometrische_Reihe
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(c) Schritt #1: unsere Bildmatrix
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1 2
(f]k) = [3 4
Schritt #2: die DFT-Bildmatrix elementweise berechnen
_ _ [9oo Go17.
DFT (fjk) = (Gmn) = J10 911]'
1 1 1 1 1 1 «
I =ﬁzzfjk.e—2m(ém+7n) Zzzﬁk_e—an(zrrHE-n)
j=0 k=0 j=0 k=0
1 L& j .k 1 0_.0 (| T _ .0 T m 1
Joa = Zz zf]k . e—2ni-(§-o+7-o) =3 (1 . e—2ni-(§-0+§-0) 12-e 2m’-(70+7.0) 13 —zni.(§-0+5.o) 4. e—zm.(i-o+§-0)) -7 (1+2+3+4)=25
j=0 k=0
1 1 .
Jor = ZZ Z fro-e 2@zt = . = 05
j=0 k=0
1 1 1 «
910 _ZZZﬁk.e—ZTH(El+E'O) =1
j=0 k=0
1 1 1 .-
Jim = ZZ Zflk . p2mio(S1+71) -0
j=0 k=0

Also:

Randbemerkung:

Normalerweise, bei groReren Bildern, man kriegt eine Uiberwiegend komplexwertige Fourier-Bildmatrix (g,,,) = [

() =22 0%

Frequenzraumen beobachten:

Realteil

Imaginarteil Im(g,,) = [? Z]

Re(gmn) = |

a c
e g] Betrag

Phase ¢ (gmn) = [

a+ib . .. L .
etif g+ ih] - diese lasst sich in 4 verschiedenen

|(gmn)| = [

arctan2(b, a)
arctan2(f,e)

c+id

\/a2 + b?
Ve? + f?

\/c2 +d?

Jg? + hz]
arctan2(d, c)
arctan2(h, g)
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Schritt #1: Eintrage der DFT-Bildmatrix berechnen [flirs Ursprungsbild B = (b]-k)]:

DFT(B) = (gmn)

Schritt #2: Eintrége der DFT-Bildmatrix berechnen [fiirs modifizierte Bild B = ((—1)/** - by, )]:

DFT(B) = (gmn)

(i (MY K
LR bjy, - e*MUTE) . o 2T+ g) =
Jj=0 k=0 .
L R
L-1R-1 L-1R-1 _pa. miE)IJr("J—r?)k %6“"\‘ DEMO;N
1 —Zm(ﬂ+n_k+]+k) 1 L R Sy Z
— bji L7R=2 =—-22b-k-e =g .L R oy Z \
L-R 0k0} L-R OkOJ T ;QE é\)
j= = j= = % =
2\ D). )
\ %\ ey
. . . . . . \‘%o \_/3’)0 /
Randbemerkung: praktische Anwendung dieser schachbrettartigen Umkehrung im zyklisch wiederholten Format UL
Sl
Eckpunkte im Frequenzraum der fouriertransformierten Bildmatrix B Entsprechende Punkte im Frequenzraum des schachbrettmodifizierten Bildes B
- links Jo,0 - rechts von der Mitte
- rechts Jor-1 - links von der Mitte
unten links Jr-10 oben rechts von der Mitte
unten rechts gL-1R-1 oben links von der Mitte
lF("‘)\IB\
geringere Frequenzen

der Mitte angehauft

haben sich an

héhere Frequenzen

haben sich an
Randern angehauft
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